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transmettre. Sa confiance et son ouverture d’esprit ont été aussi des facteurs impor-
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en tant que tuteur durant ces années de monitorat.

L’équipe d’analyse numérique de l’IRMAR me laissera toujours un souvenir
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3 Application à la situation des coques . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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II Développement des équations 71
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3.5 Récapitulation des expressions . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
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2.4 Comparaison avec les modèles 2D admissibles . . . . . . . . . 254

2.5 Factorisations possibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265
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Introduction

The topic of this thesis consists of studying asymptotic expansions in linearly elas-
tic shells. The aim of these expansions is a thorough description of the behavior of
the displacement with respect to the (half-)thickness ε . This complete description
allows in particular to compare the three-dimensional displacement and the solution
of different two-dimensional models. In a numerical point of view, asymptotic ex-
pansions give hints to replace three-dimensional computations, still longer and less
accurate, by two-dimensional computations. The asymptotic error can then be pre-
cisely evaluated. Moreover, the knowledge of the special behavior in ε can lead to
different ways of approximating the displacement by numerical methods. The pres-
ence of boundary layers in the expansion do influence the choice of the finite element
space in a Galerkin method (for example by refining the mesh near the boundary).
The asymptotic expansion also allows to compare the 3D solution with the solution
of various hierarchical models. It is also useful in order to study hp -methods where
the role of the thickness compared to the influence of the size of the mesh and of the
degree of the polynomial approximation can be evaluated as precisely as possible.

For plates [17, 19, 16] and for shallow shells [3] the existence of complete expan-
sions has been proved. In these two situations, the limit surface is a flat domain
of R

2 . The general case when the limit surface of the shell is a surface in R
3 is a

wide field of investigations. In this thesis, we study the case when the limit surface
is elliptic and we show the existence of a complete asymptotic expansion containing
a new scale of development in comparison with plates and shallow shells. This new
scale consists of exponentially decreasing boundary layer terms with characteristic
length ε1/2 .

This work contains two parts. In the first one (Partie A), we consider general
shells with a regular mean surface on which no assumption on the curvature is
done. These shells are made with an elastic, homogeneous and isotropic material,
and we consider the equations of linear elasticity with free boundary conditions on
the upper and lower faces of the shell. These latter conditions refer to a relevant
physical situation. We first study a formal series problem generated by the 3D
problem. The formal series considered here only involve integer powers of the half-
thickness ε . Because the main difficulty in finding complete asymptotic expansions

1



is due to the presence of boundary layer near the lateral boundary, we split the
problem by neglecting first the lateral boundary conditions. Thus the formal series
problem is constructed from the expansion in ε of the inner elasticity operators
and of the traction operators on the upper and lower faces. We then show the
reduction of this 3D formal series problem to a reduced formal series problem posed
on the mean surface of the shell. This new problem involves a formal series whose
coefficients are 2D operators on the mean surface and do have common part with
Koiter’s model operator or its many variants (see [35, 41, 33, 6, 44]).

In the second part (Partie B), we assume that the mean surface is elliptic, and we
impose clamped boundary conditions on the lateral boundary. Note that the case
of an elliptic shell without boundary can be treated in a simpler way (see also [52]).
When the mean surface is elliptic, the operator of order 0 in the 2D reduced formal
series problem is elliptic. This allows the construction of the expansion. We first
study the solution of Koiter’s model and its variants. For this solution, we show the
existence of a complete asymptotic expansion in powers of ε1/2 . This development
contains terms independent of ε defined on the whole mean surface, and boundary
layer terms exponentially decreasing in ε−1/2r , where r denotes the distance to
the boundary of the mean surface. Finally, we show the existence of a complete
asymptotic expansion for the 3D displacement containing three type of terms: terms
independent of ε defined on the whole shell, 2D boundary layer terms exponentially
decreasing in ε−1/2r , and 3D boundary layer terms exponentially decreasing in
ε−1r . These latter terms are of the same type as the boundary layer terms appearing
in plates (see [17, 16, 43]). We can then compare the 3D displacement with the
solutions of the membrane and Koiter’s models. This improves the convergence
results of [12, 40].

1. Framework of the studies and intrinsic computations.

A thin shell is a body represented by an open set of R
3 having a dimension

small with respect to the other ones. The open set defining the shell is such that
there exists a regular surface S (the mean surface) and a positive real number ε
(the thickness) such that the domain is constituted by the points P +hN(P ) where
P ∈ S , |h| < ε and where N(P ) is the unit normal to S in P . Moreover, the
thickness ε is small compared with the dimensions of the mean surface S . Hence,
if S is a compact surface with boundary (possibly empty) embedded in R

3 , we
may define for ε ≤ ε0 small enough a family of shells Ωε depending on ε as the
image of the manifold S × (−ε, ε) by the diffeomorphism

Φε : S × (−ε, ε) � (P, h) �→ P + hN(P ) ∈ Ωε.

For any fixed h , the map Φε( · , h) is a diffeomorphism between S and a surface
Sh of R

3 . The lateral boundary of the shell is denoted by Γε
0 and is the image of

the set ∂S × (−ε, ε) by the diffeomorphism Φε .



We assume that Ωε is made with an elastic, homogeneous and isotropic mate-
rial, and we consider the linearized elasticity equations. Thus we study the Lamé
equations with free boundary conditions on the upper and lower faces Sε and S−ε

isomorphic to the mean surface S . Supposing that the loading forces depend on ε
in a regular way, our aim is to study the behavior of the displacement solution of
these equations, and if possible to find an asymptotic expansion.

If u is a displacement field, the associated linearized deformation tensor in
Cartesian coordinates writes eij(u) = 1

2
(∂iuj + ∂jui) where ∂i stands for the

derivative with respect to ti . The material being fixed, it only depends on the
two Lamé coefficients λ > 0 and µ > 0 . To these coefficients we associate
the rigidity matrix A whose components in the coordinate system {ti} write
Aijk� = λδijδk� + µ(δikδj� + δi�δjk) . The loading forces applied to the shell are
described by a vector field written f = f i ∂

∂ti
in the Cartesian coordinate system

{ti} of R
3 . We then consider the equations{

−Aijk�∂jekl(u) = f i in Ωε,

Bi(u) = 0 on S−+ε,

where Bi(u) denotes the natural traction operator on the upper and lower faces
of the shell. This operator comes from an integration by parts in the associated
bilinear form:

(u,v) �→
∫

Ωε

Aijk�eij(u)ek�(v) dt1dt2dt3.

If the lateral boundary is not empty, we moreover impose clamped boundary condi-
tions on the lateral boundary Γε

0 , and the problem writes
−Aijk�∂jekl(u) = f i in Ωε,

Bi(u) = 0 on S−+ε,

u = 0 on Γε
0.

(0.1)

This is the classical problem of linearized elasticity in Cartesian coordinate posed
on an open set of R

3 having the shape of a thin shell, with clamped conditions on
the lateral boundary.

The problem of describing the behavior of the displacement u with respect to
ε for more or less regular loading forces is an old and involved problem. In the
case when the mean surface S0 is a domain in R

2 , that is when the shell is a
plate, convergence results have been proved (see [8, 21, 10]) and more recently, ex-
istence of complete asymptotic expansions including boundary layer terms has been
established (see [17, 19, 16, 43]). In the general case of shells, many different two-
dimensional models have been proposed for approximating the three-dimensional



displacement with the best efficiency (see [34, 35, 41, 44, 33]). However, to estimate
the relevance of two-dimensional models, a complete asymptotic analysis proves to
be the most precise tool. Along the guidelines of [51], many results are available,
showing various convergence results for shells (see [12, 14, 13, 40] and [9] for a com-
plete survey). In particular, we can distinguish between membrane and bending
shells (see [50]). The same kind of distinction can be found in works more con-
cerned with numerical approximation (see for example [45, 46]). Moreover, lateral
boundary conditions do influence the type of behavior of the displacement, and give
rise to different type of results, even if the geometry of the mean surface is the same
(see [50]).

In order to study the displacement u (denoted by uε in the following) solution
of the equations (0.1), we use that the domain Ωε is diffeomorphic to the manifold
S × (−ε, ε) . We then call normal coordinate system a coordinate system (yα, h)
defined on an open set U × (−ε, ε) , where U is an open set of a local map coming
from an atlas of S0 . Hence, with this type of coordinates, an atlas on S0 induces
an atlas on Ωε .

The main object of Chapter I is to perform the change of coordinates from
Cartesian coordinates to normal coordinates. The elasticity operator and the trac-
tion operator on the upper and lower faces are written in a normal coordinate system
using the transverse derivative ∂h (also denoted by ∂ε

3 ) and the covariant derivative
Dα on the surface S . Note that, though these computations are made in a local
coordinate system, the results are intrinsic, i.e. all the operators depend on tensor
fields defined on the whole manifold. The derivative ∂h exists also overall the man-
ifold S × (−ε, ε) , and hence the operators are written in a complete intrinsic way:
the formulas given at the end of Chapter I are the same for any normal coordinate
system.

In Chapter II, we use the fact that there exists a natural projection of the shell on
the mean surface. This allows to consider all tensor fields on Ωε as tensor functions
depending on h and taking values in tensor field spaces on the mean surface S0

(see Lemma 1.3 and Corollary 1.5 of Chapter II). This kind of representation is also
present in Naghdi’s works (see [41]). Thus for example, if u is a three-dimensional
displacement written u = (uα, u3) in a normal coordinate system {yα, h} , then u
defines on one hand the two-dimensional 1-form field

uα dyα ∈ C∞(
(−ε, ε),Γ(T1S0)

)
and on the other hand the function

u3 ∈ C∞(
(−ε, ε),C∞(S0)

)
.

Here, Γ(T1S0) denotes the space of 1-form fields on the surface S0 .



In order to simplify computations (see also [41]), we make the change of unknown
w = µ−1(h)(u) where the shifter operator µ(h) is defined by the equations

u = µ(h)(w) ⇐⇒ uα = wα − hbβαwβ, and u3 = w3,

where (bβα) denotes the second fundamental form on the surface S0 . For ε ≤ ε0

small enough, it is clear that this operator is invertible. Moreover, it is a diffeomor-
phism between the space of 1-form fields on the whole shell onto itself. With this
change of unknowns, we show that the problem (0.1) writes in normal coordinate
system 

L(xα, h; Dα, ∂
ε
3)(w) = −f in Ωε,

B(xα, h; Dα, ∂
ε
3)(w) = 0 on S−+ε,

w = 0 on Γε
0,

(0.2)

where Dα is the covariant derivative on the mean surface S0 and ∂ε
3 the derivative

with respect to h on Ωε . In the following, we denote by wε the solution of these
equations. We suppose that the loading forces f = f ε are regular and admit
asymptotic developments in powers of ε starting in O(1) . The operators

L : C∞(
(−ε, ε),Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
→ C

∞(
(−ε, ε),Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
and

B : C∞(
(−ε, ε),Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
→ Γ(T1S−+ε) × C∞(S−+ε),

are intrinsic operators, and are given by equations (2.20) and (2.21) of Chapter II.

In order to study the dependency on ε of the solution of the system (0.2), we
scale the normal coordinate h = εx3 . Hence, the new equations are posed on the
manifold Ω := S × I where I is the interval (−1, 1) . We call normal coordinate
system on Ω any coordinate system (xα, x3) coming from a normal coordinate
system on Ωε . We denote by Γ−+ the upper and lower faces of Ω .

For fixed ε ≤ ε0 , we call three-dimensional operator on the manifold Ω the
operator

(
L(ε),B(ε)

)
with

L(ε) : C∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
→ C

∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
and

B(ε) : C∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
→ Γ(T1Γ−+) × C∞(Γ−+)

the operators obtained from the operators L et B by the scaling h = εx3 . In any
normal coordinate system, we thus haveL(ε)(xα, x3; Dα, ∂3) = L(xα, εx3; Dα, ε

−1∂3) and

B(ε)(xα, x3; Dα, ∂3) = B(xα, εx3; Dα, ε
−1∂3),

(0.3)



where ∂3 stands for the derivative with respect to x3 on Ω .

Theorem 2.9 of Chapter II then states that both operators L(ε) and B(ε)
expand in power series of ε , with intrinsic operator coefficients on the manifold
Ω = S×(−1, 1) . The main result of Chapter II is the computation of the coefficients
of these developments. Finally, we get

L(ε) = ε−2

∞∑
k=0

εkLk and B(ε) = ε−1

∞∑
k=0

εkBk, (0.4)

where the operators Lk and Bk are given by the formulas in Theorem 4.1 of
Chapter II.

The required tools to obtain the expressions of these operators can be found in
Naghdi (see [41]). However, the expression given here are exact formulas, and do not
depend on some approximation of the inverse of the shifter (see [22, 20] for different
models obtained by truncating the inverse power series of the shifter). This kind of
approach, using intrinsic computations, can also be found in [29].

The fact that the operators L(ε) and B(ε) do expand in power series of ε
induce a formal series problem in powers of ε . The main point of Chapter III (and
also of Part A) concerns the study of this problem.

2. Part A: Formal series solution.

In order to split the difficulties, we remove the boundary conditions on the lateral
boundary and only study the inner equations together with the equations on the
lower and upper faces of the shell. Thanks to equations (0.4) we associate with the
operators L(ε) and B(ε) the formal series denoted by

L[ε] = ε−2
∑
k≥0

εkLk and B[ε] = ε−1
∑
k≥0

εkBk.

These formal series allow to define a formal series problem. Recall that if E and
F are function spaces, if a[ε] =

∑
k≥0 ε

kak is a formal series in ε with coefficients

ak ∈ L(E,F ) , and if b[ε] =
∑

�≥0 ε
�b� is a formal series with coefficients b� ∈ F ,

then the formal series c[ε] = a[ε]b[ε] is defined by the equations c[ε] =
∑

n≥0 ε
ncn

with, cn =
∑n

�=0 a
�bn−� ∈ F for all n .

As the loading forces f ε admit an asymptotic expansion in powers of ε , we
can associate with the right-hand side a formal series f [ε] =

∑
k≥0 ε

kfk with coef-

ficients in the space C∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
. We call three-dimensional formal

series solution any formal series w[ε] =
∑

k ε
kwk with coefficients in the space

C
∞(

I,Γ(T1S0) × C∞(S0)
)

such that the following equations are satisfied:{
L[ε]w[ε] = −f [ε] in Ω,

B[ε]w[ε] = 0 on Γ−+,
(0.5)



where the products are written in the sense of formal series.

The principal result of Chapter III is then the reduction of Problem (0.5) to a
two-dimensional formal series problem posed on the mean surface S0 . Theorems
2.1 and 2.5 of Chapter III give the existence of formal series A[ε] and G[ε] such
that Problem (0.5) reduces to the problem

A[ε]z[ε] = G[ε]f [ε]. (0.6)

Here, the formal series z[ε] =
∑

k≥0 ε
kzk has its coefficients in the space Γ(T1S0)×

C
∞(S0) , which we call the space of 2D-generators. The coefficients of the formal

series A[ε] =
∑

k≥0 ε
kAk are operators on the mean surface S0 acting on the 2D-

generator space and taking values in the 2D-generator space. In the same way, the
coefficients of the formal series G[ε] are operators Gk acting on the space of 1-form
fields on Ω , and taking values in the 2D-generator space. Thus, equation (0.6) is
posed on the mean surface of the shell. If z[ε] satisfies the reduced equation (0.6),
we can construct a formal series w[ε] solution of the formal series problem (0.5),
by writing

w[ε] = V [ε]z[ε] +Q[ε]f [ε]. (0.7)

Here, V [ε] =
∑

k≥0 ε
kV k is a formal series with operator coefficients V k acting on

2D-generators and taking values in the space of 1-form fields on Ω . Moreover, these
operators are polynomial in x3 . In the same way, the coefficients of the formal series
Q[ε] are operators acting on the space of 1-form fields on Ω and taking values in
this same space.

Conversely, any solution w[ε] of (0.5) restricted to the mean surface yields a
solution z[ε] of (0.6).

It is important to remark that all the operators involved in the previous formal
series are intrinsic operators. Moreover, these operators depend on the geometry of
the mean surface through its two fundamental forms (metric and curvature). Hence,
the whole Part A of this thesis applies to general smooth shells.

The aim of the shell theory is to determine the best two-dimensional models
that can approach the three-dimensional solution. One among the difficulties of
this shell theory is that the operators involved in the previous formal series are not
unique. This is due to the fact that equations (0.6) and (0.7) are formal series
equations, and indeed are collections of equations that can be written in many
different but equivalent ways. The roles of the formal series operators (A[ε],G[ε])
and (V [ε],Q[ε]) are also distinct : the formal series operator A[ε] is a reduced
operator, while V [ε] is a reconstruction formal series operator. In the same way,
the formal series G[ε] is a reduction operator acting on the right-hand side, while



Q[ε] is a reconstruction operator, building a particular solution of the problem (0.5)
from the right-hand side f [ε] .

In Chapter III, we exhibit formal series A[ε] , G[ε] , V [ε] and Q[ε] satisfying
functional equations that imply equations (0.6) and (0.7). The final aim of Chapter
III is then to give the expressions of the operators A0 , A1 and A2 , together with
the operators G0 , G1 and G2 involved in the reduced problem.

We obtain that the operator A0 is the membrane operator denoted by M . This
operator appears in shell theory as the operator governing the lowest-order term in
ε (see [35, 33, 41, 51, 9]). This operator is associated with the following symmetric
bilinear form:

(z, z′) �→
∫
S0

Mαβσδγαβ(z)γσδ(z
′) dS0,

where z et z′ are in the space Γ(T1S0) × C∞(S0) and where

Mαβσδ =
2λµ

λ + 2µ
aαβaσδ + µ(aασaβδ + aαδaβσ), (0.8)

where aαβ denote the inverse of the metric tensor S0 . Recall that γαβ(z) is the
linearized membrane strain associated with z (related to change of metric) and is
given by the equation

γαβ(z) = 1
2
(Dαzβ + Dβzα) − bαβz3.

We compute that the operator A1 is the operator zero. Finally, the operator
A2 has a more involved expression given by equations (3.46) and (3.51) of Chapter
III. In this expression, we can identify terms involved in the ε2 part of Koiter’s
model (see [34, 35]) describing the bending shell model (see [51, 14]). Nevertheless,
the operator A2 has more terms and can be compared with the computations in
[33].

Thus, the first terms of the formal series A[ε] recall the classical Koiter-like
models written in a general way

K(ε) =M + ε2F ,

where F is a bending operator for which different expressions can be found in
[35, 41, 33, 6]. Chapter IV studies in a general way the ellipticity properties of these
models. Moreover, we prove in Chapter IV that the restriction of the operator A2

to the space of inextensionnal displacement (see [51])

VF = {z ∈ H1
0 × H1

0 × H2
0(S) | γαβ(z) = 0}



does coincide with the restriction of the flexural part of Koiter’s model. This result
can be compared with the convergence result of [14].

The operator G0 of the formal series G[ε] is simply the mean value operator
with respect to the transverse direction of the shell

G0f =

∫ 1

−1

f(x3) dx3.

The operators Q1 and Q2 of the formal series Q[ε] are zero.

The operator V 0 is the canonical embedding

I : Γ(T1S0) × C∞(S0) → C
∞(

I,Γ(T1S0) × C∞(S0)
)
, (0.9)

so that the first term w0 of the formal series (0.7) writes w0 = z0 , where z0 is a
2D-generator, and satisfies the equation

Mz0 = G0f 0,

where M is the membrane operator. The operator V 1 writes

V 1(z) =

V 1
σ (z) = −x3(Dσz3 + 2bασzα),

V 1
3 (z) = −x3

λ
λ+2µ

γα
α(z),

(0.10)

where bασ is the second fundamental form on the mean surface S0 and where
γα
α(z) = Dαzα − bααz3 . Finally, the operator V 2 is given by the equations (3.16) of

Chapter III.

Hence, we have reduced the three-dimensional formal series problem by one di-
mension. This formal series reduction is a first step towards a complete asymptotic
expansion. This reduction is valid for any geometry of the mean surface, and involves
only intrinsic operators on S0 .

3. Clamped elliptic shells: Koiter’s model.

In Part B, we consider the displacement solution of the elasticity equations with
clamped boundary condition. We suppose that the mean surface is elliptic, and we
construct a complete asymptotic expansion of this solution. That the mean surface
is elliptic means that its Gaussian curvature is strictly positive. If bαβ denotes the
second fundamental form on the surface in local coordinates, this also writes

∀ ξα ∈ R
2, bαβξ

αξβ ≥ c‖ξα‖2
.

We study the case when the mean surface is elliptic for the following reasons: in
this situation, the membrane operator is an elliptic operator in the sense of Agmon,



Douglis and Nirenberg and thus has regularity properties (see [28, 50]). Moreover, a
convergence result holds: the three-dimensional displacement converges, as ε tends
to 0 , to the solution of the membrane equations (see [51, 50, 12, 9]). An elliptic
shell is a typical membrane shell.

For elliptic surfaces without boundary, we can invert the membrane operator
provided orthogonality conditions versus rigid displacement are satisfied (see [52]).
We thus can construct an asymptotic expansion for the solution of Koiter’s model in
powers of ε2 . This development only involves terms independent of ε . Concerning
the three-dimensional displacement, the results of the previous part and the fact
that the membrane operator is invertible allow to find a solution z[ε] for the re-
duced problem. Therefore it is possible to construct a three-dimensional asymptotic
expansion in powers of ε that contains only terms that do not depend on ε .

When the boundary of the shell is not empty, we impose clamped boundary
conditions on the lateral boundary. We make this choice because Dirichlet conditions
cover the membrane operator when the surface is elliptic. Note that such is not the
case for free boundary conditions which give rise to sensitivity phenomena (see [50]).

First of all, we consider in Chapter V the solution z(ε) associated with an
admissible 2D-model (see Definition 2.2 of Chapter IV). These 2D-models are of
the same type as Koiter’s model (see [35]). This means that the 2D displacement
z(ε) is solution of the equations{

(M + ε2F )z(ε) = 1
2

∫ 1

−1
f 0 dx3 in S0,(

zr(ε), zs(ε), z3(ε), ∂rz3(ε)
)

= 0 on ∂S0,
(0.11)

where M is the membrane operator and F a bending operator (see Definition 2.1
of Chapter IV). The field f 0 is the term of order 0 in the development with respect
to ε of the loading forces. For elliptic shells, the membrane operator M is elliptic
of multidegree (2, 2, 0) in the sense of Agmon, Douglis and Nirenberg (see [50, 28]).
In the case of an elliptic surface without boundary, this property is sufficient for the
construction of an asymptotic development. When the boundary is not empty, the
natural Dirichlet boundary conditions write

z �→ (zr, zs)
∣∣
∂S0

in a coordinate system (r, s) near the boundary, where r denotes the distance
to the boundary ∂S0 and where s denotes the arc-length along ∂S0 . Thus, the
operator M cannot fulfill all conditions corresponding to the boundary operator

z �→ (zr, zs, z3, ∂rz3)
∣∣
∂S0

.

Hence, the problem is a singularly perturbed problem in the sense of [54].



Like for scalar equations studied in [54], we are led to introduce a new scale of
development. This new scale consists of exponentially decreasing functions. The
role of these supplementary terms is to complete the boundary conditions. The
tangential and normal derivative orders of the membrane operator write

degM =

(
2 1
1 0

)
and the fact that M3 is of order 0 on z3 implies that M cannot fulfill the boundary
conditions z3 = ∂rz3 = 0 on ∂S0 . On the other hand, the orders of the operator
F write:

degF =

(
2 3
3 4

)
.

The operator F 2
3 is of order 4 on z3 . This means that it has a role in the ellipticity

of the overall operator. The introduction of a new scale of functions exponentially
decreasing in T = ε−1/2r then brings back this part at the same level as the operator
M3 . The precise definition of these exponentially decreasing terms is given by the
equations (1.32) and (1.33) of Chapter V and Theorem 1.7 of Chapter V states
an existence result for these terms. This existence theorem allows to construct the
asymptotic expansion.

The introduction of this new scale induces in a natural way formal series problems
in powers of ε1/2 . Theorem 3.5 of Chapter V then states that the displacement z(ε)
admits an asymptotic expansion in power of ε1/2 :

z(ε) �
∑
k≥0

εk/2(ζk/2 + χZk/2)

with terms ζk/2 independent of ε defined on S0 and 2D boundary layers terms
Zk exponentially decreasing in T = ε−1/2r . The cut-off function χ(r) is equal to
1 in a neighborhood of r = 0 , and 0 away the boundary ∂S0 at a fixed distance
that does not depend on ε . Moreover, the first terms of this expansion write, for
any admissible 2D-model,

z(ε) =

 ζ0
r

ζ0
s

ζ0
3 + χZ0

3

 + · · · ,

where ζ0 is the solution of the membrane equations{
M(ζ0) = 1

2

∫ 1

−1
f 0 dx3 in S0,

ζσ = 0 on ∂S0.
(0.12)



Using this result, we can obtain optimal estimates between the solution of Koiter’s
model and the solution of the membrane model (see Proposition 3.7 of Chapter V
that improves the result of [40]). The structure of these expansions also allows to
estimate differences between solutions of systems (0.11) associated with different
admissible 2D-models (see Theorem 3.8 of Chapter V).

4. Clamped elliptic shells: 3D asymptotics.

In Chapter VI, we consider the solution wε of equations (0.2) on a thin shell
whose mean surface S0 is elliptic. Recall that in order to study the behavior in
ε of the displacement wε , we made the scaling h = εx3 . This scaling gives new
equations set on the manifold Ω , and we denote by w(ε) the displacement such
that in a normal coordinate system, we have

w(ε)(xα, x3) = wε(xα, h).

In the same way, we denote by f(ε) the scaled loading forces. By assumption, f(ε)
admits an asymptotic expansion in O(1) . This means that we have

f(ε) = f 0 + εf 1 + · · · .

In the case of elliptic surfaces without boundary, thanks to the ellipticity property
of the membrane operator, we can construct a solution z[ε] of the reduced problem
defined in Chapter III. Thus, by using the reconstruction operators V [ε] and
Q[ε] from the 2D to the 3D, we can construct an asymptotic expansion of the
displacement given as a series in power of ε . The orthogonality conditions versus the
3D rigid displacements give the orthogonality conditions allowing to invert correctly
the membrane operator (see [52]).

When the boundary in not empty, using (0.3), the displacement w(ε) is solution
of the equations 

L(ε)w(ε) = −f(ε) in Ω,

B(ε)w(ε) = 0 on Γ−+,

w(ε) = 0 on Γ0,

where Γ0 denote the lateral boundary ∂S × (−1, 1) of the manifold Ω .

The main result of Chapter VI is given in Theorem 4.4 of this chapter. This
theorem states the existence of a complete asymptotic expansion of the displacement
w(ε) in powers of ε1/2 . This expansion contains three sorts of terms, and writes:

w(ε) �
∑
k≥0

εk/2
(
vk/2(xα, x3) + χ(r)(W k/2( r√

ε
, s, x3) + Φk/2( r

ε
, s, x3)

))
, (0.13)

where (r, s) is a coordinate system on S in a neighborhood of ∂S such that r
denotes the distance to the boundary of S , and where



• vk/2 are 1-form fields on Ω ,

• W k/2 are 2D boundary layer terms exponentially decreasing in T = ε−1/2r
and are polynomial in x3 ,

• Φk/2 are 3D boundary layer terms exponentially decreasing in R = ε−1r .

To obtain this result, we introduce new scales of development corresponding to
the boundary layer terms. The different scales can only interact on the boundary.
We now survey briefly the structure of this construction.

We see that we cannot impose boundary conditions on the formal series z[ε]
so that the boundary condition on w[ε] is fulfilled. As for plates (see [17, 16]),
we introduce a new scale consisting of terms exponentially decreasing with respect
to R = ε−1r , see the first section of Chapter VI. We show that under certain
conditions, we can find a formal series

ϕ[ε] =
∑
k≥0

εkϕk(R, s, x3)

with boundary layer coefficients ϕk(R, s, x3) exponentially decreasing in R = r/ε ,
satisfying the equation

L [ε]ϕ[ε] = 0,

B[ε]ϕ[ε] = 0,

ϕ[ε]
∣∣
R=0

+
(
V [ε]z[ε] +Q[ε]f [ε]

)∣∣
Γ0

= 0,

(0.14)

where the formal series L [ε] and B[ε] are obtained from the formal series L[ε]
and B[ε] by the change of coordinates (r, s, x3) �→ (R, s, x3) (see Definition 1.1 of
Chapter VI).

We then show that there exists a formal series ϕ[ε] with exponentially decreasing
coefficients satisfying equations (0.14) if and only if the formal series z[ε] satisfies
a condition written

-δ[ε]z[ε] = -H [ε]f [ε],

where -δ[ε] is a formal series whose coefficients are operators taking values in
C

∞(∂S0)
4 and such that

-δ0z = (zr, zs, z3, ∂rz3)
∣∣
∂S0

.

The coefficients of the formal series -H [ε] are operators taking values in the space

C
∞(∂S0)

4 . Moreover, we have -H0 = 0 . Thus, is z[ε] satisfy the equations{
A[ε]z[ε] = G[ε]f [ε],

-δ[ε]z[ε] = -H [ε]f [ε],
(0.15)



then there exists a formal series ϕ[ε] of 3D boundary layer terms satisfying (0.14).
Moreover, the formal series w[ε] defined by equation (0.7) satisfies the system
(0.5). We call Problem (0.15) the theoretical reduced problem, and the previous
point constitutes the result stated in Theorem 1.13 of Chapter VI.

We can state anew the result of [17] concerning plates in the present framework:
for plates, the reduced problem (0.15) has a solution in formal series algebra with
2D-generators coefficients under the assumption that the formal series f [ε] starts
in ε2 .

Another case when the reduced problem has a solution (also for a formal series
f [ε] starting in ε2 ) is the case of convex arches. In this case, the “mean manifold”
S0 is a curve embedded in R

2 and we suppose that this mean curve is convex. In
this case, and under the above assumption on the load, the reduced problem (0.15)
has a solution (see [26]).

Let us come back to clamped elliptic shells. We set g[ε] = G[ε]f [ε] and -c[ε] =
-H [ε]f [ε] . With these notations, the theoretical reduced problem writes

∀ k ≥ 0,

{
A0zk = −

∑k
�=1A

�zk−� + gk in S0,

-δ0zk = −
∑k

�=1
-δ�zk−� + -ck.

(0.16)

When the mean surface is elliptic, the operator A0 , which is the membrane operator,
is elliptic. As for the Koiter’s model, we see that the operator A0 cannot fulfill
all the boundary conditions imposed by the operator -δ0 in equations (0.16). The
theoretical reduced problem is thus a singularly perturbed problem in the sense of
[54]. As in Chapter V, we introduce a new scale of terms exponentially decreasing
with respect to the variable T = ε−1/2r in order to get a solution. In fact, Problem
(0.16) does not have a solution, but we define a new problem involving both type of
scales in powers of ε1/2 .

The goal of Section 2 of Chapter VI is then to describe an effective reduced prob-
lem coming from the theoretical reduced problem, and such that this new problem
has a solution (see Theorem 2.10 of Chapter VI). The effective reduced problem
involves an equation acting on formal series terms ζ[ε1/2] in powers of ε1/2 with
regular coefficients defined on S0 , an equation acting on formal series Z[ε1/2] with
exponentially decreasing coefficients with respect to the variable T = ε−1/2r , and
an equation mixing both terms and posed on the boundary ∂S0 . Note that the
boundary is the only place where the two scales can interact. Theorem 2.10 of
Chapter VI then states the existence of a solution for the effective reduced problem:
there exist two formal series ζ[ε1/2] and Z[ε1/2] with coefficients independent of ε
and exponentially decreasing with respect to T = r/ε1/2 respectively, solutions of
the problem (see equations (2.28) of Chapter VI).



Hence, with a right-hand side formal series f [ε] we associate two formal se-
ries ζ[ε1/2] and Z[ε1/2] satisfying the effective reduced problem. Starting from
this result, the rest of Chapter VI consists of the construction of an asymptotic
expansion of the three dimensional displacement w(ε) . This construction is done
by defining correctly the action of the operator formal series V [ε] on the formal
series Z[ε1/2] . Theorem 3.7 of Chapter VI states the existence of three formal se-
ries v[ε1/2] , W [ε1/2] and Φ[ε1/2] whose coefficients are the terms in the expansion
(0.13), fulfilling the boundary condition

v[ε1/2]
∣∣
Γ0

+W [ε1/2]
∣∣
T=0

+ Φ[ε1/2]
∣∣
R=0

= 0,

where we recall that T and R are the fast variables corresponding to the 2D and
3D boundary layers terms. Moreover, these three formal series do satisfy suitable
inner equations with respect to their scales: we have{

L[ε1/2]v[ε1/2] = −f [ε1/2],

B[ε1/2]v[ε1/2] = 0,

where the formal series f [ε1/2] is induced by the formal series f [ε] , as well as the
equations {

L[ε1/2]W [ε1/2] = 0,

B[ε1/2]W [ε1/2] = 0,
and

{
L [ε1/2]Φ[ε1/2] = 0,

B[ε1/2]Φ[ε1/2] = 0,

where the formal series L[ε1/2] and B[ε1/2] are obtained from the expansion of the
operators L(ε) and B(ε) in the coordinate system (T, s, x3) , and where in the
same way, the formal series L [ε1/2] and B[ε1/2] come from the expansion of the
operators L(ε) and B(ε) in the coordinate system (R, s, x3) .

Starting from Theorem 3.7 of Chapter VI, we then construct the asymptotic
expansion (0.13). This expansion is validated using a classical method: we first
estimate roughly the difference between the displacement and partial sums of the
expansion using Korn inequality, then we estimate this difference more precisely by
analysing higher order terms in partial sums. The final error estimates (see Theorem
4.4 of Chapter VI) are then optimal in the sense that the first neglected term is of
the same order of magnitude in ε as the error.

Finally, Theorem 4.6 of Chapter VI states that if u(ε) denote the scaled un-
shifted three-dimensional displacement, then u(ε) admits an asymptotic expansion
similar to the expansion obtained for the shifted displacement w(ε) (see equation
(0.13)). Moreover, this theorem describes the first terms of the asymptotic expan-
sion: the 3D boundary layer terms only appear at the order 1 in ε , and the terms



in ε0 and ε1/2 write

u(ε) =

 ζ0
r

ζ0
s

ζ0
3 + χZ0

3

 +
√
ε

ζ
1/2
r + χ(Z

1/2
T − x3∂TZ

0
3)

ζ
1/2
s + χZ

1/2
s

ζ
1/2
3 + χZ

1/2
3

 + · · · , (0.17)

where ζ0 , ζ1/2 , Z0 and Z1/2 come from the formal series solutions of the effective
reduced problem ζ[ε1/2] and Z[ε1/2] . In particular, ζ0 is the solution of the
membrane equations (0.12). The first 2D boundary layer term then writes W 0 =
Z0 = (0, 0, Z0

3) , and does not depend on x3 . The second 2D boundary layer term

W 1/2 = (Z
1/2
T − x3∂TZ

0
3 , Z

1/2
s , Z

1/2
3 ) does depend on x3 via a Kirchhoff-Love type

term only.

If z(ε) is the solution of an admissible 2D-model, Theorem 4.4 of Chapter VI
states that the first terms in the expansion of this solution write for any admissible
2D-model

z(ε) =

 ζ0
r

ζ0
s

ζ0
3 + χZ0

3

 +
√
ε

ζ
1/2
r + χZ

1/2
T

ζ
1/2
s + χZ

1/2
s

ζ
1/2
3 + χZ ′1/2

3

 + · · · ,

where the terms ζ0 , ζ1/2 , Z
1/2
T and Z

1/2
s are identical to those appearing in

equation (0.17). However, the term Z ′1/2
3 is not equal to the term Z

1/2
3 .

From the expansion (0.17) we get that in general, we have ‖u(ε)‖
H1(Ω)3

=

O(ε−1/4) . In order to obtain a convergence result, we replace the H1 norm by
a weaker norm on the third component because of the presence of the boundary
layer term Z0

3 . In the H1(Ω)2 × L2(Ω) norm, which is the membrane norm on the
shell, we get the estimate:

‖u(ε) −I ζ0‖
H1(Ω)2×L2(Ω)

≤ Cε1/4, (0.18)

where ζ0 is the solution of the membrane equation (0.12), and where I is the
canonical embedding (0.9). This type of estimate is obtained by computing the
order of magnitude in ε of the different terms in the expansion. In particular, we
have

‖χZ0
3‖L2(Ω)

≤ Cε1/4 and ‖χZ0
3‖H1(Ω)

≤ Cε−1/4,

and estimate (0.18) is optimal. These estimates allow to find anew the convergence
results of [12] and improve the estimates in [40] obtained with the help of correctors.

To obtain convergence in the space H1(Ω)3 , we use the solution of a Koiter-like
model instead of the solution of the membrane equation. By using error estimates
at higher orders, and using the results of Chapter V on the asymptotic expansion for



the solution of an admissible 2D-model, we show the following estimate between the
displacement u(ε) and the solution z(ε) of a Koiter-like model (see Proposition
4.7 of Chapter VI):

‖u(ε) −I z(ε)‖
H1(Ω)3

≤ Cε1/4. (0.19)

Indeed, the asymptotic convergence rate is not improved if evaluated in the mem-
brane norm H1(Ω)2 ×L2(Ω) . Moreover equations (3.16) of Chapter V estimate the
deviations between the solutions of different Koiter-like models. As these deviations
are of higher order in ε as the orders in (0.19), we deduce that two solutions z(ε)
and z′(ε) of systems (0.11) associated with two different admissible 2D-models
approach the three dimensional solution u(ε) with the same error rate in ε .

Thus, in the case of elliptic shells, the different Koiter-like models have the same
asymptotic accuracy in the approximation of the 3D solution. In particular, Koiter’s
model has the same performance as the 2D model associated with the following
symmetric bilinear form:

aε(z, z′) =

∫
S0

Mαβσδγαβ(z)γσδ(z
′) dS0 +

ε2

3

∫
S0

Mαβσδταβ(z)τσδ(z
′) dS0, (0.20)

where z et z′ are in the space Γ(T1S0)×C∞(S0) and where the tensor field ταβ(z)
is defined by the equation

ταβ(z) = DαDβz3. (0.21)

Recall that Koiter’s model is associated with a bilinear form similar to (0.20), where
the operator ταβ is replaced with the linearized bending strain tensor (related to
change of curvature, see [35, 41, 50]):

ραβ(z) = DαDβz3 − cαβz3 + bσαDβzσ + Dαb
σ
βzσ.

Nevertheless, this result is related to the fact that an elliptic shell is a membrane
shell (see [51, 9]). In the case of bending shells, this result is not true in general.
For example, for convex arches (see [26]) the 2D models do not all have the same
performances as Koiter’s model. In particular, the model given by the bilinear form
(0.20) does not describe correctly the first terms in the expansion, while Koiter’s
model gives the correct limit.

5. Unscaled error estimates (in physical variables).

Going back to physical variables, we see that the displacement uε solution of the
three dimensional equations of elasticity on the shell admits an asymptotic expansion
of the type

uε �
∑
k≥0

εk/2
(
ṽk/2(xα,

h
ε
) + χ(r)(W̃

k/2
( r√

ε
, s, h

ε
) + Φ̃

k/2
( r
ε
, s, h

ε
)
))

,



where h is the transverse variable in the physical shell Ωε . But we compute that
in the H1(Ωε) norm we have the following orders of magnitude:

‖ζ‖
H1(Ωε)3

= O(ε1/2) and ‖v‖
H1(Ωε)3

= O(ε−1/2)

for ζ(xα) a 2D displacement and v(xα,
h
ε
) a displacement of Ωε depending on

x3 = ε−1h . In the same way, we have for the 2D boundary layer terms

‖χZ‖
H1(Ωε)3

= O(ε1/4) and ‖χW ‖
H1(Ωε)3

= O(ε−1/4)

if Z( r√
ε
, s) is independent of the transverse variable, and if W ( r√

ε
, s, h

ε
) is a 2D

boundary layer term depending on x3 = ε−1h . Finally, we have

‖χΦ‖
H1(Ωε)3

= O(1)

for Φ( r
ε
, s, h

ε
) any 3D boundary layer term. From equation (0.17) we deduce that

if the first term ζ0 �= 0 , we have

‖uε‖
H1(Ωε)3

= O(ε1/4), (0.22)

and that the main contribution to this norm is due to the 2D boundary layer terms
Z0 and W 1/2 . Moreover, the term W 1/2 is not present in the asymptotic expan-
sion of the solution of Koiter’s model. In order to obtain a convergence result in the
relative norm, we introduce the following displacement: Let K(ε) be an admissible
2D-model, and let z(ε) be the solution of the associated system (0.11). We call
Kirchhoff-Love displacement associated with z(ε) the 1-form field defined by the
equation

UKL
(
z(ε)

)
:=

zσ(ε) − h
(
Dσz3(ε) + 2bασzα(ε)

)
,

z3(ε),
(0.23)

where bασ denotes the second fundamental form on the surface S0 . Then if the first
term ζ0 �= 0 , we get the estimate :

‖uε −UKL
(
z(ε)

)
‖

H1(Ωε)3

‖uε‖
H1(Ωε)3

= O(ε1/4).

This estimate is valid for any Koiter-like model. In fact, it would be enough to con-
sider the difference between uε and the displacement UKL

(
χZ0

)
constructed from

the first boundary layer terms Z0 . Indeed, this displacement takes the component
−x3∂TZ

0
3 of the term W 1/2 into account.



In order to improve the convergence, it is necessary to construct a displacement
taking more terms of the asymptotic into account. Let z(ε) denotes a solution of
the system (0.11) associated to a Koiter-like model. We pose

ŨKL
(
z(ε)

)
:=

zσ(ε) − h
(
Dσz3(ε) + 2bασzα(ε)

)
,

z3(ε) − hpγα
α(z(ε)),

where p = λ(λ + 2µ)−1 . Note that the supplementary term in comparison with
Equation (0.23) corresponds to the third component of the operator V 1 defined in
(0.10). In the H1(Ωε)3 norm on the physical shell, we have if the first term ζ0 �= 0 :

‖uε − ŨKL(z(ε))‖
H1(Ωε)3

‖uε‖
H1(Ωε)3

= O(ε1/2). (0.24)

On the shell Ωε , we can also consider the natural energy norm associated to the
problem:

‖u‖
E

:=

(∫
Ωε

Aijk�eij(u)ek�(u)dt

)1/2

,

where {ti} is a Cartesian coordinate system in R
3 , where Aijk� is the rigidity

tensor, and where eij(u) = 1
2
(∂iuj + ∂jui) with ∂i the derivative with respect to

the variable ti . In this case, and in comparison with (0.22), the special structure of
the asymptotic of uε and the particular linear combinations of derivatives appearing
in the strain tensors yields that ‖uε‖

E
= O(ε1/2) if ζ0 �= 0 (see Proposition 4.15

of Chapter VI). In order to obtain a similar estimate as (0.24) we must introduce
supplementary terms in the reconstructed displacement.

Following [35], we introduce the modified Kirchhoff-Love displacement associated
to the solution z(ε) of the system (0.11) :

U (z(ε)) =

zσ(ε) − h(Dσz3(ε) + 2bασzα(ε)),

z3(ε) − hpγα
α(z(ε)) + h2

2
pρα

α(z(ε)).
(0.25)

We prove in Theorem 4.17 of Chapter VI that if the first term of the asymptotic
ζ0 �= 0 , then we have

‖uε −U (z(ε))‖
E

‖uε‖
E

= O(ε1/2).

It is important to note that in this case, the strongest contribution in ε in the term
‖uε −U (z(ε))‖

E
comes from the presence of a 3D boundary layer term. Thus the

formula (0.25) gives the best way of approximating the 3D displacement by a 2D
expression without taking into account more effects due to 3D boundary layers.



6. Conclusions and perspectives.

The case of clamped elliptic shells is the first situation where the limit surface
is not flat, and where the existence of a complete asymptotic expansion in ε for
the displacement was proved. The results of Part A concerning the reduction of
the formal series problem constitute a first step necessary to the construction of the
asymptotic expansion, and this for any geometry of the mean surface.

In order to obtain results for other geometries, the case of revolution surfaces
obtained by rotating a curve around an axis can be considered. Such surfaces may be
of any type (elliptic, hyperbolic, parabolic in different points), but the boundary of
the surface is never an asymptotic line of the surface. This means that the curvature
on the boundary never vanishes. The considered method consists of using Fourier
transform in the angular variable. Simplified computations using Koiter’s model
suggest that the three-dimensional asymptotic expansion is of the same type as for
elliptic shells (see for example [45, 47]). The asymptotic expansion of the three
dimensional solution would then contain boundary layer terms of orders ε1/2 and
ε . Nevertheless, a change in the boundary conditions on the lateral boundary can
deeply alter the results (see [48]): for free boundary conditions the limit problem
becomes sensitive, and the solution for a given frequency k does not behave correctly
with respect to ε and k .

According to the paper [47], which is based on certain mechanical assumptions
and uses a 2D shell model, boundary layer terms appearing in the expansion of the
displacement for clamped shells could only be of order ε and ε1/2 in the general
case, and ε1/3 or ε1/4 in the case of hyperbolic or parabolic shells clamped along
asymptotic lines of curvature. It is tempting to find a three-dimensional situation
where this kind of boundary layer appears and to show in this case the existence of
a complete asymptotic expansion. In this connection, the case of an infinite straight
half-cylindrical mean surface (with its boundary formed by two generator lines) may
yield a situation where it could be possible to exhibit an asymptotic expansion con-
taining boundary layer terms of order ε1/4 . The case of convex arches corresponds
to the zero frequency by Fourier transform in the direction of the cylinder generator
line. For other frequencies, boundary layer terms of order ε1/4 appear in a natural
way in the expansion.

According to the results in [50], the situation of an elliptic shell with free lateral
boundary conditions gives rise to sensitivity phenomena (see [37]). In this case, the
limit membrane operator M appearing in the formal series solution is not covered
by the natural Neumann boundary conditions. The consideration of this type of
phenomenon constitutes a very wide research field. The systematic use of formal
series in these various cases aiming to investigate asymptotic expansions could lead
to a better understanding of this type of behavior.

Finally, in order to deal with situations where the mean surface has a more



involved geometry, possibly non-smooth, a first step would consist in studying the
problem in dimension 2, that is in studying the case of arches whose mean surface
is not convex. To this aim, we could consider a junction between two curves, for
example between a portion of circle and a line. We also could consider junctions at
higher (or lower) order of regularity. The aim would be to obtain a classification
of the different types of boundary layers that could appear in the expansions. This
would lead to treat the case of a general curve. This kind of problem also has a
direct link with three-dimensional problems by considering surfaces of revolution or
more generally surfaces generated by the displacement of a fixed curve.





Partie A

Etude générale
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Chapitre I

Elasticité linéaire sur une coque
mince et géométrie différentielle

Le but de ce chapitre est de poser le problème de l’élasticité linéaire sur un ouvert
de l’espace ambiant R

3 qui a la particularité d’avoir une de ses dimensions beau-
coup plus petite que les autres. D’une façon intuitive, une coque mince est en fait
une surface de l’espace qui est “épaissie”. Physiquement, le problème posé est celui
de trouver le déplacement d’une coque remplie d’un matériau élastique soumise à
des forces volumiques et des conditions aux limites sur son bord. Une fois défini
le modèle que l’on prend comme point de départ, qui est ici celui de l’élasticité
tridimensionnelle linéaire pour un matériau homogène et isotrope, on profite alors
de la structure de la coque pour se placer dans un système de coordonnées “nor-
males” plus adapté pour étudier la structure asymptotique du déplacement quand
l’épaisseur de la coque tend vers 0 . Le passage dans ce système de coordonnées
nécessite l’emploi d’objets définis sur des variétés riemanniennes, objets dont les
définitions et les règles d’emploi sont rappelées ci-dessous.

1 Position du problème

1.1 Définition d’une coque mince

Une coque, ou plus précisément l’ouvert définissant la coque, est définie à partir
d’une surface abstraite S , compacte et orientable, de classe C∞ , à bord (éven-
tuellement réduit à ∅ ) qui est plongée isométriquement dans R

3 (pour toutes ces
notions voir par exemple [23], [24], [4], [27] et la section 2 de ce chapitre). Cette
dernière hypothèse est la plus naturelle pour représenter des phénomènes physiques
et impose, comme on le verra plus loin, la donnée de la métrique sur S . Toutefois,
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on identifiera le plus souvent un point de S avec son image par le plongement. Sur
cette surface est définie une normale unitaire N , qui existe globalement grâce à
l’hypothèse d’orientabilité. Dans toute la suite, le paramètre ε désignera la demi-
épaisseur physique de la coque, et à ce titre sera strictement positif et appelé à
tendre vers 0 . On définit alors l’ouvert de référence Ωε de la coque comme l’image
de l’application Φε : S × (−ε, ε) → R

3 qui à (P, h) fait correspondre le point
P + hN(P ) de l’espace. De manière plus intrinsèque, sans faire référence à la
structure algébrique de R

3 , le point Φε(P, h) est la translation de longueur h le
long de la géodésique de l’espace ambiant (ici R

3 ) partant de P , un point de la sous-
variété plongée, dans la direction N . A ce titre, il devrait être écrit expP (hN(P )) .
Ce type de situation entrâıne des propriétés particulières sur la métrique de Ωε

écrite dans un système de coordonnées normales.

La surface S étant compacte, il est évident qu’il existe ε0 > 0 tel que pour tout
ε ≤ ε0 , l’application Φε soit un difféomorphisme entre la variété produit S×(−ε, ε)
et son image. Dans toute la suite, on se place dans cette situation. Pour ε fixé,
l’ensemble Ωε n’est en fait qu’un ouvert de R

3 qui admet deux paramétrisations
naturelles : d’une part celle issue de l’espace ambiant R

3 , d’autre part celle issue du
difféomorphisme Φε . Dans la suite, on notera Sh la surface de R

3 définie comme
l’image de S par l’application Φε( · , h) à h fixé. La surface S0 de R

3 s’identifie
donc à la surface S via le plongement initial.

1.2 Equations de l’élasticité

On suppose désormais que la surface S à un bord ∂S non réduit à ∅ . La coque
géométrique présente ainsi un bord latéral Γε

0 image par Φε de ∂S × (−ε, ε) , et
deux faces Sε et S−ε .

Supposons que l’ouvert Ωε soit rempli d’un matériau élastique homogène et
isotrope (voir [7]) formant ainsi une coque soumise à des forces volumiques décrites
par un champ de vecteurs noté

f = f i ∂

∂ti

dans un système de coordonnées cartésiennes {ti} de R
3 . La notation en dérivée

partielle fait référence à la structure de variété de R
3 et sera d’un usage constant par

la suite. Dans le cas présent, les vecteurs
∂

∂ti
sont simplement égaux aux vecteurs

de la base canonique de R
3 .

Dans toute la suite, on fera usage de la convention de sommation des indices
répétés. Notons que dans R

3 , il n’y a pas lieu de distinguer les composantes d’un
vecteur avec les composantes de la 1-forme associée dans le cadre Riemannien (voir



la sous-section 2.2). Néanmoins, lorsque l’on passera en coordonnées normales, cette
distinction aura de l’importance.

D’autre part, la coque est soumise à des conditions aux limites et dans la suite
nous nous limiterons au cas où Ωε est encastrée le long de son bord latéral Γε

0 .

De même, on se place dans une théorie de l’élasticité linéaire. La validité
physique de ce modèle est assez restreinte (voir [7]), mais il sera dans le cas présent
“la réalité” en ce sens que les approximations que l’on pourra faire par la suite
seront d’autant meilleures qu’elles seront proches de la solution de ce modèle. On
note u le déplacement. Il s’agit d’une 1-forme définie sur Ωε . De même on
note e(u) le tenseur linéarisé des déformations lié au déplacement u . En co-
ordonnées cartésiennes, les composantes du tenseur des déformations associé à la
1-forme u = uidt

i sont

eij(u) = 1
2
(∇iuj + ∇jui)

= 1
2
(∂iuj + ∂jui) en coordonnées {ti}, (1.1)

où ∂i désigne la dérivée dans la direction ti . Enfin, la donnée du matériau équivaut,
sous les hypothèses faites, à la donnée des coefficients de Lamé λ > 0 et µ > 0 ,
auxquels est associé le tenseur de rigidité A dont les composantes contravariantes
dans le système {ti} s’écrivent

Aijk� = λδijδk� + µ(δikδj� + δi�δjk), (1.2)

où δij désigne le symbole de Kronecker classique, valant 1 si i = j et 0 sinon. On
vérifie alors que le tenseur A est défini positif sur l’espace des tenseurs symétriques
deux fois covariants.

Lié aux conditions d’encastrement, on définit l’espace des déplacements admis-
sibles comme

V (Ωε) = {u = uidt
i | ui ∈ H1(Ωε) , u = 0 sur Γε

0} (1.3)

dont la définition ne dépend pas du système de coordonnées choisi. Le problème
de l’élasticité linéaire pour une coque encastrée le long de son bord latéral est alors
celui de trouver u ∈ V (Ωε) tel que

∀v ∈ V (Ωε)

∫
Ωε

Aijk�eij(u)ek�(v) dt1dt2dt3 =

∫
Ωε

f ivi dt
1dt2dt3. (1.4)

C’est le problème classique de l’élasticité linéaire posée en coordonnées cartésien-
nes sur un ouvert de R

3 qui a la forme d’une coque. Ce système de coordonnées
existe sur tout l’ouvert Ωε et dans cet ouvert les expressions (1.2) et (1.1) sont
valides. Sous cette forme, on ne peut pas exploiter les équations pour en étudier la



dépendance en ε . Néanmoins, le tenseur A a une existence globale sur la variété
et on remarque que toutes les fonctions intégrées sur Ωε ont des interprétations
intrinsèques. Pour le membre de gauche, il s’agit de la contraction naturelle “1-
1,2-2,3-3,4-4” (voir la sous-section 2.2) du tenseur T = A ⊗ e(u) ⊗ e(v) dont les
composantes en coordonnées cartésiennes sont

T ijk�
pqrs = Aijk�epq(u)ers(v).

Pour le membre de droite de (1.4), il s’agit du produit naturel entre le vecteur f
et la 1-forme v issu de la contraction du tenseur f ⊗ v dont les composantes en
coordonnées cartésiennes sont f ivj si v = vjdt

j .

Grâce à la positivité du tenseur A et à l’inégalité de Korn (voir Duvaut &
Lions [25]), on peut montrer que le problème (1.4) possède une unique solution si
f appartient au dual de V (Ωε) . La suite de ce travail est l’étude de la dépendance
en ε de cette solution lorsque f est de classe C∞ et dépend de ε de manière
suffisamment régulière.

Du fait de la structure de la coque il est naturel de se placer dans le système de
coordonnées ayant servi à définir Ωε où h , dont l’ensemble de définition dépend de
ε , joue pour une coque “générique” le rôle de la composante transverse pour une
plaque. Mais pour cela, on a besoin d’effectuer un changement de paramétrisation
qui amènera à poser les équations sur les surfaces Sh en termes de dérivées cova-
riantes relatives à ces surfaces.

2 Géométrie riemannienne

Le but de cette section est de fournir le matériel technique pour travailler dans le
système de coordonnées normales faisant intervenir explicitement h . Pour cela on
étudie les propriétés de variétés différentiables plus générales que celles apparaissant
dans la situation des coques. Après des rappels généraux sur les champs de vecteurs
sur une variété, on définit les connexions linéaires, les champs de tenseurs, et en-
fin la structure riemannienne. On étudie ensuite les plongements isométriques qui
généralisent le cas d’une surface plongée dans R

3 .

2.1 Définitions

On désigne par M une variété orientable compacte, de classe C∞ , éventuellement
à bord et de dimension n quelconque.

Cette variété est donc par définition munie d’un atlas constitué de cartes locales
(Ui, φi)i∈I où les Ui sont des ouverts de M tels que

⋃
i∈I Ui = M et les φi des



applications injectives de Ui dans R
n vérifiant : ∀ i, j ∈ I tels que Ui∩Uj �= ∅ ,

l’application φj ◦ φ−1
i est de classe C∞ de φi(Ui ∩ Uj) sur φj(Ui ∩ Uj) .

La donnée d’une carte locale (U, φ) définit sur l’ouvert U un système de coor-
données locales. Si on note ξi l’application i -ème coordonnée de R

n , on définit
sur U ⊂ M la fonction

yi(P ) = (ξi ◦ φ)(P ). (2.1)

On note alors {yi} le système de coordonnées sur U induit par φ .

Définition 2.1 Soit P ∈ M , et (U, φ) une carte locale telle que P ∈ U . On
considère l’ensemble des courbes α de classe C∞ qui passent par P du type :

R ⊃ ] − a, a [ � t
α�−→ α(t) ∈ M, α(0) = P.

On définit sur ces courbes la relation d’équivalence

α ∼ α̃ si d(φ ◦ α)t=0 = d(φ ◦ α̃)t=0.

Cette notion ne dépend pas de la carte choisie. Une classe d’équivalence pour cette
relation est un vecteur tangent à M en P . L’ensemble des classes d’équivalence
est l’espace tangent à M en P et est noté TPM .

Un vecteur tangent en un point P peut aussi être vu comme un opérateur de
dérivation. Si on note F l’ensemble des fonctions C∞ définies au voisinage de
P , on dira que f ∈ F est plate en P si pour une carte locale (U, φ) en P ,
d(f ◦ φ−1)φ(P ) = 0 . Cette notion ne dépend pas de la carte, et on a la

Proposition 2.2 Un vecteur tangent en P est une application linéaire de F dans
R nulle sur les fonctions plates et réciproquement.

Notons simplement comment faire le lien avec les courbes : si α(t) est comme
dans la définition 2.1, on peut définir une application X : F → R en posant

X(f) =

(
d

dt
f(α(t))

)
t=0

.

Remarquons alors que la proposition 2.2 entrâıne que si X ∈ TPM et f, g ∈ F ,
on a

X(fg) = f(P )X(g) + g(P )X(f),

d’où le nom d’opérateur de dérivation. Elle permet aussi de munir TPM d’une
structure d’espace vectoriel. Si (U, φ) est une carte locale en P et si {yi} est le
système de coordonnées associé, on pose alors pour f ∈ F(

∂

∂yi

)
P

(f) =

(
∂(f ◦ φ−1)

∂ξi

)
φ(P )

,



où comme précédemment, les {ξi} sont les coordonnées sur φ(U) ⊂ R
n . On note

aussi l’expression précédente ∂if . Ceci définit bien un vecteur tangent en P , et
avec (2.1), on a (

∂

∂yi

)
P

yj = δji . (2.2)

Ces n vecteurs tangents sont donc indépendants et on montre qu’ils engendrent
TPM , c’est-à-dire que si Y ∈ TPM , il existe une unique décomposition

Y =
n∑

i=1

Y i

(
∂

∂yi

)
P

.

Définition 2.3 Le fibré tangent est l’ensemble

T 1M =
⋃

P∈M

TPM, (2.3)

muni de la structure de variété de classe C∞ naturellement issue de celle de M .

Un élément du fibré tangent est donc repéré par un couple (P,X) où P est un
point de M et X ∈ TPM . L’exposant 1 dans (2.3) provient d’une notation plus
générale pour les tenseurs (voir la sous-section 2.2).

Dans le but de généraliser certaines propriétés du fibré tangent à d’autres types
d’espaces, on pose

Définition 2.4 Une variété E de classe C∞ est un espace fibré (vectoriel) s’il
existe une variété M de classe C∞ (appelée la base) et une application π : E → M ,
C

∞ telle que

• ∀P ∈ M π−1(P ) = EP est isomorphe à un espace vectoriel F ,

• ∀P ∈ M ∃U voisinage de P tel que π−1(U) soit difféomorphe à U × F ,
le difféomorphisme étant linéaire sur les EP .

Les EP sont appelés les fibres et F est la fibre type. Une section de E est une
application C∞ ξ : M → E telle que ξ ◦ π = Id . L’ensemble des sections est noté
Γ(E) .

La variété T 1M est un espace fibré de base M et de fibre type R
n . Un champ

de vecteurs sur M est une section de T 1M (c’est-à-dire un élément de Γ(T 1M) ).
Malgré son caractère global, c’est en fait une notion locale sur la variété (on peut



remplacer M par un de ses ouverts). Si (U, φ) est une carte locale définissant une
système de coordonnées {yi} , un champ de vecteurs Z aura une décomposition

Z = Zi(y)

(
∂

∂yi

)
P

avec la convention de sommation des indices répétés, et où y désigne les coordonnées
du point P dans la carte. Cette fois les Zi sont des fonctions C∞ sur U .

De même qu’un vecteur tangent en P agit sur des fonctions définies au voisinage
de P , un champ de vecteurs Z agit sur des fonctions f qui sont C∞ sur toute la
variété (ou seulement sur un ouvert), le résultat Z(f) étant lui-même une fonction
C

∞ sur le domaine de f . La valeur d’un champ de vecteurs Z en un point P
est connue dès que l’on connâıt Z(f) pour toutes les fonctions f qui sont C∞ au
voisinage de P .

Définition 2.5 Le crochet de deux champs de vecteurs Y et Z , noté [Y, Z] , est
le champ de vecteurs défini par

[Y, Z]P (f) = Y
(
Z(f)

)
P
− Z

(
Y (f)

)
P
,

si f est C∞ au voisinage d’un point P ∈ M .

Dans un système de coordonnées {yi} , si avec les notations précédentes

Y = Y i ∂

∂yi
et Z = Zi ∂

∂yi

alors on a

[Y, Z] = (Y i∂iZ
j − Zi∂iY

j)
∂

∂yj
. (2.4)

A un champ de vecteurs Y est associé un groupe local à un paramètre de
difféomorphisme locaux Ht : M → M tel que H0 soit l’identité et que

∀P ∈ M et ∀ f ∈ C∞(M), Y (f)P =

(
d

dt
f
(
Ht(P )

))
t=0

.

La terminologie provient du fait que pour t et s assez petits et P dans un ouvert
U de M assez petit, on a

Ht ◦Hs(P ) = Ht+s(P )

et Ht est un difféomorphisme de U sur son image.



Avec la formule précédente (2.4), on voit que les champs de vecteurs coordonnées
ont des crochets nuls deux à deux. Mais dire que deux champs de vecteurs Y et
Z indépendants en tout point commutent ( [Y, Z] = 0 ), c’est dire que leurs groupes
locaux à un paramètre respectifs Ht et Gs commutent au sens où

Ht ◦Gs = Gs ◦Ht.

Si on prend alors n champs de vecteurs X1, . . . , Xn tels que sur un ouvert U de la
variété, ils soient indépendants en tout point, alors ils commutent deux à deux si et
seulement si ils définissent des champs de vecteurs de coordonnées sur U (voir [42]).

Enfin, notons que si (U, φ) est une carte locale, et si f est une fonction C
∞

définie sur U , alors on peut définir la différentielle df de f simplement comme
d(f ◦ φ−1) ∈ L(Rn,R) . Si P ∈ U , alors df agit sur les vecteurs de TPM grâce à
la formule

∀Y ∈ TPM df(Y ) = Y (f). (2.5)

Dans un système de coordonnées {yi} au voisinage de P ∈ M , l’espace tangent en
P ∈ M possède la base {

∂

∂y1
, . . . ,

∂

∂yn

}
.

Grâce aux formules (2.2) et (2.5), la base de T ∗
PM duale de la précédente s’identifie

alors à {
dy1, . . . , dyn

}
.

Un élément α de T ∗
PM est appelé une 1 -forme. Sa décomposition dans la base

précédente est notée
α = αidy

i.

Comme pour T 1M on définit

T1M =
⋃

P∈M

T ∗
PM

appelé fibré cotangent.

On verra dans le chapitre II comment la notion de différentielle peut être étendue
aux difféomorphismes entre variétés (et en fait plus généralement aux applications
différentiables d’une variété dans une autre).

2.2 Connexions linéaires et champs de tenseurs

Dans cette section, on définit un outil qui est employé constamment dans la mani-
pulation des équations de l’élasticité sur une coque. Cet outil généralise la notion
de dérivation et permet d’écrire les équations de manière très condensée, et surtout
intrinsèque, c’est-à-dire sous une forme ne dépendant pas de la carte.



Définition 2.6 Une connexion linéaire est la donnée d’une application ∇ appelée
dérivée covariante

∇ : T 1M × Γ(T 1M) → T 1M

notée (Z, Y ) → ∇ZY (pour Z ∈ T 1M et Y ∈ Γ(T 1M) ) telle que

• Si Z ∈ TPM , ∇ZY ∈ TPM .

• La restriction de ∇ à TPM×Γ(T 1M) est bilinéaire pour tout P (si Γ(T 1M)
est vu comme R -espace vectoriel).

• Si f est C∞ , ∇Z(fY ) = Z(f)Y + f ∇ZY .

• Si Z ∈ Γ(T 1M) alors ∇ZY ∈ Γ(T 1M) .

Si dans le système de coordonnées locales {yi} on note les composantes de Z et
Y respectivement Zi et Y i , alors on a

∇ZY =
n∑

i=1

Zi

n∑
j=1

(
(∂iY

j)
∂

∂yj
+ Y j∇ ∂

∂yi

∂

∂yj

)
. (2.6)

Définition 2.7 On appelle symboles de Christoffel associés à la connexion ∇ et au
système de coordonnée {yi} les n3 fonctions Γk

ij telles que

∇ ∂

∂yi

∂

∂yj
= Γk

ij

∂

∂yk
. (2.7)

D’après (2.6), la connaissance d’une connexion dans une carte locale se réduit à celle
de ses symboles de Christoffel.

Si c(t) est une courbe tracée sur la variété, le vecteur c′(t) appartient à Tc(t)M .
Les équations (2.6) montrent que ∇c′(t)Y ne dépend en fait que de la valeur de Y
le long de c(t) . Ainsi l’expression ∇c′(t)Y prend un sens dès que Y est un champ
de vecteurs défini le long de c(t) . On donne alors la définition suivante (voir [24]) :

Définition 2.8 Soit I un intervalle et c : I → M une courbe C∞ sur la variété
M . Un champ de vecteur parallèle le long de c est un champ de vecteurs Y défini
le long de la courbe c tel que ∇c′(t)Y = 0 . Si t0 ∈ I , et si Y0 ∈ Tc(t0)M , il existe
un unique champ de vecteurs Y parallèle le long de c tel que Yc(t0) = Y0 . Si t ∈ I ,
l’application Pc,t0,t : Tc(t0)M → Tc(t)M définie par l’équation

Pc,t0,tY0 := Yc(t) (2.8)

est appelée transport parallèle le long de c de t0 à t du vecteur Y0 .



Une géodésique de M associée à ∇ est alors une courbe c(t) de M telle que
le champ de vecteurs tangent c′(t) soit un champ de vecteur parallèle sur c(t) , ce
qui signifie que ∇c′(t)c

′(t) = 0 . L’application exponentielle expP (tX) où P ∈ M
et X ∈ TPM est définie comme le point obtenu en parcourant la géodésique issue
de P dans la direction X sur une longueur t . L’application expP est bien définie
pour t assez petit, et même, en normalisant X , sur un ouvert de M × R assez
petit.

Une des propriétés de la dérivée covariante est qu’elle peut s’étendre aux tenseurs
définis sur la variété. Avant de développer plus avant cette notion, on va définir les
espaces fibrés tensoriels et les champs de tenseurs sur M .

Définition 2.9 Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie. Le produit
tensoriel, ⊗ , est une application bilinéaire associative définie sur E × F , d’image
notée E ⊗F , telle que si {xi} et {yj} sont des bases de E et F respectivement,
alors {xi ⊗ yj} est une base de E ⊗ F . Un (p, q) -tenseur sur E est un scalaire si
p = q = 0 et un élément de

F1 ⊗ F2 ⊗ · · · ⊗ Fp+q,

où p des Fi sont égaux à E∗ et q des Fi sont égaux à E sinon. On dit que
le tenseur est p -fois covariant et q -fois contravariant. Le type d’un tenseur est le
couple d’entier (p, q) , le sous-type est le sous-ensemble de {1, 2, . . . , p+q} constitué
des i pour lesquels Fi = E∗ .

Une base {ei} de E induit naturellement une base pour l’ensemble
p+q
⊗
i=1

Fi avec un

type et sous-type donné en prenant pour base de E∗ la base {f j} duale de {ei} et
en effectuant les produits tensoriels successifs de tels éléments. Lorsqu’on écrit les
composantes d’un tenseur dans une telle base, les indices contravariants sont placés
en haut, les covariants sont placés en bas, en laissant des blancs ou des points car
l’ordre de l’indice par rapport aux autres a de l’importance (voir [49]).

Définition 2.10 Un tenseur purement covariant ou purement contravariant est sy-
métrique si ses composantes dans une base sont invariantes par permutation des
indices.

Un tenseur T de type (p, 0) , c’est-à-dire purement covariant, s’écrira dans une base

T =
∑

1≤λi≤n

Tλ1···λpf
λ1 ⊗ · · · ⊗ fλp .

Dans ce cas, il n’y a pas lieu de distinguer de sous-type. Si maintenant on considère
le cas où F1 = E , F2, . . . , Fp+1 = E∗ et Fp+2, . . . , Fp+q = E , alors une base de



F1 ⊗ · · · ⊗ Fp+q est formée des éléments

eλ1 ⊗ fλ2 ⊗ · · · ⊗ fλp+1 ⊗ eλp+2 ⊗ · · · ⊗ eλp+q , (2.9)

les λi prenant les valeurs 1, 2, . . . , n . Cette fois, un sous-type est donné qui
distingue cet espace de tenseurs des autres espaces de tenseurs de type (p, q) .
L’espace considéré est différent de celui où par exemple F1 = · · · = Fp = E∗

et Fp+2 = · · · = Fp+q = E . Un (p, q) -tenseur S de sous type lié à (2.9) s’écrit

S =
∑

1≤λi≤n

S
λ1 λp+2···λp+q

λ2···λp+1
eλ1 ⊗ fλ2 ⊗ · · · ⊗ fλp+1 ⊗ eλp+2 ⊗ · · · ⊗ eλp+q . (2.10)

On laisse au lecteur le soin de généraliser à d’autres configurations de la suite Fi .
La donnée d’un tenseur équivaut à celle de ses composantes dans une base.

On montre que si End(E) désigne l’ensemble des endomorphismes de E , on a
un isomorphisme canonique

E∗ ⊗ E
∼−→ End(E), (2.11)

tel que si
A = A · j

i · f
i ⊗ ei ∈ E∗ ⊗ E,

et si x = xkek ∈ E , on ait
A(x) = A · j

i · x
i ej .

La correspondance (2.11) est fournie par l’outil suivant :

Définition 2.11 La contraction d’un indice covariant avec un indice contravariant
d’un (p, q) -tenseur T est un (p− 1, q− 1) -tenseur dont les composantes dans une
base sont obtenues à partir de celles de T par sommation sur les indices désignés.

Bien que définie à l’aide des composantes d’un tenseur dans une base, la contraction
(qui est une trace) ne dépend pas de la base choisie. Avec le tenseur S de la
formule (2.10), la contraction des deux premiers indices de S fournit un (p−1, q−1) -
tenseur dont les composantes sont

n∑
i=1

S
i λp+2···λp+q

iλ3···λp+1
.

Si on a un tenseur purement covariant T de composantes Tλ1···λp dans une base
donnée, il définit une forme multilinéaire sur E grâce à la contraction. En effet, si
X1, . . . , Xp sont des vecteurs de E , et si X i

j désigne la i -ème composante de Xj ,
alors les contractions successives λi - µi du tenseur

T ⊗X1 ⊗ · · · ⊗Xp,



dont les composantes sont données par

Tλ1···λpX
µ1

1 · · ·Xµp
p , (2.12)

donne le scalaire

T (X1, . . . , Xp) =
∑

1≤λi≤n

Tλ1···λpX
λ1
1 · · ·Xλp

p . (2.13)

L’application ainsi définie est multilinéaire sur E , symétrique si le tenseur est
symétrique au sens de la définition 2.10.

Plus généralement, en effectuant des produits tensoriels et des contractions, on
peut voir un tenseur de type (p, q) et de sous-type F ⊂ {1, . . . , , p+q} comme une
application multilinéaire sur l’espace produit G1 × · · · ×Gp+q où Gi = E si i ∈ F
et Gi = E∗ sinon. Au lieu d’agir sur des vecteurs comme dans les formules (2.12)
et (2.13), le tenseur agit sur des vecteurs et des 1-formes (éléments de E∗ ) écrites
dans la base duale de celle choisie pour E . Par exemple le tenseur S dont les
composantes dans une base sont Si

jk (ou encore S i · ·
· jk ) définit une application

multilinéaire sur E∗ × E × E . Si X, Y ∈ E , de composantes X i et Y i dans la
base donnée et si α ∈ E∗ , de composantes αi dans la base duale, alors

S(α,X, Y ) = Si
jk αiX

jY k.

Réciproquement, la donnée d’une application multilinéaire sur un espace Π produit
cartésien d’espaces égaux à E ou E∗ définit un unique tenseur de type et de sous-
type déterminé par Π , dont les composantes dans une base donnée sont les images
des éléments de la base de l’espace produit Π formée à partir de la base initiale de
E .

Sur une variété M , on peut définir des espaces de tenseurs à partir de l’espace
tangent en un point P . De la même manière que l’on forme le fibré tangent à partir
de TPM , le fibré cotangent à partir de T ∗

PM , on peut former des espaces fibrés
tensoriels du type ⋃

P∈M

F 1
P ⊗ · · · ⊗ F p+q

P , (2.14)

où les F i
P sont égaux soit à TPM , soit à T ∗

PM . On peut munir ces ensembles
fibrés de structures de variétés C∞ . Les notions de type, sous-type et la contraction
d’indices sont encore valables sur ces espaces de tenseurs, pourvu que l’on raisonne
en un point P fixé.

Définition 2.12 Une section d’un espace fibré du type (2.14) où p des F i
P sont

égaux à T ∗
PM et les autres à TPM est appelé un champ de tenseurs de type (p, q) .



Notation 2.13 Lorsque tous les indices d’un tenseurs sont de même nature, on
note les fibrés tensoriels correspondants

T pM =
⋃

P∈M

p
⊗TPM et TpM =

⋃
P∈M

p
⊗T ∗

PM.

Les espaces des champs de tenseurs correspondants sont notés Γ(T pM) et Γ(TpM) .

Ainsi, les champs de tenseurs de type (0, 1) sont les champs de vecteurs, et les
champs de tenseurs de type (1, 0) sont les champs de 1-formes.

Un champ de tenseurs se caractérise par le comportement de ses composantes
lorsqu’on change de base pour l’espace vectoriel TPM , ce qui correspond à un
changement de carte locale. Soit {yi} un système de coordonnées autour d’un point
P ∈ M . Pour fixer les idées, plaçons nous dans le cas où le sous-type des tenseurs
considérés est celui de l’équation (2.10). Selon la définition 2.9, on notera aussi ce
sous-type {2, . . . , p+ 1} . La base de TPM considérée est donc maintenant { ∂

∂yi} ,

et la base duale correspondante {dyi} . Un tenseur S de sous-type {2, . . . , p + 1}
est donc donné par

S =
∑

1≤λi≤n

S(y)
λ1 λp+2···λp+q

λ2···λp+1

∂

∂yλ1
⊗ dyλ2 ⊗ · · · ⊗ dyλp+1 ⊗ ∂

∂yλp+2
⊗ · · · ⊗ ∂

∂yλp+q
.

(2.15)

Dans cette équation, les composantes S(y)
λ1 λp+2···λp+q

λ2···λp+1
dépendent de P ∈ M ,

via ses coordonnées y .

Si {xk} est un nouveau système de coordonnées autour de P , alors on a les
relations

∂

∂yi
=

n∑
α=1

Aα
i

∂

∂xα
et dyj =

n∑
β=1

Bj
βdx

β,

où Aα
i et Bj

β sont des matrices inverses l’une de l’autre (ici les indices grecs pren-
nent les valeurs 1, . . . , n comme les indices latins). Ces matrices sont les matrices
jacobiennes des changements de cartes associés et dépendent de P ∈ M de manière
C

∞ . La bilinéarité du produit tensoriel montre que les composantes du tenseurs S
dans le nouveau système de coordonnée {xk} par rapport à ses composantes dans
le système initial sont

S(x)µ1 µp+2···µp+q
µ2···µp+1

=
∑

1≤λi≤n

S(y)
λ1 λp+2···λp+q

λ2···λp+1
Aµ1

λ1
Bλ2

µ2
· · ·Bλp+1

µp+1
A

µp+2

λp+2
· · ·Aµp+q

λp+q
.

(2.16)



Ceci fournit un critère de tensorialité pour savoir si la donnée de fonctions

S(y)
λ1 λp+2···λp+q

λ2···λp+1

sur un espace vectoriel dans un système de coordonnées fixé définit bien un champ
de tenseurs sur la variété M . Si elles se transforment d’après la loi (2.16) dans
un changement de coordonnées quelconque, alors elles définissent bien un champ de
tenseurs qui est donné par (2.15) dans un système de coordonnées.

Remarque 2.14 On peut montrer alors que les symboles de Christoffel Γk
ij d’une

connexion linéaire ne définissent pas un tenseur de type (2, 1) . En effet, si on
désigne les symboles de Christoffel par Γk

ij dans un système de coordonnées et par

Γ̃k
ij dans un autre système, on a

Γk
ij = Ap

iA
q
jB

k
r Γ̃r

pq + Bk
p

∂Ap
j

∂xi
,

où Ap
i et Bk

p sont les matrices de changement de base, c’est à dire les matrices
jacobiennes des changements de cartes associés. Le dernier terme est le terme “pa-
rasite” qui empêche les symboles de Christoffel d’être les composantes d’un champ
de tenseurs dans une carte.

De la même manière qu’un tenseur sur un espace vectoriel E définit une application
multilinéaire sur E ou sur un produit d’espaces E ou E∗ , un champ de tenseurs
définit naturellement une application multilinéaire sur un produit d’espaces Γ(T 1M)
des champs de vecteurs ou Γ(T1M) des champs de 1-formes. La linéarité est ici à
comprendre “fibre par fibre”, c’est-à-dire sur les modules Γ(T 1M) et Γ(T1M) avec
comme anneau des scalaires C∞(M) . Comme pour les tenseurs, la réciproque est
vraie, et une application multilinéaire sur un C∞(M) -module produit Π d’espaces
égaux à Γ(T 1M) ou Γ(T1M) définit un unique champ de tenseurs de type et de
sous-type déterminé dont les composantes dans une base locale sont les images des
éléments formant la base locale de Π associée.

Remarque 2.15 Dire qu’une application A est linéaire sur un module du type
précédent, dont l’anneau est un ensemble de fonctions sur M , c’est dire que ces
fonctions agissent vis-à-vis de A comme les scalaires vis-à-vis d’une application
linéaire sur un espace vectoriel. Par exemple, si A est une application linéaire sur
le C∞(M) -module Γ(T 1M) , et si f ∈ C∞(M) , alors on a pour tout P ∈ M et
Y ∈ Γ(T 1M) ,

A(fY )P = f(P )A(Y )P .

Si on note Y i les coordonnées de Y dans une base locale, alors grâce à la propriété
précédente, on a

A(Y )P = Y i(P )A

(
∂

∂yi

)
P

,



qui traduit le fait que A(Y ) ne dépend en fait que des valeurs de Y au point
P . Par la suite, on se servira de cette caractérisation d’un champ de tenseurs : une
application R -linéaire définie sur un C∞(M) -module produit Π d’espaces égaux à
Γ(T 1M) ou Γ(T1M) s’identifie à un champ de tenseurs si sa valeur sur un élément
T de Π en un point P donné ne dépend que la valeur de T au point P .

La notion de dérivée covariante par rapport à un vecteur tangent, qui pour l’instant
n’est définie que sur les champs de vecteurs (qui sont des tenseurs une fois contra-
variants), s’étend aux champs de tenseurs plus généraux grâce au résultat suivant
(voir par exemple [4]) :

Proposition 2.16 Supposons que l’on ait une connexion linéaire ∇ sur M . Soit
Z ∈ T 1M . L’application ∇Z de Γ(T 1M) dans T 1M admet une unique extension
aux espaces des champs de tenseurs, satisfaisant :

• Pour des fonctions C∞ sur M (qui sont de (0, 0) -champs de tenseurs),
∇Z(f) = Z(f).

• ∇Z préserve le type (et le sous-type) du tenseur, c’est-à-dire envoie un espace
de tenseurs d’un type donné en un point P dans lui-même.

• ∇Z commute avec la contraction.

• ∇Z(S⊗T ) = (∇ZS)⊗T +S⊗ (∇ZT ) , pour S et T des champs de tenseurs.
Notons T q

pM un fibré vectoriel de type (p, q) avec un sous-type fixé qu’on ne
précise pas dans la notation. Si Z ∈ Γ(T 1M) est donné et si T ∈ Γ(T q

pM) , alors
d’après la proposition précédente, ∇ZT ∈ Γ(T q

pM) . Maintenant, si T ∈ Γ(T q
pM)

est fixé, l’application Z → ∇ZT est linéaire de Γ(T 1M) dans Γ(T q
pM) vus comme

modules sur C∞(M) . D’après la dualité champs de tenseurs - applications mul-
tilinéaires sur un module produit de Γ(T 1M) ou Γ(T1M) , on en déduit que ∇T
définit un élément de Γ(T q

p+1M) dont le sous-type est défini à partir de celui de
T de manière unique, telle que si T est de sous-type F ⊂ {1, . . . , p + q} alors le
sous-type de ∇T est

{1} ∪ (F + 1) ⊂ {1, . . . , p + q + 1} (2.17)

où F + 1 est l’ensemble formé des éléments de F auxquels on a chacun ajouté 1 .

Les composantes du champ de tenseurs associé à une application multilinéaire
étant les images des éléments d’une base locale, on fait la convention suivante :

Notation 2.17 Si on fixe une carte locale avec un système de coordonnées associé
{yi} , et si dans la base locale associée T a pour composantes T σ

α , où σ et α
représentent des systèmes d’indices contravariants et covariants pour un sous-type
fixé, alors les composantes de ∇T dans la base locale seront notées

(∇T ) ·σ
i α =: ∇iT

σ
α .



Cette notation est cohérente avec la dérivation d’une fonction f ∈ C∞(M) (qui est

un (0, 0) champ de tenseurs) : si Z =
∂

∂yi
, alors

∇Zf = ∇if = ∂if.

Pour un champ de vecteurs

Y = Y i ∂

∂yi

dans un système de coordonnées locales {yi} , les équations (2.6) et (2.7) avec

Z =
∂

∂yi
montrent que

(∇Y ) j
i = ∇iY

j = ∂iY
j + Γj

ikY
k. (2.18)

Il ne faut pas confondre ∇iY
j avec ∇i (Y

j) . La première expression désigne la
composante du tenseur ∇Y et la deuxième la dérivée covariante de la fonction Y j

sur la variété, et on a ∇i (Y
j) = ∂iY

j .

Pour calculer en coordonnées locales les composantes de la dérivée covariante
d’un champ de tenseurs de type et de sous-type donné, on utilise les règles de la
proposition 2.16.

Par exemple pour un champ de tenseurs une fois covariant α = αidy
i (c’est un

champ de 1 -formes), écrit dans un système de coordonnées, on sait que si

Y = Y i ∂

∂yi

est un champ de vecteurs, alors la contraction αjY
j est une fonction. On a donc

∇i(αjY
j) = ∂i(αjY

j)

= Y j∂iαj + αj∂iY
j.

D’autre part, grâce aux propriétés de la proposition précédente, on a

∇i(αjY
j) = αj∇iY

j + Y j∇iαj.

En remplaçant alors ∇iY
j par son expression (2.18), on trouve que

Y j∇iαj = Y j∂iαj − Γk
ijαkY

j.

L’expression étant vraie pour tout champ de vecteurs Y , on en déduit que

∇iαj = ∂iαj − Γk
ijαk.



De même pour calculer les composantes de la dérivée ∇T où T est un champ
de tenseurs deux fois covariant Tij (on ne précise plus le système de coordonnées
locales), on considère d’abord la 1-forme αi = TijX

j où X est un champ de vecteurs
quelconque, et on utilise la formule précédente. On trouve que

∇iTjk = ∂iTjk − Γm
ijTmk − Γm

ikTjm. (2.19)

Plus généralement, les composantes du champ de tenseurs ∇T pour un champ
de tenseurs T donné se calculent en coordonnées locales comme précédemment, et
on trouve dans cette expression un premier terme où, formellement, ∇ est remplacé
par ∂ , puis une somme de termes du type de ceux écrits plus haut, produits de
symboles de Christoffel et des composantes du tenseur T avec sommation sur un
indice donné. Il y a autant de tels termes que d’indices au tenseur T , ces termes
sont affectés d’un signe + lorsque l’indice sommé est contravariant et − lorsque
l’indice sommé est covariant. Ainsi par exemple,

∇iT
j
� = ∂iT

j
� − Γk

i�T
j
k + Γj

ikT
k
� .

Dans les chapitres ultérieurs, on aura à manier des équations dans lesquelles fi-
gurent des dérivées covariantes et des champs de tenseurs écrits avec des indices.
La place des composantes des champs de tenseurs relativement aux dérivées covari-
antes a alors beaucoup d’importance. Ainsi, ∇i X

jY k est différent de Xj∇i Y
k .

La première expression est une composante du tenseur ∇ (X ⊗ Y ) tandis que la
deuxième est une composante du tenseur X ⊗ (∇Y ) .

Remarque 2.18 La présence d’indices dans une expression ne signifie pas que le
résultat dépende de la carte choisie. L’important est de savoir si les objets indicés
ont une existence indépendante de la carte ou non (c’est-à-dire si ces objets sont des
tenseurs ou non). Une égalité telle que

∇i T
i
j = Sj, (2.20)

ou S et T sont des champs de tenseurs, ne dépend pas de la carte choisie, malgré
la présence d’indices, et peut aussi bien s’écrire : “la contraction 1-1 du tenseur ∇T
est égale au tenseur S ”. L’égalité (2.20) est donc en fait tout aussi intrinsèque que
la phrase précédente. En revanche, dès qu’apparaissent des symboles de Christoffel
ou des dérivées partielles de fonctions indicées, alors le résultat dépend de la carte
et n’est plus valable sur la variété toute entière.

Lorsqu’on se donne une connexion linéaire, on y attache deux tenseurs fonda-
mentaux.



Définition 2.19 La torsion d’une connexion linéaire ∇ est définie comme l’appli-
cation T : Γ(T 1M) × Γ(T 1M) → Γ(T 1M) telle que

∀Y, Z ∈ Γ(T 1M), T (Y, Z) = ∇Y Z −∇ZY − [Y, Z]. (2.21)

On montre alors le résultat suivant (voir par exemple [24]) :

Proposition 2.20 Pour Y, Z ∈ Γ(T 1M) , T (Y, Z)P pour P ∈ M ne dépend que
des valeurs de Y et Z au point P .

D’après la caractérisation d’un champ de tenseurs comme application linéaire sur
un C∞(M) -module (voir la remarque 2.15), cette proposition montre que la torsion
définit un champ de tenseurs de type (2, 1) , dont les composantes dans une base
locale sont données par les fonctions T · · i

jk · telles que(
T (Y, Z)

)i
= T · · i

jk · Y
jZk,

d’où en utilisant (2.21) pour les champs de vecteurs coordonnées

T · · i
jk · = Γi

jk − Γi
kj.

Définition 2.21 La courbure R d’une connexion linéaire ∇ est l’application qui
à deux champs de vecteurs X et Y associe R(X, Y ) : Γ(T 1M) → Γ(T 1M) tel que

R(X, Y )Z = ∇X(∇Y Z) −∇Y (∇XZ) −∇[X,Y ]Z. (2.22)

Comme pour la torsion, on montre le résultat suivant (voir [24]) :

Proposition 2.22 La valeur de R(X, Y )Z en un point P ne dépend que des
valeurs de X, Y et Z au point P .

Si on fixe X et Y dans Γ(T 1M) et si on se place en un point P de M , R(X, Y )
est une application de TPM dans lui même. Donc R(X, Y ) définit un champ de
tenseurs de type (1, 1) et par conséquent R définit un champ de tenseurs de type
(3, 1) . En coordonnées locales {yi} , on a

R

(
∂

∂yi
,

∂

∂yj

)
∂

∂yk
= R · · · �

ijk ·
∂

∂y�
. (2.23)

Dans un système de coordonnées locales, les composantes de R s’écrivent

R · · · �
ijk · = ∂iΓ

�
jk − ∂jΓ

�
ik + Γ�

imΓm
jk − Γ�

jmΓm
ik. (2.24)

Le champ de tenseurs R intervient dans la permutation des indices de dérivations
covariantes de tenseurs par la formule suivante :

∇i∇jZ
k −∇j∇iZ

k = R · · ·k
ij� · Z

� − T · · �
ij · ∇�Z

k, (2.25)

où Z est un champ de vecteurs, et ∇i∇jZ
k est une composante du champ de

tenseurs ∇∇Z , dérivée covariante du champ de tenseurs ∇Z de type (1, 1) .



2.3 Structure riemannienne

Définition 2.23 Une métrique riemannienne sur M est un champ de tenseurs
deux fois covariant g = gijdy

i ⊗ dyj en coordonnées locales, symétrique et défini
positif. Une variété riemannienne est une variété munie d’une métrique rieman-
nienne.

On a donc pour Y, Z ∈ TPM , gP (Y, Z) = gP (Z, Y ) soit gij = gji et de plus

∀Y ∈ TPM, Y �= 0, gP (Y, Y ) = gijY
iY j > 0.

On notera aussi g(Y, Z) = 〈Y, Z〉 .

La variété M étant compacte, une telle métrique existe toujours dans le cas
envisagé ici. Il suffit par exemple de transporter celle provenant du produit scalaire
euclidien à travers des cartes locales, et d’utiliser une partition de l’unité.

Notation 2.24 Dans une carte locale, on note gij l’inverse du tenseur métrique,
c’est-à-dire que l’on a gijg

jk = δki . Les composantes gij définissent alors un élément
de Γ(T 2M) . Lorsque M est munie d’une structure riemannienne, la métrique per-
met de monter et descendre les indices des champs de tenseurs grâce à la convention
suivante : si un tenseur Sij est donné, alors on note Si

j le tenseur gikSkj .

Avec cette écriture, la notation gij est cohérente. La métrique permet donc d’établir
des isomorphismes entre les espaces de type T q

pM et ceux de type T q′

p′ M pourvu que
p + q = p′ + q′ . Notons que ces isomorphismes sont reliés à la métrique. Ainsi si on
a une application T de Γ(T 1M) dans Γ(T 1M) ceci définit un champ de tenseurs
de type (1, 1) dont les composantes en coordonnées locales seront notées T j

i . Si
Y est un champ de vecteurs de composantes Y i , alors on aura (T (Y ))j = T j

i Y i .
Maintenant si on voit T à travers l’isomorphisme lié à g , T est un élément de
Γ(T2M) de composantes Tij , et on a pour un autre champ de vecteurs Z ,

〈T (Y ), Z〉 = T j
i Y igjkZ

k = TijY
iZj = T (Y, Z).

Théoriquement, ceci permet de ne travailler sur une variété riemannienne qu’avec
des champs de tenseurs covariants.

Théorème 2.25 (Levi-Civita, [24]) Sur une variété riemannienne, il existe une
unique connexion linéaire de tenseur de torsion nul telle que le tenseur métrique g
soit de dérivée covariante nulle. Cette connexion est appelée la connexion rieman-
nienne.



On a donc par définition

∀X, Y ∈ Γ(T 1M) ∇XY −∇Y X = [X, Y ], (2.26)

qui traduit le fait que la torsion est nulle. Dans une carte locale, l’équation (2.26)
s’écrit encore :

Γk
ij = Γk

ji. (2.27)

D’autre part, on a d’après le théorème (∇Xg)ij = 0 dans un système de coordonnées
locales, pour tout X champ de vecteurs. Or, on a

∇X(gijY
iZj) = Y iZj(∇Xg)ij + gijZ

j(∇XY )i + gijY
i(∇XZ)j.

Donc le fait que le tenseur métrique soit de dérivée covariante nulle se traduit par
l’équation :

∀X, Y, Z ∈ Γ(T 1M) X 〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉 + 〈Y,∇XZ〉 . (2.28)

En écrivant habilement que les expressions (2.19) sont nulles pour T = g , on
trouve que les symboles de Christoffel dans une carte doivent vérifier

Γk
ij = 1

2
gkm(∂igjm + ∂jgim − ∂mgij). (2.29)

Cette équation fournit l’existence et l’unicité de la connexion riemannienne.

Sur une variété riemannienne munie de la connexion riemannienne, on peut mon-
trer que le transport parallèle le long d’une courbe est une isométrie. Ceci permet
de prouver le résultat suivant (voir [24]) :

Proposition 2.26 Soient X et Y des champs de vecteurs sur une variété rieman-
nienne M . Soit P ∈ M , I un intervalle, t0 ∈ I , et c : I → M une courbe telle
que c(t0) = P et c′(t) = Xc(t) pour tout t ∈ I . Alors la connexion riemannienne
sur M s’écrit encore (

∇XY
)
P

=
( d

dt

(
P−1

c,t0,t
Yc(t)

))
t=t0

, (2.30)

où Pc,t0,t est le transport parallèle de t0 à t le long de c (voir la définition 2.8).

Remarquons que le terme P−1
c,t0,tYc(t) est un élément de Tc(t0)M . La dérivation en t

est donc la dérivation d’une application d’un intervalle de R dans l’espace vectoriel
Tc(t0)M .

Exemple 2.27 Dans le cas de l’espace R
n muni de la métrique euclidienne, on

vérifie que le transport parallèle de t0 à t le long d’une courbe c est simplement la
translation de c(t0) à c(t) . Le terme ∇XY se calcule donc en prenant une courbe
intégrale de X , puis en dérivant le champ de vecteur Yc(t) en tant qu’application
d’un intervalle de R dans l’espace vectoriel R

n .



Le fait que le tenseur métrique commute avec la dérivée covariante permet de
commuter aussi la dérivée covariante et le tenseur gij . Concrètement, si on se donne
un champ de tenseurs T i

j , alors pour la contraction des deux premiers indices de
la dérivée covariante de ce tenseur, on notera

∇iT
i
j = ∇kg

k�T�j = gk�∇kT�j =: ∇iTij.

Grâce à la métrique, on peut étendre la notion de tenseur symétrique à n’importe
quel tenseur de type donné. Un tenseur de type (p, q) est symétrique si le tenseur
de type (p + q, 0) qui lui est associé par la notation 2.24 est symétrique au sens
de la définition 2.10. Ceci ne pose pas de problème, car le tenseur g est lui même
symétrique. Lorsqu’un tenseur est symétrique, on peut écrire qu’il est dans l’espace
T q
pM sans aucune ambigüıté. Dans la suite, si on ne précise pas le contraire, un

élément de Γ(T q
pM) sera un champ de tenseurs symétrique de type (p, q) . Dans

ce cas, on n’écrira pas les blancs éventuels dans l’écriture des composantes d’un
tenseur : si Tij est symétrique, on écrit T i

j pour T i
j .

Le tenseur de Riemann est défini comme le tenseur quatre fois covariant

Rijk� = R · · · s
ijk · gs�,

où le tenseur R · · · s
ijk · est donné en coordonnées locales par la formule (2.24). Il possède

les propriétés suivantes :

Rijk� + Rjki� + Rkij� = 0, (2.31a)

Rijk� = −Rjik�, (2.31b)

Rijk� = Rk�ij, (2.31c)

la première égalité étant l’égalité de Bianchi. Dans une variété riemannienne, la
formule (2.25) de permutation de dérivées covariantes de tenseurs devient

∇i∇jZ
k −∇j∇iZ

k = R · · ·k
ij� · Z

�, (2.32)

pour un champ de vecteurs Z . Pour un champ de 1-formes ω , on trouve la formule
suivante :

∇i∇j ωk −∇j∇i ωk = −R · · · �
ijk · ω� = R · · · �

jik · ω�, (2.33)

compte tenu des symétries du champ de tenseurs R .

La donnée de la métrique permet de munir M d’une structure d’espace métrique
complet.



Définition 2.28 Si c(t) est une courbe C∞ d’un intervalle [a, b] ⊂ R dans M ,
la longueur de la courbe c est

L(c) =

∫ b

a

√
gc(t) (c′(t), c′(t)) dt.

La notation gc(t) rappelle que le vecteur c′(t) appartient à Tc(t)M . La distance
entre deux points P,Q ∈ M est alors d (P,Q) = inf L(c) où l’ inf est pris sur
l’ensemble des courbes d’extrémités P et Q .

La topologie définie sur M par cette distance cöıncide avec sa topologie de variété.
Une courbe minimisante de P à Q est une courbe c telle que L(c) = d (P,Q) .
Localement, si les deux point P et Q ne sont pas trop éloignés, on montre qu’une
géodésique est une courbe minimisante. Réciproquement, on a (voir [24])

Proposition 2.29 Une courbe minimisante de P à Q est une géodésique.

En revanche une géodésique peut ne plus être minimisante globalement (par exemple
un grand cercle sur une sphère). La variété M étant compacte, deux points de M
peuvent toujours être joints par une géodésique minimisante (on dit que la variété
est complète).

On appelle boule intrinsèque une boule de M en tant qu’espace métrique muni
de la distance d .

2.4 Plongements isométriques

Dans le cas des coques, on est en présence de deux variétés : d’une part l’ouvert
Ωε ⊂ R

3 , d’autre part la surface S qui est plongée isométriquement dans Ωε .

Définition 2.30 Une variété riemannienne M est dite plongée isométriquement
dans la variété riemannienne M s’il existe un plongement C∞ de M dans M et
si la métrique sur M est la restriction de la métrique sur M .

Dans un tel cas, surtout si M est de dimension deux, on appelle la métrique induite
la première forme fondamentale de M .

Ainsi, le produit scalaire dans M de vecteurs tangents à M par rapport à la
métrique de M est le même que leur produit scalaire par rapport à la métrique
de M , après transport par le plongement. Ceci implique qu’en un point P ∈ M ,
l’espace tangent TPM se décompose en la somme directe

TPM = TPM ⊕ (TPM)⊥

où l’orthogonal est pris par rapport au produit scalaire dans M . On dispose alors
de deux connexions riemanniennes, ∇ et ∇ issues des métriques sur M et M .
On a alors le résultat suivant



Proposition 2.31 Si X, Y ∈ Γ(T 1M) et si X et Y sont des extensions de X et
Y comme champs de vecteurs sur M , alors

∇XY = (∇XY ),

où l’exposant  signifie que l’on prend la partie tangente à M du vecteur dans la
décomposition précédente.

On dit aussi que la connexion ∇ est la projection sur l’espace tangent à M de la
connexion ∇ .

Définition 2.32 On définit une application

B : Γ(T 1M) × Γ(T 1M) → Γ(T 1M)⊥

par l’équation suivante, où Y et Z sont des champs de vecteurs sur M et Y , Z
des extensions de ces champs en des champs de vecteurs sur M ,

B(Y, Z) = ∇Y Z −∇Y Z. (2.34)

Pour que cette définition ait un sens, on vérifie que le résultat ne dépend pas des
extensions choisies. La valeur de B(Y, Z) en un point P ne dépend que des valeurs
de X et Y au point P , donc B définit un champ de tenseurs. De plus, on vérifie
que [Y , Z] = [Y, Z] , ce qui montre que B est symétrique.

Définition 2.33 La seconde forme fondamentale est définie à partir d’un vecteur
η ∈ (TPM)⊥ comme étant l’application bilinéaire symétrique sur Γ(T 1M) donnée
par

Hη(X, Y )P = 〈B(X, Y ), η〉P (2.35)

où X, Y ∈ Γ(T 1M) et où le produit scalaire est celui de M .

Grâce aux propriétés de B , la valeur de Hη(X, Y )P ne dépend que des valeurs des
champs de vecteurs au point P , donc Hη définit un champ de tenseurs.

Localement, il existe une extension η de η dans M qui est orthogonale à M
sur M , et on pose

Aη(X) = −(∇Xη) (2.36)

qui, compte tenu du fait que 〈η,X〉 = 0 sur M pour X champ de vecteurs tangents
à M , est simplement l’endomorphisme de TPM associé à la forme bilinéaire Hη ,



à travers l’isomorphisme provenant de la métrique (voir le commentaire suivant la
notation 2.24). On a donc

Hη(X, Y ) = 〈Aη(X), Y 〉 . (2.37)

Si M est de codimension 1 et orientable, (TPM)⊥ est de dimension 1, ce qui
fournit un choix naturel pour η comme étant le vecteur unitaire orienté positivement
et générateur de (TPM)⊥ , vecteur que l’on note alors N . La forme HN bilinéaire
sur chaque TPM s’identifie donc à un tenseur symétrique deux fois covariant sur
la variété M , dont les composantes dans une carte locale sont notées bαβ (ici, les
indices grecs prennent des valeurs “hypersurfaciques”, c’est-à-dire 1 où 2 dans le
cas des coques où M est une surface). On a donc HN(X, Y ) = bαβX

αY β où Xα

et Y β sont les composantes dans la base locale de vecteurs tangents X et Y à
M . Maintenant, il est clair par définition même de l’application associée à une
forme bilinéaire que AN définit un champ de tenseurs une fois covariant et une fois
contravariant sur M , de composante dans une carte locale bαβ = gαγbγβ où gαβ est

l’inverse de la métrique sur M qui est aussi la restriction de la métrique sur M .

L’endomorphisme AN étant symétrique, TPM admet une base orthonormée
pour le produit scalaire sur M et orthogonale pour A . Les valeurs propres de A
sont appelées les courbures principales de M au point donné. Dans le cas bidimen-
sionnel, A possède deux valeurs propres κ1 et κ2 . On définit alors

K = detA = κ1κ2 (2.38)

qui est la courbure de Gauss de la surface en un point donné. Cette courbure est
invariante par isométrie de la surface, ce fait constituant le théorème de Gauss
(Theorema Egregium).

Définissons de plus

H = 1
2
traceA = 1

2
(κ1 + κ2) (2.39)

qui est appelée courbure moyenne de la surface au point considéré. Notons que dans
une carte locale, on a K = det(bβα) et 2H = bαα avec la convention de sommation
des indices répétés.

3 Application à la situation des coques

Dans cette section, on applique les résultats généraux précédents aux coques. Cela
amène à préciser la terminologie utilisée et à dégager des formules de calcul qui
seront d’un intérêt pratique dans les sections suivantes.



3.1 Paramétrisation normale

Avec les notations de la section 1, on voit maintenant l’ouvert Ωε à travers le
difféomorphisme Φε .

Définition 3.1 Le difféomorphisme de S × (−ε, ε) sur Ωε s’appelle la paramé-
trisation normale de Ωε . Un système de coordonnées normales est un système de
coordonnées sur Ωε = Φε

(
S × (−ε, ε)

)
issu d’une carte sur S .

La terminologie provient évidemment du fait que la troisième coordonnée h repré-
sente la distance parcourue depuis la surface moyenne S0 le long de la normale N
à S0 . Si on dispose d’un atlas (Ui, ϕi)i∈I de cartes locales pour la surface S , on a
donc un atlas naturel pour Ωε indexé par le même ensemble I et formé des cartes
Φε

(
Ui × (−ε, ε)

)
munies des applications

R
3 ⊃ Φε

(
Ui × (−ε, ε)

) (Φε)−1

−→ Ui × (−ε, ε)
ϕi×Id−→ ϕi(Ui) × (−ε, ε) ⊂ R

3. (3.1)

De telles cartes induisent localement, par définition, des coordonnées normales. De
plus, si on fixe h , ces cartes induisent des cartes locales sur la surface Sh dont les
ouverts, de type Φε(Ui, h) , sont munis des applications suivantes, où Fh : S0 → Sh

est l’application partielle Φε( · , h) pour h fixé (on identifie S0 à S × {0} et donc
aussi à S elle-même) :

Sh ⊃ Φε(Ui, h)
F−1

h−→ Ui
ϕi−→ ϕi(Ui) ⊂ R

2. (3.2)

Il est important de remarquer que les changements de carte associés aux applica-
tions de types (3.1) ou (3.2) ne dépendent pas de h . Ainsi, les seules contraintes
géométriques sur Ωε ou Sh dues aux cartes locales proviennent en fait de con-
traintes sur la surface moyenne S0 elle-même (voir le lemme 3.6).

Fixons maintenant une carte locale (U, ϕ) de S . Sur l’ouvert Φε
(
U × (−ε, ε)

)
de Ωε , on dispose donc d’une carte locale dont l’image est ϕ(U) × (−ε, ε) ⊂ R

3 .
Dans toute la suite, les indices latins prendront des valeurs tridimensionnelles (ici,
1,2,3) et les indices grecs des valeurs bidimensionnelles (1 et 2). Soit {yα} le système
de coordonnées sur U ⊂ S0 induit par la carte locale. Sur la carte tridimensionnelle,
on dispose donc des trois coordonnées (yα, h) . On note parfois par commodité y3

pour h . Notons alors
∂

∂yi
= Xi, i ∈ {1, 2, 3}

les vecteurs coordonnées issus de cette carte locale. Remarquons que X3 = N via le
plongement dans R

3 . On n’hésitera donc pas à écrire N pour désigner le troisième
vecteur coordonnée, sans oublier que lorsqu’on écrit N = X3 on identifie en fait
deux vecteurs de l’espace tangent en un point donné de la variété. Donc dans les



calculs qui suivent, N dépend de h à travers son “point d’attache” dans la variété
Ωε . De même, les vecteurs Xα = Xα(h) dépendent de h , et sont tangents à Sh ,
pour h fixé : ils sont les vecteurs coordonnées associés à la carte (3.2) définie sur
un ouvert de Sh .

La métrique sur Ωε dans ce système de coordonnées est alors définie par

gij = 〈Xi, Xj〉R3 . (3.3)

On est donc dans le cas de la section 2.4 où, pour h fixé, la variété M = Sh est une
surface plongée isométriquement dans M = Ωε , qui est un ouvert de R

3 . Dans ce
cas on note Dh la connexion sur la surface Sh et ∇ la connexion sur l’ouvert Ωε

issue du produit scalaire euclidien classique de R
3 . La connexion ∇ a des symboles

de Christoffel identiquement nuls lorsqu’on prend pour système de coordonnées le
système issu d’une base orthonormée de R

3 .

3.2 Tenseurs fondamentaux

Les propriétés qui suivent peuvent être montrées directement à partir de la formule
pour Φε . Toutefois, les calculs ci-dessous vont permettre de se familiariser avec des
objets qui sont manipulés constamment dans les chapitres ultérieurs. On fera un
usage constant des formules (2.26) et (2.28). D’autre part, tous les tenseurs présents
dépendent des trois coordonnées (yα, h) . En général, on n’écrit pas la dépendance
explicite en ces variables des objets en présence, et lorsqu’on le fait, on ne précise
souvent que la dépendance en la troisième coordonnée h , car les coordonnées yα

dépendent d’une carte choisie, tandis que h a une existence globale sur la variété
Ωε vue comme S × (−ε, ε) .

On sait déjà qu’en un point P de S0 , la métrique est telle que g33 = 1 et
gα3 = 0 car la normale est le vecteur troisième coordonnée. Nous allons montrer
que ceci reste vrai dans toute la coque, c’est-à-dire que X3 est la normale au point
Φε(P, h) à la surface Sh . On notera désormais ∂ε

3 au lieu de ∂3 pour rappeler que
h varie dans un intervalle dépendant de ε . Ceci dit, on a

∂ε
3g33 = X3 〈X3, X3〉

= 2 〈N,∇NN〉 ,

mais puisque la troisième courbe coordonnée (ayant N pour vecteur tangent) est
une géodésique de l’espace ambiant par définition de la coque, on a ∇NN = 0 et
donc g33 = 1 sur tout Ωε .

De plus, on a
∂ε

3gα3 = 〈Xα,∇NN〉 + 〈∇NXα, N〉 .



Mais par symétrie de la connexion, ∇NXα = ∇XαN car les champs de vecteurs Xα

et N sont des champs de vecteurs coordonnées ( [Xα, N ] = 0 ) et donc

∂ε
3gα3 = 〈∇XαN,N〉

= 1
2
Xα 〈N,N〉

= 0

car N est unitaire le long de la surface. Les coefficients de la métrique vérifient
donc

gi3 = δi3 et gi3 = δi3 (3.4)

en tout point de Ωε et ceci indépendamment de la carte choisie.

Les relations précédentes montrent en fait que la situation existant sur S0 est
identique à celle sur Sh et donc pour tout h , X3 est orthogonal aux vecteurs Xα .
Les composantes gαβ(h) sont les produits scalaires euclidiens des vecteurs Xα et
Xβ tangents à la surface Sh . Elles sont donc les composantes de la métrique de la
surface Sh vue comme surface plongée isométriquement dans R

3 .

Notation 3.2 La métrique de Sh , c’est-à-dire sa première forme fondamentale, se
note en coordonnées locales

aαβ(y
α, h) := gαβ(y

α, h). (3.5)

On note souvent aαβ(h) sans préciser le système de coordonnées {yα}α=1,2 sur S .
Les fonctions aαβ(h) sont donc les composantes du tenseur métrique de la surface
Sh plongée isométriquement dans R

3 , dans le système de coordonnées sur Sh défini
par la carte locale (3.2).

Les résultats de la section précédente montrent que sur Sh est définie la seconde
forme fondamentale de coefficients dans le système de coordonnées choisi

bαβ(h) = 〈∇XαXβ, N〉 . (3.6)

Conformément à la notation 2.24 utilisée sur la surface Sh , on peut monter et
descendre les indices des champs de tenseurs grâce à la métrique sur Sh . Ainsi, le
tenseur bαβ(h) étant symétrique, on peut noter

bαβ(h) = bγδ(h)aγα(h)aδβ(h) = bαγ (h)aγβ(h),

où aαβ(h) est l’inverse du tenseur métrique aαβ(h) sur Sh . De plus, par définition
de la seconde forme fondamentale et de l’opérateur linéaire qui lui est associé, on a

AN(Xβ) = bαβ(h)Xα = −∇Xβ
N.



La dérivée par rapport à h de la composante aαβ(h) = gαβ(h) se calcule comme
suit :

∂ε
3aαβ(h) =

〈
∇NXα, Xβ

〉
+

〈
Xα,∇NXβ

〉
=

〈
∇XαN,Xβ

〉
+

〈
∇Xβ

N,Xα

〉
= −

〈
N,∇XαXβ

〉
−

〈
N,∇Xβ

Xα

〉
.

D’où

∂ε
3aαβ(h) = −2bαβ(h). (3.7)

En dérivant la formule aαβ(h)aβγ(h) = δαγ on trouve de même

∂ε
3a

αβ(h) = 2bαβ(h). (3.8)

Enfin, on calcule la dérivée des composantes de la seconde forme fondamentale.
On trouve

∂ε
3bαβ(h) = N

〈
∇XαXβ, N

〉
=

〈
∇N∇XαXβ, N

〉
car ∇NN = 0

=
〈
∇Xα∇NXβ, N

〉
−

〈
R(Xα, N)Xβ, N

〉
.

Mais le tenseur de courbure de Riemann de R
3 étant identiquement nul, le dernier

terme est nul, d’où

∂ε
3bαβ(h) =

〈
∇Xα∇Xβ

N,N
〉

= −
〈
∇Xβ

N,∇XαN
〉

car
〈
∇Xβ

N,N
〉

= 0

= −
〈
bγβ(h)Xγ, b

δ
α(h)Xδ

〉
= −aγδ(h)bγβ(h)bδα(h).

Et donc

∂ε
3bαβ(h) = −bγα(h)bγβ(h). (3.9)

Notation 3.3 Le tenseur symétrique défini par la relation

cαβ(h) := bγα(h)bγβ(h) (3.10)

est appelé parfois troisième forme fondamentale, bien qu’il suffise des deux premières
pour déterminer la surface complètement (voir le théorème 3.9).



Avec cette notation, l’équation (3.9) devient

∂ε
3bαβ(h) = −cαβ(h). (3.11)

Les valeurs propres de la matrice bβα(h) sont les courbures principales. Le théorème
de Cayley-Hamilton montre alors d’après les équations (2.38) et (2.39) l’équation
suivante

cβα(h) = 2H(h)bβα(h) −K(h)δβα, (3.12)

où H(h) est la courbure principale de Sh et K(h) sa courbure de Gauss.

Il faut remarquer que bβα(h) signifie aβγ(h)bγα(h) où aβγ(h) = gβγ(h) est
l’inverse de la métrique de la surface Sh , qui dépend donc de h . Les équations (3.8)
et (3.11) montrent alors que

∂ε
3b

β
α(h) = ∂ε

3(a
βγ(h)bγα(h))

= bγα(h)∂ε
3a

βγ(h) + aβγ(h)∂ε
3bγα(h)

= 2bγα(h)bβγ(h) − aβγ(h)cγα(h),

d’où l’équation

∂ε
3b

β
α(h) = cβα(h). (3.13)

Remarque 3.4 Accessoirement, on peut obtenir les expressions des courbures prin-
cipales des surfaces Sh à partir de celles de S0 en résolvant l’équation différentielle

∂

∂h
bαβ(h) = bαγ (h)bγβ(h)

provenant des équations précédentes pour les surfaces Sh . On trouve alors que la
i -ème courbure principale de Sh , κi(h) , vaut

κi(h) =
κi(0)

1 + hκi(0)
.

Grâce à (3.11) et (3.13), on trouve enfin

∂ε
3cαβ(h) = bγβ(h)∂ε

3b
γ
α(h) + bγα(h)∂ε

3bγβ(h)

= bγβ(h)cγα(h) − bγα(h)cγβ(h)

= bγβ(h)bδα(h)bγδ (h) − bγα(h)bδγ(h)bδβ(h),



d’où l’équation

∂ε
3cαβ(h) = 0. (3.14)

Ceci montre que les composantes cαβ(h) dans une carte locale ne dépendent pas de
h .

Le résultat des calculs précédents montre que dans un système de coordonnées
locales, on a la relation

aαβ(h) = aαβ(0) − 2hbαβ(0) + h2cαβ(0), (3.15)

qui fait intervenir des composantes de champs de tenseurs (c’est-à-dire des fonctions
sur un ouvert de carte).

On peut résumer les calculs de cette sous-section en écrivant que les composantes
gij(h) de la métrique peuvent se représenter sous forme de la matrice(

aαβ(h) 0
0 1

)
où aαβ(h) est donné par l’équation (3.15).

3.3 Réduction normale des champs de tenseurs

Dans la sous-section précédente, on a dérivé en h des composantes de champs de
tenseurs définis sur Sh et sur Ωε . Cela a un sens, car de telles composantes sont des
fonctions dépendant de h et à valeurs réelles. De plus, les composantes rencontrées
définissent bien des champs de tenseurs sur les surfaces Sh car il s’agit des deux
formes fondamentales aαβ(h) et bαβ(h) qui par définition sont des composantes de
champs de tenseurs sur la surface Sh plongée dans R

3 . Le but de cette sous-section
est de montrer comment tous les champs de tenseurs tridimensionnels peuvent se
réduire à différents champs de tenseurs sur Sh , et ceci grâce au fait que l’on peut
utiliser sur Sh la carte (3.2) qui provient d’une carte (3.1) sur Ωε .

Notation 3.5 Soit T un tenseur de type (p, q) sur Ωε . Le sous-type de ce tenseur
détermine une partition {I, J} de {1, . . . , p+ q} telle que dans une base locale, les
composantes de T se notent T k

� où k et H sont des multi-indices : k = (ks)s∈I ,
avec ks variant dans {1, 2, 3} , et H = (Hs)s∈J , avec Hs variant dans {1, 2, 3} . On
note alors Xk ⊗ dy� la base locale associée au sous-type :

Xk ⊗ dy� :=
p+q
⊗
s=1

fs avec

{
fs = Xks si s ∈ I

fs = dy�s si s ∈ J



Si on se place en coordonnées normales (voir la définition 3.1), on dispose d’une
carte du type (3.1) sur un ouvert de Ωε . Dans le système de coordonnées associé,
on note désormais Xi(h) les champs de vecteurs coordonnées pour bien fixer la
valeur de h considérée ( X3(h) = N ). On note de même dyi(h) la base duale de
Xi(h) . D’après la notation précédente, une base locale de champs de tenseurs d’un
sous-type donné s’écrit donc Xk(h) ⊗ dy�(h) . Le lemme suivant est fondamental
pour obtenir des formules intrinsèques lorsqu’on fait le changement de variables en
coordonnées normales dans les équations de l’élasticité tridimensionnelle :

Lemme 3.6 Soit T un champ de tenseurs de type (p, q) sur Ωε . Soit {I, J}
la partition de {1, . . . , p + q} en ensembles d’indices contravariants et covariants
associée à T (voir la notation 3.5). Supposons que l’on se donne des partitions de
ces ensembles :

I = I∗ % I3 et J = J∗ % J3.

Dans un système de coordonnées normales sur Ωε , le champ de tenseurs T s’écrit

T =
∑
�,k

T k
� Xk(h) ⊗ dy�(h).

On définit alors l’opération qui, dans un système de coordonnées locales, aux fonc-
tions T k

� , fait correspondre les fonctions T δ
α définies par

T δ
α = T k

� avec


ks = δs si s ∈ I∗,

ks = 3 si s ∈ I3,

Hs = αs si s ∈ J∗,

Hs = 3 si s ∈ J3.

(3.16)

Cette opération définit alors une application continue T → T∗ de l’espace des
champs de tenseurs sur Ωε de sous-type déterminé par I et J vers l’espace des
champs de tenseurs sur Sh de sous-type déterminé par I∗ et J∗ , où T∗ s’écrit :

T∗ =
∑
δ,α

T δ
α Xδ(h) ⊗ dyα(h). (3.17)

Preuve. Effectuons la démonstration dans le cas d’un champ de tenseurs de
la forme T · · k

ij · , où l’on fixe le deuxième indice à 3. On veut donc montrer que

l’élément qui, dans une base locale, s’écrit T · ·β
α3 · dyα(h)⊗Xβ(h) définit un élément

de Γ(T 1
1 Sh) .

On remarque tout d’abord que la base locale donnée ci-dessus est liée à une carte du
type (3.2) à partir d’un atlas de S . Pour montrer que T · ·β

α3 · dyα(h)⊗Xβ(h) définit
bien un champ de tenseur, il suffit de faire varier ces cartes, et de vérifier que les



composantes se comporte bien. Mais les cartes du type (3.2) ne dépendent que de
cartes locales sur S . Soit donc (U, ϕ) et (V, ψ) deux cartes locales sur S autour
d’un point P ∈ S . En notant Fh l’application Φε( · , h) pour h fixé, ces deux cartes
induisent, après identification de S0 et S , des cartes locales (Fh(U), ϕ ◦ F−1

h ) et
(Fh(V ), ψ ◦ F−1

h ) sur la surface Sh autour du point Fh(P ) . On vérifie alors que
l’application de changement de carte est l’application ϕ◦F−1

h ◦(ψ◦F−1
h )−1 = ϕ◦ψ−1

de ψ(V ∩ U) dans ϕ(V ∩ U) .

Ces deux cartes induisent aussi deux cartes locales du type (3.1) sur Ωε . On vérifie
alors que le changement de carte associé pour Ωε est alors simplement l’application

R
3 ⊃ ψ(V ∩ U) × (−ε, ε)

ψ−1×Id−→ V ∩ U × (−ε, ε)
ϕ×Id−→ ϕ(V ∩ U) × (−ε, ε) ⊂ R

3.

La matrice jacobienne de ce changement de carte est donc la matrice

Ai
j =

(
jαβ 0
0 1

)
,

où jαβ est la matrice jacobienne du changement de carte ϕ ◦ ψ−1 de ψ(V ∩ U)

dans ϕ(V ∩ U) . Notons T · · k
ij · et T · · k

ij · les composantes du champ de tenseurs
T dans les deux systèmes de coordonnées sur Ωε induits par les cartes locales du
type (3.1) issues de (U, ϕ) et (V, ψ) . Par l’application définie dans l’énoncé du
lemme, on trouve deux familles de fonctions T · ·β

α3 · et T · ·β
α3 · définissant deux champs

de tenseurs locaux sur Sh dans deux bases locales différentes. En utilisant alors le
critère de tensorialité sur la variété Ωε et grâce à la structure de la matrice Aj

i , on
a

jαγ (j−1)σβ T · ·β
α3 · = Ai

γ Aj
3 (A−1)σk T · · k

ij · = T · ·σ
γ3 · .

La matrice jαβ étant la matrice jacobienne de changement de carte sur Sh , on en
déduit donc que les composantes définies précédemment sont les composantes d’un
champ de tenseurs sur Sh . La généralisation à d’autres types de champs de tenseurs
est évidente.

3.4 Dérivées covariantes

On dispose donc d’une connexion ∇ sur Ωε et d’une connexion Dh sur Sh à h
fixé, associée à la métrique aαβ(h) . On note Γk

ij(h) les symboles de Christoffel
sur de Ωε dans un système de coordonnées normales (voir la définition 3.1). Les
formules (2.29) et (3.7) valables pour tout h permettent de calculer les symboles



de Christoffel comprenant un indice 3. On trouve

Γk
33(h) = 0,

Γ3
α3(h) = 0,

Γ3
αβ(h) = −1

2
g33(h)∂ε

3gαβ(h) = bαβ(h),

Γβ
α3(h) = 1

2
gβδ(h)∂ε

3gαδ(h) = −bβα(h).

(3.18)

Les formules ci-dessus dépendent a priori de la carte choisie, car les symboles
de Christoffel ne définissent pas un champ de tenseurs. En fait, ces relations sont
vraies dans toute carte car bαβ(h) est un champ de tenseurs sur Sh : elles sont
intrinsèques sur Sh , mais pas sur R

3 . En revanche, les termes Γγ
αβ(h) qui sont les

symboles de Christoffel de la connexion Dh sur Sh ne sont pas les composantes
d’un champ de tenseurs sur Sh et dépendent du système de coordonnées normales
choisi.

Soit une 1-forme tridimensionnelle u définie sur Ωε . Elle est donc décrite par
trois composantes ui dans la base dyi , et le tenseur ∇u a pour composantes dans
une carte

∇iuj = ∂iuj − Γk
ijuk.

D’après le lemme 3.6, la 1-forme u , vue de Sh , se décompose donc en deux parties.
D’une part uαdyα qui est une 1-forme sur Sh et d’autre part la composante u3

qui définit une fonction sur Sh . On ne fera pas de distinction dans la suite entre
les deux interprétations possibles de u comme 1-forme sur Ωε ou comme couple
(uαdyα, u3) d’une 1-forme sur Sh et d’une fonction sur Sh . Il y a même une identité
entre les 1-formes sur Ωε et de tels couples : si on a un couple (uαdyα, f) , alors il
suffit de vérifier que l’expression uαdyα + fdy3 définit bien une 1-forme sur Ωε .

Définition 3.7 On appelle le couple (uαdyα, u3) ∈ Γ(T1Sh)×C∞(Sh) la réduction
normale de la 1-forme tridimensionnelle u .

Le contexte ne doit cependant pas prêter à confusion. Ainsi Dhu est la dérivée
covariante de uαdyα ∈ Γ(T1Sh) , et dans une carte locale ses composantes s’écrivent

Dh
αuβ = ∂αuβ − Γγ

αβ(h)uγ,

en prenant garde que la sommation dans le second membre a lieu uniquement sur
les indices surfaciques, et ne fait pas intervenir l’indice 3.

Grâce aux équations (3.18), on a les relations suivantes, qui relient ∇ et Dh :

∇3u3 = ∂ε
3u3,

∇αu3 = ∂αu3 + bβα(h)uβ,

∇3uα = ∂ε
3uα + bβα(h)uβ,

∇αuβ = Dh
αuβ − bαβ(h)u3.

(3.19)



Il est important de remarquer que ces relations sont intrinsèques, malgré la présence
de dérivées partielles (ce qui a priori signifie que le résultat dépend d’une carte
choisie). D’abord, u3 étant une simple fonction pour Sh , on peut écrire

∂αu3 = Dh
αu3.

D’autre part, la dérivée partielle ∂ε
3 a une existence globale sur Ωε car les change-

ment de cartes sur Ωε ne dépendent pas de h (voir la démonstration du lemme 3.6).
Les composantes ∂ε

3uα définissent donc un élément de Γ(T1Sh) . Plus généralement,
la dérivée partielle ∂ε

3 définit un opérateur de Γ(T q
p Ωε) dans lui-même pour un sous-

type donné de champs de tenseurs, simplement en dérivant les composantes en h .
Grâce au lemme 3.6, elle agit ainsi sur des champs de tenseurs sur Sh qui sont
des réductions normales de champs de tenseurs tridimensionnels. Ainsi, l’expression
∂ε

3aαβ(h) = −2bαβ(h) est en fait intrinsèque.

Grâce au lemme (3.6), les relations (3.19) sont des égalités entre champs de
tenseurs sur Sh . Elles vont permettre de passer dans un premier temps des équations
de l’élasticité posées de manière naturelle en terme de dérivée covariante ∇ à des
équations posées sur Sh en terme de dérivées covariantes Dh . Dans un second
temps, on développera encore les équations, comme on l’a fait pour la métrique,
afin d’obtenir des équations où h est explicité. Ces équations seront des familles
dépendant de h d’opérateurs sur S0 agissant sur une 1-forme u qui dépendra de
h .

3.5 Relations de compatibilité

On a déjà mentionné le fait que la donnée de la métrique et de la seconde forme
fondamentale définit, à isométrie de R

3 près, une unique surface plongée de R
3 .

C’est le résultat du théorème 3.9 ci-dessous. Il apparâıt qu’il faut imposer des
conditions supplémentaires, car la métrique et la seconde forme fondamentale ne
sont pas indépendantes et doivent être liées par des équations. Dans la suite de
cette sous-section, on ne précise pas la valeur de h considérée. On note donc aαβ

et bαβ les premières et secondes formes fondamentales de Sh dans un système de
coordonnées locales. De même, la dérivée covariante Dh est simplement notée D .

La première des relations devant être satisfaites est l’équation de Gauss, qui
relie la courbure de Gauss K de Sh (notée elle aussi sans la dépendance en h )

au tenseur métrique aαβ . Notons R̃ le tenseur de courbure de Riemann de la

surface Sh ( R̃ ne dépend que de la métrique aαβ ). Ses composantes sont donc
indexées par des indices grecs. De plus, en vertu des relations (2.31b) et (2.31c),

les composantes du tenseur R̃αβδγ sont nulles si les deux premiers indices ou les
deux derniers indices sont égaux. Les seules composantes non nulles sont donc celles



comprenant exactement les indices 1 et 2 dans les deux couples d’indices {αβ}
et {δγ} . Toujours grâce aux relations (2.31b) et (2.31c), la connaissance de R̃ se

réduit donc à celle de la composante R̃1212 . D’autre part, le tenseur de courbure
de Riemann R de Ωε , qui est un ouvert de R

3 , s’annule identiquement. Or on
calcule en coordonnées locales grâce à la formule (2.24) que

R · · · γ
αβδ · = R̃ · · · γ

αβδ · + Γγ
α3Γ

3
βδ − Γγ

β3Γ
3
αδ,

d’où, en utilisant les équations (3.18), la relation

R̃ · · · γ
αβδ · = bγαbβδ − bγβbαδ. (3.20)

Donc si on note a le déterminant de la métrique aαβ , la première équation liant la
métrique et la seconde forme fondamentale est

R̃1212 = − det(bαβ) = −aK. (3.21)

Remarque 3.8 On a simplement donné une démonstration du théorème de Gauss
qui montre que la courbure de Gauss, définie à partir de bαβ , ne dépend en fait que
de aαβ via la relation précédente.

La deuxième relation provient du fait que

R · · · 3
αβγ · = ∂αΓ3

βγ − ∂βΓ
3
αγ + Γ3

αδΓ
δ
βγ − Γ3

βδΓ
δ
αγ

= ∂αbβγ − ∂βbαγ + bαδΓ
δ
βγ − bβδΓ

δ
αγ + (Γδ

αβbδγ − Γδ
αβbδγ)

= Dαbβγ − Dβbαγ.

On trouve donc les relations suivantes

Dαbβγ = Dβbαγ. (3.22)

Ces équations sont appelées équations de Codazzi-Mainardi. Compte tenu de la
symétrie du tenseur bαβ , elles signifient en fait que le tenseur Dαbβγ est symétrique,
c’est-à-dire que ses composantes sont invariantes par permutations des indices.

Le théorème suivant est une réciproque des équations (3.21) et (3.22). Dans un
système de coordonnées locales, ces deux équations sont en fait des équations aux
dérivées partielles portant sur les deux matrices aαβ et bαβ , car les symboles de
Christoffel et le tenseur de courbure de Riemann ne dépendent que de aαβ . On a
alors le résultat suivant, dont une démonstration se trouve dans [23] :

Théorème 3.9 (Bonnet) Soient aαβ et bαβ deux fonctions C∞ à valeurs ma-
trices définies sur un ouvert V de R

2 telles que aαβ soit définie positive pour
tout q ∈ V . Supposons de plus que ces deux matrices vérifient les équations (3.21)



et (3.22) écrites en fonctions de aαβ et bαβ dans une carte locale. Alors si q ∈ V ,
il existe un voisinage U ⊂ V de q et un difféomorphisme

φ : U �→ φ(U) ⊂ R
3

tel que la surface ainsi définie ait pour métrique aαβ et pour seconde forme fonda-
mentale bαβ . De plus, si φ vérifie les mêmes propriétés, alors φ = A ◦ φ où A
est une isométrie affine de R

3 .

4 Elasticité en paramétrisation normale

Le but de cette section est d’effectuer le changement de variable annoncé afin de
passer en coordonnées normales dans les équations de l’élasticité linéaire 3D. On
utilise maintenant constamment la convention de sommation des indices répétés
pour noter la contraction d’un indice covariant avec un indice contravariant.

4.1 Tenseurs des déformations

Le tenseur eij en coordonnées euclidiennes représente la déformation du corps élas-
tique au premier ordre. Dans un système de coordonnées normales, nous noterons
ce tenseur γij . Après déformation, la variété Ωε est transformée en une variété

Ω̂ε . On notera ĝij la métrique de cette variété déformée écrite dans la même carte
que pour la variété non déformée. Ceci est possible si l’amplitude de la déformation
n’est pas trop grande auquel cas on peut associer à la variété déformée le même
atlas que la variété non déformée. Avec cette notation, on a

2γij = ĝij − gij. (4.1)

Si la déformation est liée à un déplacement u = uidy
i , alors d’après l’équation (1.1)

on a
γij(u) = 1

2
(∇iuj + ∇jui)

et au regard des relations (3.19) liant ∇ et Dh , on a les expressions suivantes :

γ33(h)(u) = ∂ε
3u3,

γα3(h)(u) = 1
2
(∂αu3 + ∂ε

3uα) + bβα(h)uβ,

γαβ(h)(u) = 1
2
(Dh

αuβ + Dh
βuα) − bαβ(h)u3,

(4.2)

où on précise la dépendance en h du tenseur γij pour rappeler qu’il s’agit main-
tenant de champs de tenseurs vus sur la surface Sh (en utilisant le lemme 3.6). En



particulier ces équations ne dépendent pas de la carte choisie initialement sur S , et
sont intrinsèques.

Dans les nouvelles coordonnées locales on notera encore les composantes du
tenseur A par Aijk� . Dans l’expression (1.2) apparâıt le tenseur δij qui est l’inverse
du tenseur métrique de R

3 en coordonnées cartésiennes. Il se transforme donc
dans le système de coordonnées normales en le tenseur gij . En faisant le lien avec
l’expression (1.2), on a donc maintenant

Aijk� = λgijgk� + µ(gikgj� + gi�gjk). (4.3)

Enfin, on note f = f iXi les composantes du second membre de l’élasticité dans
la nouvelle base. Remarquons qu’on ne différencie pas le nom des composantes
selon le système de coordonnées, car c’est le même tenseur qui intervient. Seules
les composantes du tenseur des déformations changent de nom ( γij au lieu de eij ),
par souci de cohérence avec les notations traditionnelles.

On effectue alors le changement de variables dans l’équation (1.4). Remarquons
que l’espace V (Ωε) est invariant par changement de variable, et qu’on peut l’écrire

V (Ωε) = {u = uidy
i | ui ∈ H1(Ωε) , u = 0 sur Γε

0}. (4.4)

Le problème est alors de trouver u ∈ V (Ωε) tel que

∀v ∈ V (Ωε)

∫
Ωε

Aijk�γij(u)γk�(v) dV =

∫
Ωε

f ivi dV (4.5)

où dV désigne la 3-forme volume riemannienne de la variété Ωε , celle qui en coor-
données locales s’écrit

dV =
√
g dy1 ∧ dy2 ∧ dy3,

où g est le déterminant de la métrique gij .

Si la déformation tridimensionnelle d’une coque est décrite par le tenseur γij ,
le théorème 3.9 suggère que dans une théorie bidimensionnelle des coques, c’est-
à-dire pour des équations posées sur la surface moyenne S0 , la déformation soit
correctement décrite par deux tenseurs : d’une part, par le tenseur de changement
de métrique de la surface, 2γαβ(0) = âαβ(0)−aαβ(0) , qui mesure la différence entre
le tenseur métrique aαβ(0) de la surface S0 et le tenseur métrique âαβ(0) de la

surface Ŝ0 image de la surface S0 par la déformation liée au déplacement u , et
d’autre part, par le tenseur de changement de courbure de la surface défini comme
étant

ραβ(0) = b̂αβ(0) − bαβ(0) (4.6)



où b̂αβ(0) est la seconde forme fondamentale de la surface déformée écrite dans la
même carte que pour la surface non déformée (voir l’équation (4.1)). En théorie
linéarisée, on peut montrer (voir par exemple [50]) que ce tenseur dépend du dé-
placement u via la formule

ραβ(0)(u) = D0
αD0

βu3 − cαβ(0)u3 + bγα(0)D0
βuγ + D0

αb
γ
β(0)uγ. (4.7)

L’application ρ qui à u associe ραβ(0)(u) est initialement définie pour des
couples du type (uα, u3) ∈ Γ(T1S0) × C∞(S0) . Il est évident que cette définition
s’étend d’une part à toutes les surfaces Sh (en écrivant Dh au lieu de D0 et bαβ(h)
au lieu de bαβ(0) ) et d’autre part à n’importe quelle fonction régulière de h à valeurs
dans l’ensemble des couples de Γ(T1S) × C∞(S) . Dans la suite, on note donc

ραβ(h)(u) = Dh
αDh

βu3 − cαβ(h)u3 + bγα(h)Dh
βuγ + Dh

αb
γ
β(h)uγ (4.8)

l’opérateur de changement de courbure linéarisé opérant sur la surface Sh .

Au regard des équations (4.1) et (4.6), on peut s’attendre à ce que comme dans le
théorème 3.9, les tenseurs γαβ(0) et ραβ(0) définissent, en utilisant un atlas, la sur-
face déformée toute entière. C’est effectivement le cas, au moins en théorie linéaire,
et le théorème suivant est vrai, Hk(S0) désignant l’espace de Sobolev d’ordre k sur
la surface S0 (voir [4]).

Théorème 4.1 Soit uαdyα une 1-forme dont les composantes sont dans H1(S0)
et u3 une fonction de H2(S0) . Notons u = (uα, u3) . Supposons que

γαβ(0)(u) = 0 et ραβ(0)(u) = 0.

et que u satisfasse les conditions aux limites

u = 0 et ∂νu3 = 0 sur ∂S0

où ∂ν désigne la dérivée par rapport à la normale rentrante à S0 le long de ∂S0 .
Alors sous ces conditions, on a u = 0 .

On pourra trouver des démonstration de ce théorème dans Bernadou & Ciar-
let [5] ou Sanchez-Hubert & Sanchez-Palencia [50].

Les équations précédentes constituent le point de départ de ce qu’on appelle les
théories linéaires de coques développées par John [33], Koiter [35, 36], Naghdi [41]
ou encore Budiansky & Sanders [6]. Ces théories cherchent à trouver des modèles
posés uniquement sur la surface moyenne S0 de la coque, dont la solution sera la
plus proche possible de celle de (4.5). Leurs méthodes consistent à effectuer un
développement asymptotique des équations (4.5) par rapport à ε et à sélectionner
des termes susceptible de fournir un modèle à la fois simple et représentatif. Le



modèle ayant obtenu le plus de succès est sûrement celui de Koiter. Ceci est dû en
grande partie à sa formulation très esthétique et séduisante. En effet, des calculs
très généraux de John, Koiter a su retenir un modèle de coque ne faisant intervenir
que les deux tenseurs γαβ(0) et ραβ(0) sur la surface S0 , ce qui parâıt le plus
naturel au regard du théorème précédent.

Dans la suite, nous allons étudier de manière plus systématique et plus précise les
développements asymptotiques effectués dans ces articles, afin d’obtenir le maximum
d’information possible sur le déplacement tridimensionnel.

Parce qu’ils seront d’une utilité constante dans la suite, on définit deux nouveaux
opérateurs :

Définition 4.2 Si u = (uα, u3) ∈ Γ(T1S0) × C∞(S0) , on pose

θα(0)(u) = ∂αu3 + bβα(0)uβ tourbillon transverse,

ωαβ(0)(u) = 1
2
(D0

αuβ − D0
βuα) tourbillon plan.

(4.9)

Comme précédemment, ces champs de tenseurs s’étendent aux surfaces Sh , en
écrivant Dh à la place de D0 et bβα(h) à la place de bβα(0) . Si u est un champ de
1-formes sur Ωε , les équations (3.19) montrent alors que

θα(h)(u) := ∂αu3 + bβα(h)uβ = ∇αu3 et

ωαβ(h)(u) := 1
2
(Dh

αuβ − Dh
βuα) = ∇αuβ −∇βuα.

En ne précisant pas la valeur de h considérée, on vérifie qu’on a la relation

Dαθβ + bναγβν + bναωβν

= DαDβu3 + Dαb
δ
βuδ + 1

2
bναDβuν + 1

2
bναDνuβ − cαβu3 + 1

2
bναDβuν − 1

2
bναDνuβ,

d’où l’équation

ραβ = Dαθβ + bναγβν + bναωβν (4.10)

où on ne précise plus la dépendance en u des tenseurs en jeu.

Avant d’effectuer le changement de variable, disons un mot de ce qu’il advient
des relations de Gauss et de Codazzi-Mainardi au cours de la déformation.

4.2 Relations de compatibilités pour la surface déformée

Lorsque la coque subit une déformation, la surface S0 se transforme en une surface
Ŝ0 qui a pour métrique et pour seconde forme fondamentale les tenseurs âαβ(0) et



b̂αβ(0) . A cette surface est aussi associée une dérivée covariante D̂0 . Dans toute
cette sous-section, on ne précise pas que tous les tenseurs sont évalués en 0 car les
résultats qui suivent sont en fait valables pour n’importe quelle surface plongée dans
R

3 , et sont vrais en particulier pour les surfaces Sh munies des formes fondamentales
aαβ(h) et bαβ(h) et de la dérivée covariante Dh .

Les équations de Gauss et de Codazzi-Mainardi (3.21) et (3.22) doivent être
vérifiées sur la surface déformée. On doit avoir

D̂ αb̂
γ
β = D̂ β b̂

γ
α et − â K̂ = det(̂b αβ) (4.11)

où les expressions surmontées d’un chapeau signifient qu’elles se rapportent à la
surface déformée. Les relations (4.1) et (4.6), écrites sur la surface S0 s’écrivent

âαβ = aαβ + 2γαβ et b̂αβ = bαβ + ραβ.

En reportant ces expressions dans les équations (4.11), on déduit que les tenseurs
γαβ et ραβ doivent vérifier des équations sur la surface S . Remarquons que
pour obtenir ces équations, on doit non seulement effectuer le remplacement des
formes fondamentales, mais aussi celui des dérivées covariantes qui dépendent de la
métrique. Les seuls objets ne changeant pas sont les champs de vecteurs provenant
des fonctions coordonnées (c’est-à-dire les dérivées partielles), car on a fait l’hypo-
thèse que la carte est la même pour la surface initiale et pour la surface déformée.

Les équations ainsi obtenues sont non linéaires, et portent le nom de celles dont
elles proviennent (Gauss ou Codazzi-Mainardi). Les calculs complets se trouvent
dans John [33]. Il est à noter que dans une théorie plus générale de l’élasticité sur
une coque, il faut tenir compte de ces équations en plus des équations générales du
type (4.5).

Toutefois, nous allons prouver dans la proposition suivante qu’en théorie linéaire,
les équations précédentes linéarisées sont automatiquement vérifiées. Ces équations
sont les suivantes : l’équation scalaire

DβDβγ
α
α − DβDαγ

α
β −Kγα

α + ρα
αb

β
β − ρα

βb
β
α = 0, (4.12)

qui provient de la linéarisation de l’équation (3.21) écrite sur la surface déformée et
porte donc le nom d’équation de Gauss linéarisée, et l’équation dans Γ(T1S)

Dαρ
α
β − Dβρ

α
α − 2bλβDαγ

α
λ + bλβDλγ

α
α + bλαDβγ

α
λ = 0, (4.13)

qui provient de la linéarisation de l’équation (3.22) sur la surface déformée et à ce
titre est appelée équation de Codazzi-Mainardi linéarisée.

Les équations (4.12) et (4.13) sont des égalités entre opérateurs, c’est la raison
pour laquelle on ne précise pas la dépendance en u .



Proposition 4.3 Soit u une 1-forme sur Ωε , ραβ = ραβ(u) et γαβ = γαβ(u) les
tenseurs définis par les expressions (4.7) et (4.2). Alors les équations (4.12) et (4.13)
de Gauss et de Codazzi-Mainardi sont automatiquement vérifiées.

Preuve. Elle va consister à reporter les expressions (4.7) et (4.2) dans les membres
de gauche des équations (4.12) et (4.13).

1a. Montrons tout d’abord l’équation (4.12) lorsque uα ≡ 0 . Le membre de gauche
de (4.12) devient alors

DβDβγ
α
α − DβDαγ

α
β −Kγα

α + ρα
αb

β
β − ρα

βb
β
α

= −DβDβ(b
α
αu3) + DβDαb

α
βu3 + Kbααu3 + bββ(D

αDαu3)

− bβαDαDβu3 − bββc
α
αu3 + cαβb

β
αu3.

La dérivée covariante commutant avec la contraction et le produit tensoriel, on
peut développer les dérivées doubles comme les dérivées ordinaires d’un produit.
L’expression précédente devient

− u3(D
αDαb

β
β) − 2(Dαb

β
β)D

αu3 + u3(D
βDαb

α
β) + (Dαb

α
β)Dβu3

+ (Dβbαβ)Dαu3 + bαβ
[
cβα + (K − cνν)δ

β
α

]
u3.

En utilisant les équations (3.22), qui impliquent en particulier que Dαb
β
β = Dβb

β
α ,

on voit que tous les termes de l’expression précédente s’annulent sauf a priori le
dernier entre crochet. Grâce à la relation (3.12), celui-ci vaut encore[

bααc
ν
ν −Kbαα + Kbαα − bββc

ν
ν

]
u3 = 0,

ce qui montre (4.12) lorsque les composante uα de u sont nulles.

1b. Par linéarité, il suffit donc de montrer le résultat lorsque u3 ≡ 0 . Dans ce cas,
l’équation devient

DβDβγ
α
α − DβDαγ

α
β −Kγα

α + ρα
αb

β
β − ρα

βb
β
α

= DβDβD
αuα −

1

2
DβDαDαuβ −

1

2
DβDαDβu

α −KDαuα + bββb
γ
αDαuγ

+ bββD
αbγαuγ − bβαb

γ
βD

αuγ − bβαDβb
αγuγ. (4.14)

L’équation (3.12) montre que les termes facteurs du tenseur Dαuβ s’annulent tous

dans l’expression précédente. D’autre part la définition du tenseur de courbure R̃
donne la formule suivante pour la permutation de deux dérivées covariantes agissant
sur un tenseur d’ordre deux : (comparer avec (2.33))

DβDαSγδ − DαDβSγδ = R̃ · · · ν
αβγ · Sνδ + R̃ · · · ν

αβδ · Sγν . (4.15)

La formule (2.33) appliquée à la 1-forme uα , avec la convention de montée et de
descente des indices, en effectuant une contraction, et l’utilisation des formules (3.12)



et (3.20) donne la relation suivante :

DαDβuβ − DβDαuβ = R̃ βα · ν
· ·β · uν = −K uα. (4.16)

Appliquant la formule (4.15) au tenseur Dαuβ , et en effectuant deux contractions,
on trouve

DβDαDαuβ = DαDβDαuβ + R̃ ·βα ·
α · · ν Dνuβ + R̃ · β · ν

α ·β · Dαuν .

Mais dans cette expression, les deux derniers termes sont opposés l’un à l’autre grâce
aux propriétés (2.31) du tenseur R̃ , donc ils s’annulent mutuellement. En utilisant
alors l’équation (4.16), on trouve

DβDαDαuβ = DαDαDβuβ + DαK uα.

En effectuant le même type d’opération sur le deuxième et le troisième terme de
l’équation (4.14), les termes comportant trois dérivées covariantes s’annulent, et
celle-ci devient

−1
2
DαK uα − 1

2
DαK uα + bββ Dαbγαuγ − bβα Dβb

αγuγ. (4.17)

Les deux derniers termes de cette équation peuvent encore s’écrire

−bγαuγ Dαbββ + bβγuγ Dαb
α
β + Dαbββb

γ
αuγ − Dαcγαuγ = DαKuα

grâce à l’équation (3.12) et à l’équation de Codazzi-Mainardi. L’expression (4.17)
est donc nulle, ce qui termine la démonstration de (4.12).

2. Pour montrer (4.13), on utilise la relation (4.10). Grâce à cette dernière, on a en
effet

Dαρ
α
β = DαDβθ

α + Dαb
ν
βγ

α
ν + Dαb

ν
βω

α ·
· ν

et

Dβρ
α
α = DβDαθ

α + Dβ(b
ν
αγ

α
ν ) + Dβ(b

ν
αω

α ·
· ν).

Le tenseur ωβγ étant antisymétrique tandis que bαβ est symétrique, on a bναω
α ·
· ν =

0 . Permutant alors les dérivées covariantes D grâce à (4.15), développant les ex-
pressions précédentes, et utilisant encore le fait que ωαβ soit antisymétrique (couplé
avec le fait que le tenseur Dαb

γ
β est symétrique), on obtient

Dαρ
α
β − Dβρ

α
α = Kθβ + bνβDαγ

α
ν + bνβDαω

α ·
· ν − bναDβγ

α
ν .



Le membre de gauche de (4.13) vaut donc

Dαρ
α
β − Dβρ

α
α − 2bλβDαγ

α
λ + bλβDλγ

α
α + bλαDβγ

α
λ

= Kθβ − bνβDαγ
α
ν + bνβDαω

α ·
· ν + bνβDνγ

α
α

= KDβu3 + Kbγβuγ + bγβDαb
α
γu3 − bγβDγb

α
αu3 − 1

2
bγβDαDαuγ − 1

2
bγβDαDγu

α

− 1
2
bγβDαDγu

α + 1
2
bγβDαDαuγ + 1

2
bγβDγD

αuα + 1
2
bγβDγDαu

α

= Kbγβuγ + bγβDγDαu
α − bγβDαDγu

α

= bγβ(K −K)uγ

= 0.

D’où le résultat.

Les équations (4.12) et (4.13) sont donc en particulier valables sur les surfaces
Sh , à conditions d’écrire la dépendance en h des tenseurs en présence.

On verra que dans le développement asymptotique de l’opérateur d’élasticité,
les termes en ε2 peuvent être modifiés grâce aux équations (4.12) et (4.13) sur
la surface S0 . On se servira alors de la proposition précédente pour obtenir des
résultats comparables à ceux de John (voir [33]).

4.3 Equations tridimensionnelles

Le but de cette dernière sous-section est d’écrire les équations de l’élasticité 3D
en coordonnées normales. Pour cela, on part des équations écrites de manière na-
turelle en termes de dérivée covariante ∇ , puis on utilise le lemme 3.6 et les rela-
tions (3.19) pour les exprimer en termes de dérivées covariantes Dh , de dérivées ∂ε

3

et d’opérateurs sur les surfaces Sh dépendant de aαβ(h) et bαβ(h) .

Pour commencer, on intègre par partie les équations (4.5). On peut intégrer par
partie avec des dérivées covariantes (voir par exemple [27]), la formule découlant
de la formule de Stokes dans le cas de R

n pour une variété de dimension n , en
utilisant une partition de l’unité liée à un recouvrement par des cartes.

Dans le cas présent, si v ∈ V (Ωε) , l’intégrale figurant dans la formule (4.5) peut
encore s’écrire ∫

Ωε

Aijk�γk�(u)∇ivj dV =

∫
Ωε

f ivi dV.

par définition du tenseur γij .

En intégrant alors par partie et en vertu des propriétés de v , cette égalité s’écrit
encore

−
∫

Ωε

vj∇iA
ijk�γk�(u) dV +

∫
S−+ε

vjA
3jk�γk�(u) dσ =

∫
Ωε

f ivi dV.



L’égalité étant vraie pour tout v ∈ V (Ωε) on déduit que les équations de l’élasticité
s’écrivent pour tout j = 1, 2, 3

−∇iA
ijk�γk�(u) = f j dans Ωε (4.18a)

A3jk�γk�(u) = 0 sur S−+ε (4.18b)

u = 0 sur Γε
0. (4.18c)

Le but de cette sous-section étant simplement d’effectuer un changement de va-
riable dans cet opérateur, on suppose désormais que la 1-forme u est de classe
C

∞ . L’expression précédente est donc une égalité de champs de tenseurs définis
sur Ωε et les membres de gauche des équations (4.18a) et (4.18b) définissent des
éléments de Γ(T 1Ωε) . En contractant par le tenseur gij , on obtient des éléments de
Γ(T1Ω

ε) . Dans la suite, pour des raisons pratiques, c’est sous cette dernière forme
qu’on utilise les équations (4.18). De plus, d’après le lemme 3.6, une égalité dans
Γ(T1Ω

ε) se décompose en deux égalités valables pour tout h ∈ (−ε, ε) : une dans
Γ(T1Sh) et une dans C∞(Sh) (c’est la réduction normale de la 1-forme). L’équation
dans C∞(Sh) s’appelle la composante transverse et l’équation dans Γ(T1Sh) les
composantes surfaciques de l’équation (4.18).

Le théorème suivant donne l’expression en paramétrisation normale de l’opérateur
défini en (4.18).

Théorème 4.4 Soit u ∈ Γ(T1Ω
ε) . La réduction normale des équations (4.18a)

et (4.18b), écrites dans Γ(T1Ω
ε) (c’est-à-dire en composantes covariantes), fournit

les équations suivantes : en composantes transverses (pour j = 3 ), les égalités
(λ + 2µ)∂ε

33u3 + (λ + µ)∂ε
3γ

α
α(h)(u) − µbαα(h)∂ε

3u3+µρα
α(h)(u)

= −f3 dans Ωε,

(λ + 2µ)∂ε
3u3 + λγα

α(h)(u) = 0 sur S−+ε,

(4.19)

où la première équation est aussi une égalité dans C∞(Sh) pour tout h ∈ (−ε, ε) et
la deuxième une égalité dans C∞(S−+ε) . En composantes surfaciques, (pour j = α ),
on trouve

2µ∂ε
3γα3(h)(u) + λ∂ε

3(D
h
αu3) − 2µbββ(h)γα3(h)(u) + λDh

αγ
ν
ν (h)(u)

+ 2µDh
βγ

β
α(h)(u) = −fα dans Ωε,

2µγα3(h)(u) = 0 sur S−+ε,

(4.20)

où la première équation est aussi une égalité dans Γ(T1Sh) pour tout h ∈ (−ε, ε)
et la deuxième une équation dans Γ(T1S−+ε) .



Remarque 4.5 Bien qu’écrites dans un système de coordonnées locales, les équa-
tions (4.19) et (4.20) sont intrinsèques car tous les objets indicés sont des champs
de tenseurs.

Preuve. Remarquons tout d’abord que gij (et donc gij ) étant de dérivée cova-
riante nulle, le tenseur A est lui aussi de dérivée covariante nulle (voir la for-
mule (4.3)). Comme ∇ commute avec la contraction des tenseurs, (4.18a) peut
encore se réécrire

−Aijk�∇iγk�(u) = f j.

1. Pour la composante transverse ( j = 3 ), le résultat de la réduction normale
du tenseur donnant une fonction, la multiplication par g33 = 1 ne change rien,
et on peut faire les calculs de l’opérateur (4.18a) en composantes contravariantes.
Dans la suite des calculs, on ne précise plus la dépendance en h des tous les
tenseurs en présences. Compte tenu des hypothèses faites sur les coefficients de
A , l’équation (4.18a) se réduit à

A3333∇3∇3u3 + A33αβ∇3γαβ(u) + Aα3β3∇α∇βu3 + Aα3β3∇α∇3uβ = −f 3.

Le tenseur de courbure de Riemann de Ωε étant identiquement nul, on peut per-
muter les dérivées covariantes ∇ , donc l’équation, compte tenu de la symétrie du
tenseur Aα3β3 , s’écrit :

A3333∂ε
33u3 + (A33αβ + Aα3β3)∇3γαβ(u) + Aα3β3∇α∇βu3 = −f 3,

et un calcul à partir des expressions (3.19) montre que dans un système de coor-
données locales, on a

∇α∇βu3 = ∂α(∇βu3) − Γγ
αβ∇γu3 − Γ3

αβ∇3u3 − Γγ
α3∇βuγ − Γ3

α3∇3u3

= Dα(∇βu3) − bαβ∇3u3 + bγα∇βuγ

= DαDβu3 + Dαb
γ
βuγ − bαβ∂

ε
3u3 + bγαDβuγ − bγαbβγu3

= ραβ(u) − bαβ∂
ε
3u3.

Cette équation est simplement l’expression d’un objet 3D en coordonnées normales
en utilisant le lemme 3.6. Les opérateurs dépendent donc de h , et la présence de
la dérivée partielle ∂ε

3 ne dépend pas du système de coordonnées choisi. L’équation
précédente est en particulier bien intrinsèque sur Sh . Remarquons d’autre part que
puisque la dérivée covariante commute avec le tenseur métrique, on a

gαβ∇3 γαβ(u) = ∇3 γ
α
α(u) = ∂ε

3γ
α
α(u),

car γα
α(u) est une fonction. On développe alors de même l’équation (4.18b), et

en définitive, grâce à (4.3), les équations (4.18a) et (4.18b) s’écrivent bien comme
l’équation (4.19).

2. Passons donc maintenant à j = σ (composantes surfaciques). Pour obtenir les



équations dans Γ(T1Ω
ε) , on multiplie (4.18a) par gσα en sommant sur σ ( g3α = 0 ).

L’équation s’écrit alors

2A · 3β3
α · · · ∇3γβ3(u) + A ·β33

α · · · ∇β∇3u3 + A ·σβδ
α · · · ∇σγβδ(u) = −fσgσα =: −fα. (4.21)

Or on trouve après calcul tenant compte des symétries de A et des expressions du
type (3.19) pour des tenseurs deux fois covariants liant les connexions ∇ et D , que
l’on a

A ·σβδ
α · · · ∇σγβδ = A ·σβδ

α · · · Dσγβδ − 2A ·σβδ
α · · · bσβγδ3 (4.22)

valable en tant qu’opérateur dépendant de h . De plus

A ·β33
α · · · ∇β∇3u3 = A ·β33

α · · · ∂
ε
3∂βu3 + 2A ·β33

α · · · b
ν
βγν3(u). (4.23)

Enfin on a l’égalité suivante :

∇3γα3 = ∂ε
3γα3 + bναγν3. (4.24)

En reportant alors les équations (4.22), (4.23), (4.24) dans l’équation (4.21), on
trouve grâce à (4.3)

2µ∂ε
3γα3(u) + 2µbναγν3(u) + λ∂ε

3(Dαu3) + 2λbβαγβ3(u) + λDαγ
ν
ν (u)

+ 2µDβγ
β
α(u) − 2λbβαγβ3(u) − 2µbββγα3(u) − 2µbβαγβ3(u) = −fα.

Remarquons que le second membre de l’équation précédente fait intervenir les com-
posantes covariantes de f et non pas les composantes contravariantes que nous
avions utilisées pour poser le problème. On trouve donc bien l’équation (4.20).

Dans le chapitre suivant, on va développer les équations (4.19) et (4.20) en fonction
de h . Pour cela, on va tout d’abord montrer que les équations écrites sur Sh

peuvent en fait s’interpréter comme des équations tensorielles écrites sur S0 et
dépendant de h de manière C∞ .



Chapitre II

Développement des équations

Le but de ce chapitre est d’expliciter le rôle du petit paramètre ε dans les équations
de l’élasticité tridimensionnelle sur une coque. Dans le chapitre précédent, on a ex-
primé ces équations comme des équations tensorielles posées sur les surfaces Sh

pour tout h . Dans un premier temps, on montre comment on peut ramener
l’étude de tenseurs sur Sh à des tenseurs définis sur S0 et dépendant de h .
Les objets en présence appartiennent alors naturellement à des espaces du type
C

∞(
(−ε, ε),Γ(T q

pS0)
)
, et on peut effectuer dans ces espaces des développements de

Taylor à coefficients tensoriels. On montre en fait que tous les tenseurs naturels :
métrique, courbure, dérivée covariante, sont développables en séries entières en h .
En effectuant alors un changement d’échelle, ou scaling, on montre que l’opérateur
3D admet lui-même un développement en série entière en ε . La fin du chapitre
donne l’expression des coefficients du développement de cet opérateur. La plupart
des développements des champs de tenseurs intervenant dans les équations se trouve
dans Naghdi [41], où une approche différente est employée, utilisant le shifter et
ses propriétés étudiées dans la sous-section 1.2 du présent chapitre. Le shifter est
utilisé ici pour effectuer un changement d’inconnue dans les équations en utilisant
la projection euclidienne du déplacement.

1 Projections sur la surface moyenne

Les équations (4.19) et (4.20) du chapitre I sont des équations posées sur les surfaces
Sh . Elles sont écrites en coordonnées locales, mais les objets indicés étant des
tenseurs sur Sh (d’après le lemme 3.6 du chapitre I) elles expriment en fait des
égalités de champs de tenseurs sur Sh . L’idée classique, qu’on retrouve en particulier
dans [41], est qu’un champ de tenseurs sur Sh peut se plonger dans R

3 et ainsi
définir, après un changement de base euclidienne, un champ de tenseurs sur S0 qui
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dépend de h . Par exemple, les champs de vecteurs sur Sh déterminent aussi des
vecteurs de R

3 dépendant d’un point Ph = Fh(P0) de Sh . Il suffit de les exprimer
une base de R

3 induite par une base locale au point P0 de la surface S0 pour voir
qu’ils définissent bien des champs de vecteurs dépendant de h sur S0 . C’est dans
cette optique qu’a été introduit le shifter qui est étudié dans la sous-section 1.2.
Auparavant, on donne un approche plus intrinsèque que la précédente, qui montre
a posteriori que le shifter n’est ici qu’un outil de calcul qui peut éventuellement
simplifier l’écriture des équations. Enfin, on définit les opérateurs 2D qui sont des
opérateurs tensoriels agissant sur la surface moyenne, et qu’on retrouve dans les
coefficients des développements de Taylor effectués dans les sections suivantes.

1.1 Projections intrinsèques

Rappelons que sur Sh , on peut définir un atlas à partir d’un atlas sur S (voir la
sous-section 3.1 du chapitre I). En effet, à partir d’une carte locale (U, ϕ) sur S ,
on peut définir une carte locale sur Sh , dont l’ouvert est Fh(U) (où Fh = Φε( · , h)
avec h fixé), muni de l’application

Sh ⊃ Φε(U, h)
F−1

h−→ U
ϕ−→ ϕ(U) ⊂ R

2. (1.1)

En prenant des cartes locales parcourant un atlas de S , on définit ainsi un atlas
pour Sh . Dans la démonstration du lemme 3.6 du chapitre I, on a utilisé le fait
que les changements de cartes locales associés à cet atlas sont les mêmes que ceux
de l’atlas initial de S .

L’application Φε est un difféomorphisme de S × (−ε, ε) sur Ωε . De plus, c’est
ce difféomorphisme qui induit les systèmes de coordonnées normales en prenant un
système de coordonnées sur la surface S (voir la définition 3.1 du chapitre I). Or
sur la variété S × (−ε, ε) , on a la projection naturelle :

S × (−ε, ε) � (P, h) −→ (P, 0) ∈ S × {0} = S0. (1.2)

C’est cette projection, dans un système de coordonnées normales, qui va permettre
de ramener sur la surface S0 des champs de tenseurs définis sur les surfaces Sh .

Définition 1.1 La projection intrinsèque sur la surface S0 est l’application π0 :
Ωε → S0 telle que π0 ◦ Φε : S × (−ε, ε) → S0 soit l’application définie par
l’équation (1.2).

Soit (U, ϕ) une carte locale sur S , et soient {yα}α=1,2 les coordonnées locales
associées. Dans ce système de coordonnées la projection (1.2) s’écrit simplement

ϕ(U) × (−ε, ε) � (yα, h) −→ (yα, 0) ∈ ϕ(U) × {0} = ϕ(U). (1.3)



Mais la carte (U, ϕ) induit sur Ωε un système de coordonnées normales dont la
carte locale est Φε

(
U × (−ε, ε)

)
munie de l’application

R
3 ⊃ Φε

(
U × (−ε, ε)

) (Φε)−1

−→ U × (−ε, ε)
ϕ×Id−→ ϕ(U) × (−ε, ε) ⊂ R

3.

Cette carte locale induit un système de coordonnées normales {yα, h}α=1,2 qui sont
les mêmes que le système de coordonnées sur U × (−ε, ε) . Or par définition la
projection π0 ◦ Φε s’écrit dans ce système comme (1.3). On en déduit que dans un
système de coordonnées normales, la projection π0 s’écrit simplement π0 : (yα, h) →
(yα, 0) . Il est alors clair que la restriction du π0 à une surface Sh définit un
isomorphisme de Sh dans S0 , qui envoie le vecteur Xα(h) sur le vecteur Xα(0) ,
et on vérifie que π0

∣∣
Sh

= F−1
h .

Les applications inverses l’une de l’autre Fh et π0

∣∣
Sh

sont des difféomorphismes
entre les surfaces Sh et S0 . Ces difféomorphismes vont permettre de ramener
l’étude des champs de tenseurs sur Sh à l’étude de champs de tenseurs sur S0 .
Avant d’étudier cela dans le détail, rappelons comment on définit l’image d’un champ
de vecteurs par un difféomorphisme. Soient M et N deux variétés, et F : M → N
un difféomorphisme (Les variétés M et N ont donc même dimension notée n ).

Définition 1.2 Soit T un champ de vecteurs sur la variété M . Le champ de
vecteurs image de T par le difféomorphisme F , noté dF (T ) , est défini par la
relation

∀ f ∈ C∞(N),
(
dF (T )

)
(f) = T (f ◦ F ). (1.4)

La relation (1.4) définit bien un champ de vecteurs, car un champ de vecteurs est
déterminé par ses valeurs sur toutes les fonctions de classe C∞ . Soit alors (U, ϕ)
une carte locale sur M autour d’un point P et (V, ψ) une carte locale sur N
autour du point Q = F (P ) . On dispose donc d’un système de coordonnées locales
{xi}ni=1 sur M autour de P et d’un système de coordonnées locales {yj}nj=1 sur
N autour de Q . On peut de plus supposer que l’application ψ ◦ F ◦ ϕ−1 est un
difféomorphisme de ϕ(U) ⊂ R

n dans ψ(V ) ⊂ R
n . Dans les équations suivantes, si

les coordonnées xi et yj apparaissent simultanément, alors il est implicite qu’elles
se correspondent via le difféomorphisme ψ ◦ F ◦ ϕ−1 .

Soit donc f une fonction sur N autour du point Q . Dans le système de
coordonnées sur M , le champs de vecteurs T s’écrit

T = T i(x)
∂

∂xi
,



où la notation T i(x) précise que T i est une fonction définie dans le système de
coordonnées {xi} . D’autre part, sur N , on pose

dF (T ) = Zj(y)
∂

∂yj
,

et on se propose de trouver l’expression de Zj en fonction des T i . On a pour f
une fonction définie autour du point Q ∈ N ,(

dF (T )
)
(f) = Zi(y)

∂

∂ζ i
(f ◦ ψ−1),

où les {ζ i} sont les coordonnées euclidiennes de R
n autour de ψ(V ) ⊂ R

n . Mais
par définition, on a aussi

T (f ◦ F ) = T j(x)
∂

∂ξj
(f ◦ F ◦ ϕ−1),

où {ξj} est un système de coordonnées euclidiennes autour de ϕ(U) ⊂ R
n . On a

donc

T (f ◦ F ) = T j(x)
∂

∂ξj
(f ◦ ψ−1 ◦

(
ψ ◦ F ◦ ϕ−1)

)
,

= T j(x)
∂(f ◦ ψ−1)

∂ζk

∂

∂ξj
(ψ ◦ F ◦ ϕ−1)k .

On en déduit donc par identification que

Zk(y) = Zk
(
ψ ◦ F ◦ ϕ−1(x)

)
= T j(x)Ak

j (x), (1.5)

où

Ak
j (x) =

∂

∂ξj
(ψ ◦ F ◦ ϕ−1)k.

est la matrice jacobienne du difféomorphisme F à travers les cartes locales (U, ϕ)
et (V, ψ) .

La relation (1.5) s’étend de manière évidente aux champs de tenseurs. Dans
le cas d’un champ de 1-formes (et plus généralement, pour un indice covariant),
c’est l’inverse de la matrice jacobienne du difféomorphisme qui intervient. Ceci
permet donc de définir l’image d’un champ de tenseurs de type (p, q) par un
difféomorphisme. L’image conserve le type (et le sous-type) du tenseur concerné.
Effectuer un changement de coordonnées pour un champ de tenseurs est en fait la
même opération que calculer son image par le difféomorphisme identité dans deux
systèmes de coordonnées différents. On retrouve ainsi les équations du type (2.16)
du chapitre I pour un changement de coordonnées locales.



Dans le cas des coques, on a le difféomorphisme π0

∣∣
Sh

: Sh → S0 . Si T est un

champ de tenseurs sur Sh , l’image dπ0

∣∣
Sh

(T ) sera alors un champ de tenseurs sur
S0 . Le lemme suivant montre qu’il est très facile de calculer les composantes de
l’image par le difféomorphisme π0 d’un champ de tenseurs sur Sh .

Lemme 1.3 Soit T un champ de tenseurs sur la surface Sh . Dans un système
de coordonnées normales, on dispose de la base locale Xδ(h)⊗ dyα(h) liée au sous-
type de T (voir la notation 3.5 du chapitre I). Dans cette base locale, le champ de
tenseurs T s’écrit :

T =
∑
α,δ

T δ
α(h) Xδ(h) ⊗ dyα(h).

Alors l’image du champ de tenseurs T par le difféomorphisme π0

∣∣
Sh

: Sh → S0

s’écrit localement

dπ0

∣∣
Sh

(T ) =
∑
α,δ

T δ
α(h) Xδ(0) ⊗ dyα(0).

Preuve. La clef de la démonstration réside dans le fait que les cartes locales sur

S0 et sur Sh sont le mêmes, à composition par l’application Fh = π0

∣∣−1

Sh
près.

Ainsi, soit une carte locale (U, ϕ) sur S . Cette carte induit une carte locale
(Fh(U), ϕ ◦ F−1

h ) sur Sh , et les vecteurs coordonnées associés sont les vecteurs
Xα(h) . Si T est un champ de tenseurs sur Sh , on note donc Xδ(h)⊗dyα(h) la base
locale en coordonnées normales associée à son sous-type. L’image dπ0

∣∣
Sh

(T ) définit
alors un champ de tenseurs de même sous-type sur S0 . Ce champ de tenseurs admet
donc une décomposition dans la base locale Xδ(0)⊗ dyα(0) , et les composantes de
dπ0

∣∣
Sh

(T ) dans cette base se calculent grâce à une formule du type (1.5). Or la

matrice jacobienne de l’application π0

∣∣
Sh

: Sh → S0 dans les bases locales Xα(h)

et Xα(0) est l’inverse de la matrice jacobienne de l’application Fh : S0 → Sh dans
les mêmes bases. Or cette dernière matrice est la matrice identité, car c’est la ma-
trice de l’application (ϕ ◦ F−1

h ) ◦ Fh ◦ (ϕ ◦ F−1
0 )−1 = Id . On en déduit que les

composantes de dπ0

∣∣
Sh

(T ) dans la base locale Xδ(0)⊗ dyα(0) sont les mêmes que

les composantes de T dans la base locale Xδ(h)⊗ dyα(h) , ce qui prouve le lemme.

Remarque 1.4 On peut aussi définir, de manière similaire à la définition 1.2,
l’application réciproque d’un champ de tenseurs par un difféomorphisme. L’image
réciproque d’un champ de tenseurs sur Sh par l’application Fh cöıncide alors avec
l’image de ce même champ de tenseurs par l’application π0

∣∣
Sh

.

L’intérêt de ce lemme réside dans le fait que les équations en présence sont des
équations intrinsèques écrites en coordonnées locales, c’est-à-dire en composantes.



Le lemme précédent permet donc de dire que toutes les égalités tensorielles sur
Sh sont en fait des égalités tensorielles sur S0 , avec la même écriture pour les
composantes. Ceci est fondamental pour développer les équations, car les dévelop-
pements sont avant tout basés sur les développements de Taylor des composantes
des tenseurs dans un système de coordonnées locales. Le lemme précédent garantit
alors que les coefficients de ces développements sont encore des champs de tenseurs
sur la surface S0 .

En utilisant successivement le lemme 3.6 du chapitre I, puis le lemme 1.3, on voit
que les composantes d’un champ de tenseurs tridimensionnel définissent aussi des
champs de tenseurs sur la surface moyenne S0 . Ces composantes dépendent alors
de h de manière C∞ . Plus précisément, on a le

Corollaire 1.5 Les notations sont celles du lemme 3.6 du chapitre I. Soit T un
champ de tenseurs tridimensionnel de type (p, q) . On note T h

∗ le champ de tenseurs
de Sh défini par l’équation (3.16) du chapitre I. Ce champ de tenseurs est de type
(p∗, q∗) déterminé par les sous-ensembles J∗ et I∗ . Alors les images des champs
de tenseurs T h

∗ par les applications π0

∣∣
Sh

définissent des champs de tenseurs sur

S0 , qui s’écrivent pour tout h ∈ (−ε, ε) :∑
δ,α

T δ
α(h) Xδ(0) ⊗ dyα(0).

De plus, ce champ de tenseurs est un élément de C∞(
(−ε, ε),Γ(T q∗

p∗ S0)
)
.

C’est cette dernière propriété des champs de tenseurs existant sur la coque qui
va permettre d’effectuer des développements de Taylor dans des espaces du type
C

∞(
(−ε, ε),Γ(T q

pS0)
)
.

Ainsi, dans le chapitre I, on avait trouvé l’équation suivante dans un système de
coordonnées locales :

aαβ(h) = aαβ(0) − 2hbαβ(0) + h2cαβ(0), (1.6)

où bαβ(0) et cαβ(0) sont les seconde et troisième formes fondamentales de la surface
S0 . L’application des lemmes précédents permet donc de dire que cette égalité est
en fait valable dans l’espace C∞(

(−ε, ε),Γ(T2S0)
)
, et non plus comme égalité de

fonctions sur un ouvert de carte.

1.2 Projection euclidienne

Un autre moyen de ramener les équations sur la surface moyenne S0 est de passer
par l’espace ambiant. Conservons les notations précédentes. Soit P ∈ S0 , et
Q = Fh(P ) . Un champ de vecteurs tridimensionnel est par définition un champ de



vecteurs de R
3 . Au point P , on dispose de la base (Xα(0), N) de l’espace R

3 ,
l’idée est alors d’exprimer le champ de vecteurs au point Q dans cette base. C’est la
méthode utilisée dans [41]. A la fin de cette sous-section, on en discute les avantages
et inconvénients. Le champ de tenseurs suivant est à la base des développements de
Taylor effectués en théorie des coques.

Définition 1.6 On appelle shifter le champ de tenseurs symétrique défini sur S0

et dépendant de h , µ ∈ C∞(
(−ε, ε),Γ(T 1

1 S0)
)

tel que

µα
β(h) = δαβ − hbαβ(0). (1.7)

Le tenseur µ peut aussi s’écrire µ = Id − h b(0) , où b(0) est la seconde forme
fondamentale de la surface S0 . Il est donc clair que pour ε assez petit, µα

β(h) est
inversible. Avant d’aller plus, loin donnons la définition suivante :

Définition 1.7 Si k est un entier positif, on pose pour tout h ∈ (−ε, ε)

(bk)αβ(h) = bαν1
(h)bν1

ν2
(h) · · · b

νk−1

β (h),

avec la convention (b0)αβ(h) = δαβ .

Avec cette définition on a bien sûr cβα(h) = cαγ(h)aγβ(h) = (b2)βα(h) .

En utilisant la définition 1.7, il est clair que pour ε assez petit, l’inverse du
shifter noté (µ−1)αβ(h) , est égal à la série entière convergente

(µ−1)αβ(h) =
∑
k≥0

hk(bk)αβ(0). (1.8)

Remarque 1.8 On peut aussi trouver une expression exacte de l’inverse du shifter
en utilisant une formule algébrique pour l’inverse d’une matrice. On calcule en effet
que le déterminant du shifter est égal à 1 − 2hH(0) + h2K(0) où H(0) est la
courbure moyenne et K(0) la courbure de Gauss de la surface S0 . On trouve donc
dans un système de coordonnées locales

(µ−1)αβ(h) =
(
1 − 2hH(0) + h2K(0)

)−1
mα

β(h),

où mα
β(h) est la matrice

mα
β(h) =

(
µ1

1(h) −µ2
1(h)

−µ1
2(h) µ2

2(h)

)
.

L’avantage de cette formule est qu’elle est exacte au sens où on peut calculer ex-
plicitement l’inverse sans avoir à calculer la somme d’une série entière. Mais dans la
suite, on ne l’utilise jamais car d’une part ce sont précisément les développements
des tenseurs qui sont utiles, et d’autre part les expressions tensorielles sont plus
lourdes à manipuler et ne simplifient pas les équations.



Comme il est noté dans [41], le shifter intervient lorsqu’on cherche à faire le
lien entre la variété S × (−ε, ε) et son plongement dans R

3 . Soit par exemple un
champ de vecteurs T (h) = Tα(h)Xα(h) défini sur Sh et provenant d’un champ de
vecteurs tridimensionnel (voir le lemme 3.6 du chapitre I). Les composantes Tα(h)
définissent donc un champ de vecteurs sur S0 dépendant de h (corollaire 1.5).
L’application Φε définissant la coque est la composée de l’application identité suivie
d’une translation le long d’une géodésique. Prenons une paramétrisation d’un ouvert
de S0 (c’est-à-dire l’inverse d’une carte locale). On note ainsi W un ouvert de R

2

et p une application de classe C∞ de W dans un ouvert de S0 . Notons {yα} les
coordonnées de R

2 sur l’ouvert W (qui s’identifient avec les coordonnées locales
définies par la carte locale associée à la paramétrisation), l’application Φε s’écrit
dans W × (−ε, ε)

(yα, h) �→ p(yα) + hN
(
p(yα)

)
∈ R

3.

Si on dérive cette application par rapport à yα , cela donne par définition le vecteur
Xα(h) . D’autre part, la courbe y1 �→ p(y1, y2) est par définition une courbe
intégrale du champ de vecteur X1(0) . On a donc pour α un indice surfacique

∂p

∂yα
= Xα(0).

Supposons la coordonnée y2 fixée. La dérivée du champ de vecteurs N
(
p(y1, y2)

)
par rapport à y1 est la dérivée du champ de vecteurs N le long de la courbe
y1 → p(y1, y2) qui est une courbe intégrale du champ de vecteur X1(0) . D’après
l’exemple 2.27 du chapitre I, on en déduit que

∂

∂y1
N

(
p(y1, y2)

)
= ∇X1(0)N,

où ∇ est la connexion riemannienne de R
3 muni de la métrique euclidienne. En

permutant le rôle de y1 et y2 , on en déduit que pour α un indice surfacique, on a

∂

∂yα
N

(
p(y)

)
= ∇Xα(0)N = −bβα(0)Xβ(0).

On a en définitive

Xα(h) = µβ
α(h)Xβ(0). (1.9)

Cette équation est ici valable dans l’espace R
3 . Ainsi, le champ de vecteurs T (h)

peut s’écrire

T (h) = Tα(h)Xα(h) = Tα(h)µβ
α(h)Xβ(0). (1.10)



Si on fixe un point P ∈ S0 , le repère Xi(0) , i = 1, 2, 3 au point P forme un repère
de l’espace affine R

3 . Le vecteur T (h) pris au point Φε(P, h) se décompose donc

dans ce repère en T (h) = T̃ i(h)Xi(0) . L’examen de l’équation précédente montre
donc que

T̃α(h) = µα
β(h)T β(h), (1.11)

cette relation ayant un sens dans l’espace des champs de vecteurs sur S0 dépendant
de h (accessoirement, on a aussi T̃ 3(h) = 0 ). On a une relation similaire avec un
champ de 1-formes v(h) = vα(h)dyα(h) :

ṽα(h) = (µ−1)βα(h)vβ(h), (1.12)

où les ṽα(h) sont les composantes du champ de 1-formes v de R
3 exprimé dans la

base dyα(0) . Les expressions tildées sont appelées les projections euclidiennes sur
la surface S0 des vecteurs et des 1-formes considérées.

Les équations (1.11) et (1.12) expliquent pourquoi le shifter intervient constam-
ment en théorie des coques. L’idée classique est que c’est la bonne méthode pour
ramener sur S0 les équations posées sur Sh .

Tout d’abord, il faut remarquer qu’on ne peut pas faire l’économie du lemme 1.3,
car sinon, les expressions (1.11) et (1.12) n’aurait pas de sens. Il faut en effet dire
d’une manière ou d’une autre que les composantes T β(h) définissent un champ de
vecteurs sur S0 .

Ensuite, donnons une interprétation géométrique des équations (1.11) et (1.12).
On conserve les notations de la sous-section précédente. On remarque tout d’abord
que le lemme 1.3 est aussi vrai dans l’autre sens : l’image d’un champ de vecteurs
TαXα(0) de S0 par l’application Fh : S0 → Sh s’écrit dans une base locale
TαXα(h) . Ceci est vrai car les applications de changements de cartes sont les
mêmes sur S0 et sur Sh . Le shifter définit donc aussi un champ de tenseurs sur la
surface Sh . Soit toujours (U, ϕ) une carte locale sur S . On définit une nouvelle
carte locale sur Ωε telle que en tout point Φε(P, h) de Ωε , la base locale associée
soit la base formée des vecteurs Xi(0) (alors que pour le système de coordonnées
normales associé, la base locale est Xi(h) ). Ceci est toujours possible pour ε assez
petit. Autour d’un point Q de Sh , on a donc deux cartes : une carte du type
(Fh(U), ϕ◦F−1

h ) associée à la base locale Xα(h) et une autre carte du type (Vh, ψ)
associée à la base locale Xα(0) , où Vh est un ouvert de Sh contenant Q et ψ
une application de Vh dans R

2 . L’équation (1.9) montre alors la première partie
de la proposition suivante, la deuxième partie étant une conséquence immédiate de
la démonstration du lemme 1.3 :

Proposition 1.9
(i) La matrice µβ

α(h) est la matrice jacobienne du changement de coordonnées de la



carte (Fh(U), ϕ ◦ F−1
h ) vers la carte (Vh, ψ) autour d’un même point de la surface

Sh .

(ii) La matrice µβ
α(h) est la matrice jacobienne de l’application Fh : S0 → Sh dans

les système de coordonnées issus des cartes (U, ϕ) sur S0 et (Vh, ψ) sur Sh .

Ainsi, le shifter apparâıt essentiellement comme un changement de carte locale sur
Sh . Un corollaire à la proposition précédente est que (µ−1)βα(h) est la matrice
jacobienne de l’application π0 : Sh → S0 dans les cartes (Vh, ψ) sur Sh et (U, ϕ)
sur S0 .

Quel est alors l’intérêt d’introduire le shifter? Tout d’abord, on va voir que toutes
les expressions le font intervenir (voir la formule (2.1) ci-dessous) car la métrique
aαβ(h) et la seconde forme fondamentale bαβ(h) s’expriment facilement en fonction
du shifter. Celui-ci étant analytique en h , ceci permet de développer en séries
entières les tenseurs fondamentaux sur la coque. De plus, certaines équations faisant
intervenir un champ de vecteurs Tα(h)Xα(h) se simplifient lorsqu’on les écrit en

fonction de T̃ β(h) = Tα(h)µβ
α(h) plutôt qu’en fonction de Tα(h) (ce qui, dans les

deux cas, définit un champ de vecteurs sur S0 ). En revanche, un inconvénient de
ramener les équations sur S0 en utilisant le shifter, c’est qu’on perd la signification
de certains tenseurs. Ainsi, l’équation (1.6) s’écrit encore

aαβ(h) = µσ
α(h)µδ

β(h)aσδ(0),

ce qui signifie d’après la proposition précédente que l’image par le difféomorphisme
π0 du tenseur métrique aαβ(h) sur Sh est bien le tenseur métrique aαβ(0) sur S0 .
En dérivant en h l’équation (1.6) et en utilisant le fait que ∂ε

3aαβ(h) = −2bαβ(h) ,
on voit en revanche que

bαβ(h) = µσ
α(h)bσβ(0).

Ceci montre que l’image de la deuxième forme fondamentale sur Sh par l’application
π0

∣∣
Sh

n’est pas égale au tenseur bαβ(0) , c’est-à-dire à la deuxième forme fondamen-
tale sur S0 . Si c’était le cas, les deux surfaces Sh et S0 seraient d’ailleurs les
mêmes, à une isométrie de R

3 près (voir le théorème 3.9 du chapitre I).

1.3 Déplacement shifté

Les équations tridimensionnelles de l’élasticité permettent de définir un opérateur
agissant sur un champ de 1-formes u . Grâce au corollaire 1.5, l’étude de cet
opérateur se ramène à l’étude d’un opérateur agissant sur C∞(

(−ε, ε),Γ(T1S0) ×
C

∞(S0)
)
. Les sous-sections précédentes montrent qu’on peut associer à u un

élément de cet espace de différentes manières suivant l’utilisation de la projection
intrinsèque ou de la projection euclidienne de u .



Il se trouve que les calculs qui suivent pour le développement de l’opérateur 3D
sont plus simples si on considère la projection euclidienne du champ de 1-formes u .
Pour cette raison, on fait la définition suivante :

Définition 1.10 Soit un déplacement u ∈ C∞(
(−ε, ε),Γ(T1S0)×C∞(S0)

)
de com-

posantes uα(h) et u3(h) dans la base dyα(0) et dy3(0) . Le déplacement shifté
w ∈ C∞(

(−ε, ε),Γ(T1S0) × C∞(S0)
)

de composantes wα(h) et w3(h) est défini
par la formule wα(h) = (µ−1)βα(h)uβ(h),

w3(h) = u3(h).
(1.13)

Si on définit l’opérateur

µ(h) : C∞(
(−ε, ε),Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
→ C

∞(
(−ε, ε),Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
par l’équation

µ(h)
(
w(h)

)
=

wα(h) − hbβα(h)wβ(h),

w3(h),
(1.14)

alors le déplacement shifté associé à u(h) est w(h) = µ−1(h)
(
u(h)

)
.

La proposition 1.9 montre que le déplacement shifté w définit le même ob-
jet géométrique sur la coque Ωε que le déplacement u . Considérer le déplacement
shifté revient à faire un changement de carte locale sur Ωε avant d’utiliser la projec-
tion intrinsèque et le lemme 1.5. L’équation 1.10 écrite pour un champ de 1-formes
montre donc que en tant que champ de 1-formes de R

3 , on a l’égalité suivante :

u(h) = uα(h)dyα(h) + u3(h)dy3(h) = wα(h)dyα(0) + w3(h)dy3(0),

après l’identification de dyα(h) avec un élément de T 1S0 grâce à la translation
euclidienne. Le fait que dy3(h) = dy3(0) , c’est-à-dire que la normale à S0 soit la
même que la normale à Sh , montre que les composantes w3 et u3 sont les mêmes.

On considère désormais les équations de l’élasticité pour le déplacement shifté. Le
retour aux composantes ui(h) se fait simplement par composition avec l’opérateur
µ(h) .

Remarque 1.11 La définition précédente est donnée pour un champ de 1-formes de
classe C∞ sur la coque. On peut montrer que l’espace H1(Ωε)3 est bien défini sur
la coque comme l’espace des déplacements u dont les composantes sont de classes



H1 dans un système de coordonnées locales. L’ouvert Ωε étant une variété de classe
C

∞ , les changements de cartes sont C∞ et cette définition est donc indépendante
du système de coordonnées locales choisies. Le corollaire 1.5 est alors encore valable
pour les champs de 1-formes de cette régularité, et la définition précédente a encore
un sens pour un déplacement u ∈ H1(Ωε)3 .

Dans le but de simplifier les écritures, on fait la notation suivante :

Notation 1.12 On note

aαβ := aαβ(0) et bαβ := bαβ(0) (1.15)

la première et la seconde forme fondamentale sur la surface moyenne S0 . La
troisième forme fondamentale sur S0 se note de même simplement cαβ . Enfin,
on note

D := D0 (1.16)

la dérivée covariante sur la surface S0 .

La notation pour D0 est cohérente avec l’équation (1.15) et le fait que la dérivée
covariante sur la surface S0 ne dépend que de la première forme fondamentale
aαβ(0) . De même, on note d’après la définition 1.7

(bk)αβ := (bk)αβ(0),

et ainsi le shifter et son inverse s’écrivent

µβ
α(h) = δβα − hbβα et (µ−1)βα(h) =

∞∑
k=0

hk(bk)βα. (1.17)

2 Développements en séries entières

Dans cette section, on donne un théorème d’existence de développement en série
entière pour les équations tridimensionnelles. Il s’agit ici de séries entières en ε .
Pour obtenir ce résultat, on développe tout d’abord en séries entières en h les
champs de tenseurs fondamentaux qui interviennent dans l’opérateur tridimension-
nel. On utilise ici le fait que le shifter est développable en série entière en h . Ensuite,
on fait un changement d’échelle pour ramener l’étude d’opérateurs sur Ωε à l’étude
d’opérateurs sur la variété S× (−1, 1) indépendante de ε . On voit alors facilement
que les séries entières en h sont aussi des séries entières en ε , et que la notion de
développement en ε d’opérateurs tridimensionnels sur S × (−1, 1) est cohérente.
Dans la suite, c’est cette dernière échelle en puissance de ε qui est importante. Les
coefficients du développement en séries entières de l’opérateur 3D font intervenir des
opérateurs 2D agissant sur la surface S0 , et dont la définition est donnée dans la
sous-section 2.4.



2.1 Formes fondamentales

Avec la définition 1.6, la métrique aαβ(h) s’écrit encore d’après l’équation (1.6) et
la notation 1.12

aαβ(h) = µγ
α(h)µλ

β(h)aγλ. (2.1)

Cette égalité est valable dans C∞(
(−ε, ε),Γ(T2S0)

)
. Le tenseur µαβ(h) étant in-

versible, on en déduit

aαβ(h) = (µ−1)ασ(h)(µ−1)βδ (h)aσδ,

où aαβ = aαβ(0) en accord avec la notation 1.12. Le tenseur métrique sur Sh ainsi
que son inverse admettent donc des développements en séries entières. De plus, on
calcule facilement en faisant le produit des séries entières que

aαβ(h) =
( ∞∑

n=0

hn(bn)ασ

)( ∞∑
n=0

hn(bn)βγ

)
aσγ

=
∞∑

n=0

hn
( n∑

k=0

(bk)ασa
σγ(bn−k)βγ

)
et on obtient finalement

aαβ(h) =
∞∑

n=0

(n + 1)hn(bn)αβ, (2.2)

où (bn)αβ = (bn)ασa
σβ . Une autre manière d’obtenir ce développement est d’itérer

les équations (3.8) et (3.13) du chapitre I, et de montrer ainsi par récurrence que
pour tout n ≥ 0 , on a

(∂ε
3)

naαβ(h) = (n + 1)! (bn)αβ(h),

ce qui donne le développement de Taylor de aαβ(h) (et la convergence de cette série
est claire, voir la remarque 2.1 ci-dessous). D’autre part, l’équation ∂ε

3aαβ(h) =
−2bαβ(h) montre, en utilisant (1.6), que l’on a

bαβ(h) = bαβ − hcαβ (2.3)

= µγ
α(h)bγβ. (2.4)

On en déduit donc que

bαβ(h) = aαγ(h)bγβ(h)

= (µ−1)αδ (h)(µ−1)γν(h)aδνµλ
γ(h)bλβ

= (µ−1)αδ (h)bδβ,

(2.5)



d’où la formule

bαβ(h) =
∞∑
k=0

hn(bn+1)αβ . (2.6)

Comme précédemment, on peut obtenir directement à partir des équations du
chapitre I la relation (∂ε

3)
nbαβ(h) = n! (bn+1)αβ(h) .

Remarque 2.1 En utilisant le fait que le champ de tenseurs bβα = bβα(0) est borné,
car la surface S0 est compacte, on obtient des estimations sur les dérivées successives
qui montre la convergence normale des séries de Taylor des tenseurs aαβ(h) et
bβα(h) . Cette même remarque est valable pour les autres champs de tenseurs liés à
la géométrie de S0 .

2.2 Développements des dérivées covariantes

Afin de calculer le développement d’une expression comportant une ou plusieurs
dérivées covariantes, on a besoin de connâıtre le développement des symboles de
Christoffel dans une carte. On a alors la

Proposition 2.2 Dans un système de coordonnées normales fixé, on a l’égalité
suivante :

Γγ
αβ(h) = Γγ

αβ(0) + (µ−1)γδ (h)Dαµ
δ
β(h). (2.7)

Conformément à la notation (1.16), D désigne la dérivée covariante D0 sur la
surface S0 . Ce lemme montre que les symboles de Christoffel sont développables en
séries entières en h , et on remarque que seul le premier terme de ce développement
ne définit pas un champ de tenseurs sur la surface S0 , et n’est donc pas intrinsèque.

Preuve. Montrons tout d’abord que le développement de Taylor des symboles de
Christoffel s’écrit :

Γγ
αβ(h) = Γγ

αβ(0) −
∑
n≥1

hn(bn−1)γδDαb
δ
β. (2.8)

Rappelons que dans un système de coordonnées

Γγ
αβ(h) = 1

2
aγσ(h)(∂αaβσ(h) + ∂βaασ(h) − ∂σaαβ(h)).

On dérive alors cette formule par rapport à h . Grâce aux formules du chapitre
I donnant les dérivées des tenseurs aαβ(h) et aαβ(h) , c’est-à-dire les équations
∂ε

3a
αβ(h) = 2bαβ(h) et ∂ε

3aαβ(h) = −2bαβ(h) , on trouve, en ne précisant plus la
dépendance en h :

∂ε
3Γ

γ
αβ = bγσ(∂αaβσ + ∂βaασ − ∂σaαβ) − aγσ(∂αbβσ + ∂βbασ − ∂σbαβ).



Le second membre de cette équation comprend deux termes. Le premier terme
s’écrit encore

bγσ(∂αaβσ + ∂βaασ − ∂σaαβ) = bγδa
δσ(∂αaβσ + ∂βaασ − ∂σaαβ)

= 2bγδΓ
δ
αβ,

grâce à l’équation donnant l’expression des symboles de Christoffel par rapport à
la métrique. Dans le deuxième terme, il apparâıt des dérivées partielles du tenseur
bαβ . Afin de rendre l’expression intrinsèque, et au regard de l’équation (2.8), on va
faire apparâıtre des dérivées covariantes de ce tenseur. Ainsi, on a

aγσ(∂αbβσ + ∂βbασ − ∂σbαβ) = aγσ(Dαbβσ + Dβbασ − Dσbαβ)

+ aγσ(Γδ
αβbδσ + Γδ

ασbβδ + Γδ
βαbδσ

+ Γδ
βσbαδ − Γδ

σαbδβ − Γδ
σβbαδ)

= Dαb
γ
β + 2Γδ

αβb
γ
δ ,

grâce à l’équation de Codazzi-Mainardi et au fait que les symboles de Christoffel
sont symétriques ( Γγ

αβ = Γγ
βα ) ainsi que la seconde forme fondamentale.

On en déduit donc que

∂ε
3Γ

γ
αβ = 2bγδΓ

δ
αβ − (Dαb

γ
β + 2Γδ

αβb
γ
δ )

= −Dαb
γ
β.

Donc on a pour tout h

∂ε
3Γ

γ
αβ(h) = −Dh

αb
γ
β(h). (2.9)

On dérive alors le tenseur Dαb
γ
β par rapport à h . On trouve, en utilisant les

équations (2.9) ci-dessus et (3.13) du chapitre I, et sans écrire la dépendance en h :

∂ε
3Dαb

γ
β = ∂ε

3∂αb
γ
β − ∂ε

3(Γ
δ
αβb

γ
δ ) + ∂ε

3(Γ
γ
αδb

δ
β)

= ∂αc
γ
β − Γδ

αβc
γ
δ + Γγ

αδc
δ
β + bγδDαb

δ
β − bδβDαb

γ
δ

= Dαc
γ
β + bγδDαb

δ
β − bδβDαb

γ
δ

= bδβDαb
γ
δ + bγδDαb

δ
β + bγδDαb

δ
β − bδβDαb

γ
δ ,

et on trouve donc l’équation pour tout h :

∂ε
3D

h
αb

γ
β(h) = 2bγδ (h)Dh

αb
δ
β(h). (2.10)

On montre par récurrence que pour tout n ≥ 1 on a

(∂ε
3)

nΓγ
αβ(h) = −n! (bn−1)γδ (h)Dh

αb
δ
β(h), (2.11)

ce qui implique l’équation (2.8). D’après les calculs précédents, la formule (2.11) est
vraie pour n = 1 et 2 . Supposons la vraie pour n ≥ 2 . On a alors, en ne précisant



plus les dépendances en h :

(∂ε
3)

n+1Γγ
αβ = ∂ε

3

(
− n! (bn−1)γδDαb

δ
β

)
= −n!

[
∂ε

3

(
(bn−1)γδ

)
Dαb

δ
β + (bn−1)γδ∂

ε
3Dαb

δ
β

]
.

Mais d’après la sous-section précédente, ou en itérant l’équation (3.13) du chapitre I,
on a pour tout n ≥ 1 ,

∂ε
3(b

n)βα(h) = n(bn+1)βα(h).

On a donc, d’après l’équation (2.10) :

(∂ε
3)

n+1Γγ
αβ = −n!

[
(n− 1)(bn)γδDαb

δ
β + 2(bn−1)γδ b

δ
νDαb

ν
β

]
= −(n + 1)! (bn)γδDαb

δ
β,

ce qui prouve le résultat au rang n + 1 et achève donc la récurrence et prouve
l’équation (2.8).

D’autre part, le deuxième terme du membre de gauche de l’équation (2.7) s’écrit,
compte tenu de ce que Dαδ

δ
β = 0 ,

(µ−1)γδ (h)Dαµ
δ
β(h) = −

( ∞∑
k=0

hk(bk)γδ

)
hDαb

δ
β

= −
∞∑
k=0

hk+1(bk)γδDαb
δ
β

= −
∞∑
k=1

hk(bk−1)γδDαb
δ
β,

où les sommes des membres de gauche sont convergentes de manière évidente. Mais
cette dernière expression est aussi la somme du développement de Taylor de la
fonction Γγ

αβ(h) à partir de l’ordre 1 , qui est donc convergente. On en déduit
l’égalité (2.7) de la proposition, qui est une égalité dans l’algèbre des séries entières
en h .

Cette proposition permet alors de montrer les équations suivantes :

Corollaire 2.3 Soit uβ(h) ∈ C∞(
(−ε, ε),Γ(T1S0)

)
. On a alors l’égalité

Dh
αuβ(h) = Dαuβ(h) − (µ−1)σδ (h)uσ(h)Dαµ

δ
β(h), (2.12)

qui s’écrit encore

Dh
αuβ(h) = µδ

β(h)Dα(µ−1)νδ (h)uν(h). (2.13)

où D est la dérivée covariante sur la surface S0 et µδ
β(h) le shifter.



De même, si T σ
β (h) est un élément de C∞(

(−ε, ε),Γ(T 1
1 S0) on a l’égalité :

Dh
αT

σ
β (h) = DαT

σ
β (h) − (µ−1)νδ (h)T σ

ν (h)Dαµ
δ
β(h) + (µ−1)σδ (h)T ν

β (h)Dαµ
δ
ν(h). (2.14)

Preuve. On a par définition

Dh
αuβ(h) = ∂αuβ(h) − Γσ

αβ(h)uσ(h),

et d’après la formule (2.7), on a

Dh
αuβ(h) = ∂αuβ(h) − Γσ

αβ(0)uσ(h) − (µ−1)σδ (h)uσ(h)Dαµ
δ
β(h)

= Dαuβ(h) − (µ−1)σδ (h)uσ(h)Dαµ
δ
β(h)

ce qui montre l’équation (2.12). L’équation (2.13) résulte alors d’un simple calcul :
on a successivement

Dh
αuβ(h) = Dαuβ(h) − (µ−1)σδ (h)uσ(h)Dαµ

δ
β(h)

= Dαuβ(h) − Dαµ
δ
β(h)(µ−1)σδ (h)uσ(h) + µδ

β(h)Dα(µ−1)σδ (h)uσ(h),

d’où le résultat.

De même, on a dans un système de coordonnées

Dh
αT

σ
β (h) = ∂αT

σ
β (h) − Γν

αβ(h)T σ
ν (h) + Γσ

αν(h)T ν
β (h),

et l’équation (2.7) montre le résultat (2.14).

Le fait que les symboles de Christoffel soient développables en séries entières
montre le résultat suivant :

Corollaire 2.4 Soit T σ
α (h) ∈ C∞(

(−ε, ε),Γ(T q
pS0)

)
un champ de tenseurs sur S0

dépendant de h , et de type (p, q) . Si ce champ de tenseurs est développable en série
entière en h à coefficients dans Γ(T q

pS0) , alors le champ de tenseurs Dh
βT

σ
α (h) est

développable en série entière à coefficients tensoriels sur S0 .

Preuve. Dans l’expression Dh
βT

σ
α (h) écrite en coordonnées locales apparais-

sent des symboles de Christoffel et une dérivée partielle. Les premiers termes des
développements (2.7) permettent de reconstituer la dérivée covariante D = D0 et les
autres sont à coefficients tensoriels sur S0 . Ceci montre que dans le développement
en série entière en carte locale de Dh

βT
σ
α (h) , tous les termes sont des composantes

de champs de tenseurs.

2.3 Changement d’échelle

Les équations précédentes font intervenir des développements en séries entières en
h . Ceci est adapté à l’étude d’objets ne dépendant que de h et ayant une existence



sur les surfaces Sh . L’opérateur d’élasticité 3D comporte des dérivées ∂ε
3 qui ont

une existence globale sur la coque. La notion de développement en série entière
en h à coefficients tensoriels ne s’applique donc pas pour cet opérateur. C’est la
raison pour laquelle on fait un changement d’échelle pour se ramener à un domaine
indépendant de ε , ce qui conduit ensuite à considérer des développements en séries
entières en ε et non plus en h . On pose donc

x3 =
h

ε
. (2.15)

Ce changement d’échelle, ou scaling, n’est pas considéré ici comme un changement de
variable lié à un changement de carte afin de conserver les significations géométriques
et physiques des objets utilisés. Cela signifie qu’on garde les notations utilisées
précédemment pour les tenseurs définis sur S0 et sur les surfaces Sh . En fait,
dans la mesure où on développe tout en ε , ceci n’a pas d’importance : les seuls
objets importants dans le résultat final sont les tenseurs surfaciques, qui ne sont pas
affectés par ce changement de coordonnées.

Si {yα} désigne un système de coordonnées sur la surface S0 on note aussi
yα = xα de sorte qu’à un système de coordonnées normales {yα, h} sur un ouvert
de Ωε correspond après le changement d’échelle un système de coordonnées {xα, x3}
sur S × (−1, 1) . On pose alors

Ω = S × (−1, 1),

variété sur laquelle (xα, x3) est un système de coordonnées toujours appelé système
de coordonnées normales. Remarquons que la position de l’indice, en bas pour le
système {xα} et en haut pour le système {yα} , n’a pas d’importance car les objets
indicés ne sont pas des tenseurs. Cette notation est employée par souci de cohérence
avec les notations traditionnelles, et aussi parce que le résultat final fait intervenir
des polynômes en x3 , et l’écriture x2

3 est plus pratique que (x3)2 . On note

Γ+ := S × {+1} et Γ− := S × {−1}

les faces supérieures et inférieures correspondant à S+ε et S−ε . De même on note
Γ0 := ∂S × (−1, 1) le bord latéral correspondant à Γε

0 .

Enfin, on note ∂3 la dérivée partielle par rapport à x3 . Cette dérivée a une
existence globale sur la variété Ω , et on a la relation

∂ε
3 =

1

ε
∂3. (2.16)

Cette équation est une égalité entre deux objets définis sur deux variétés différentes
Ωε et Ω . Elle est néanmoins cohérente, car ces deux variétés sont difféomorphes, et



l’égalité dit que ∂ε
3 et ε−1∂3 définissent le même objet à travers le difféomorphisme

lié au changement d’échelle.

Dans la suite, on note
I := (−1, 1).

Afin de distinguer les objets sur Ωε de ceux sur Ω , on emploie la notation suivante :

Notation 2.5 Soit T (h) un élément de C∞(
(−ε, ε),Γ(T q

pS0)
)
. Après le change-

ment d’échelle h = εx3 ce champ de tenseurs définit un élément noté T [ε] de
C

∞(
I,Γ(T q

pS0)
)

et dépendant de ε .

Si le champ de tenseurs T (h) est développable en série entière en h , il est alors clair
que T [ε] est développable en série entière en ε à coefficients dans C∞(

I,Γ(T q
pS0)

)
et ces coefficients sont même polynomiaux en x3 . Pour h fixé et un système de
coordonnées normales choisi, le champ de tenseurs T (h) dépend de xα , tandis
que dans ce même système de coordonnées, T [ε] dépend des trois coordonnées
(xα, x3) pour ε fixé. A partir du chapitre III, la notation T [ε] sera employée
systématiquement pour désigner la série formelle associée au développement en série
entière du tenseur T [ε] .

Par exemple, le champ de tenseurs µα
β(h) est développable en série entière en h

tout comme son inverse, et la notation précédente montre que µα
β [ε] et (µ−1)αβ [ε]

sont développables en séries entières en ε , avec les formules

µα
β [ε] = δαβ − εx3b

α
β et (µ−1)αβ [ε] =

∞∑
k=0

εkxk
3(b

k)αβ

en utilisant la notation 1.12. De même, l’opérateur µ(h) défini par l’équation (1.14)
permet de définir un opérateur

µ[ε] : C∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
→ C

∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
.

Si en particulier w ∈ C∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
, alors l’équation

u[ε] := µ[ε](w) =

wα − εx3b
β
αwβ

w3,
(2.17)

montre en particulier que u[ε] ainsi défini est développable en série entière en ε .

2.4 Opérateurs 2D

Dans la suite, on va développer les opérateurs de l’élasticité en fonction de h . Les
coefficients de ces développements sont alors des opérateurs définis sur la surface
moyenne S0 et qui sont intrinsèques. La définition suivante permet de donner un
cadre rigoureux à l’étude de ces opérateurs.



Définition 2.6 Un opérateur 2D est un opérateur différentiel L agissant sur l’es-
pace des couples Γ(T1S0) × C∞(S0) et à valeurs dans un espace de champs de
tenseurs sur S0 , de la forme

L(z) =
∑

k∈N∗, (I,J)∈C
cIJ

(
B[k,I,J ]

∗ ⊗ (D(k−1)zα)
)

+
∑

k∈N, (I,J)∈C
cIJ

(
B

[k,I,J ]
3 ⊗ (D(k)z3)

)
,

(2.18)

où les sommes sont effectuées sur des ensembles finis, avec

• D(k) la dérivée covariante sur S0 effectuée k -fois (avec D(0) = Id ), donc
(D(k−1)zα) et (D(k)z3) appartiennent à Γ(TkS0) .

• B[k,I,J ]
∗ , B

[k,I,J ]
3 des champs de tenseurs sur S0 qui sont des combinaisons

linéaires de produits de tenseurs b et de tenseurs du type D(i)b où b est la
seconde forme fondamentale de la surface S0 .

• C l’ensemble des couples (I, J) de sous-ensembles ordonnés de N
∗ , tels que

# I = # J .

• cIJ l’opérateur de contraction défini comme composé de la suite de contractions
surfaciques sur les indices dont les positions dans le tenseur sont définies par
I et J .

Remarquons que le fait que L soit à valeurs dans un espace de champs de tenseurs
implique que les termes des sommes soient tous des tenseurs du même type et
du même sous-type. Les opérateurs ραβ(0) , γαβ(0) , θα(0) et ωαβ(0) sont des
opérateurs 2D au sens précédent. En accord avec la notation 1.12, on note désormais
ces opérateurs de la façon suivante :

Notation 2.7 Dans la suite, les opérateurs

ραβ := ραβ(0), γαβ := γαβ(0), θα := θα(0), ωαβ := ωαβ(0), (2.19)

désignent donc des opérateurs 2D au sens de la définition précédente.

Un opérateur 2D est défini comme un opérateur agissant sur Γ(T1S0)×C∞(S0) .
Il agit aussi naturellement sur l’espace

C
∞(

I,Γ(T1S0) × C∞(S0)
)
.

Si w est un élément de cet espace, et si L est un opérateur 2D à valeurs dans un
espace du type Γ(T q

pS0) , alors L(w) ∈ C∞(
I,Γ(T q

pS0)
)
.

D’autre part, la dérivée partielle ∂3 possède une existence globale sur la variété
Ω = S × I et donc après réduction normale des champs de 1-formes, sur l’espace



C
∞(

I,Γ(T1S0) × C∞(S0)
)
. Par définition, il est clair que cette dérivée partielle

commute alors avec les opérateurs 2D agissant sur C∞(
I,Γ(T1S0)× C∞(S0)

)
. On

a donc par exemple ∂3 ◦ γαβ = γαβ ◦ ∂3 .

Dans la suite, on va développer en série entière l’opérateur 3D, et les coeffi-
cients de ce développement sont des polynômes en x3 à coefficients opérateurs
2D composés avec des dérivées partielles ∂3 , qui agissent alors sur des éléments
w ∈ C∞(

I,Γ(T1S0) × C∞(S0)
)
.

2.5 Développement en séries entières de l’opérateur

Le théorème 4.1 du chapitre I donne l’expression de l’opérateur d’élasticité 3D en
coordonnées normales agissant sur le déplacement u , ce qui induit un opérateur
agissant sur le déplacement shifté w . Le corollaire 1.5 montre alors que l’opérateur
à l’intérieur défini par les équations (4.19) et (4.20) du chapitre I permet de définir
un opérateur

L : C∞(
(−ε, ε),Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
→ C

∞(
(−ε, ε),Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
par l’équation

Lα(w) = 2µ∂ε
3γα3(h) ◦ µ(h)(w) + λ∂ε

3(D
h
αw3) − 2µbββ(h)γα3(h) ◦ µ(h)(w)

+ λDh
αγ

ν
ν (h) ◦ µ(h)(w) + 2µDh

βγ
β
α(h) ◦ µ(h)(w),

L3(w) = (λ + 2µ)∂ε
33w3 + (λ + µ)∂ε

3γ
α
α(h) ◦ µ(h)(w)−µbαα(h)∂ε

3w3

+ µρα
α(h) ◦ µ(h)(w).

(2.20)

De même, les équations sur les surfaces supérieures et inférieures de la coques per-
mettent de définir un opérateur

B : C∞(
(−ε, ε),Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
→ Γ(T1S−+ε) × C∞(S−+ε)

par les équationsBα(w) = 2µγα3(h) ◦ µ(h)(w)
∣∣
S−+ε

,

B3(w) = (λ + 2µ)∂ε
3w3 + λγα

α(h) ◦ µ(h)(w)
∣∣
S−+ε

.
(2.21)

Dans ces équations, l’opérateur µ(h) est l’endomorphisme de C∞(
(−ε, ε),Γ(T1S0)×

C
∞(S0)

)
défini par l’équation (1.14).



Le changement d’échelle permet de définir un nouvel opérateur à partir de
l’opérateur d’élasticité 3D. Rappelons qu’il existe ε0 > 0 tel que la coque géomé-
trique Ωε soit définie pour tout ε ≤ ε0 (voir la sous-section 1.1 du chapitre I). On
peut de plus supposer que ε0 est assez petit pour que le shifter, et donc l’opérateur
µ[ε] , soit inversible pour tout ε ≤ ε0 .

Définition 2.8 Pour tout ε ≤ ε0 fixé, on appelle opérateur d’élasticité 3D sur la
variété Ω l’opérateur

(
L(ε),B(ε)

)
avec

L(ε) : C∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
→ C

∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
et

B(ε) : C∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
→ Γ(T1Γ−+) × C∞(Γ−+

)
les opérateurs obtenus à partir des opérateurs L et B en effectuant le changement
d’échelle (2.15). On a donc dans tout système de coordonnées normalesL(ε)(xα, x3; Dα, ∂3) = L(xα, εx3; Dα, ε

−1∂3) et

B(ε)(xα, x3; Dα, ∂3) = B(xα, εx3; Dα, ε
−1∂3).

(2.22)

Il est clair que les formules (2.22) définissent bien des opérateurs intrinsèques sur
la variété Ω car le changement d’échelle n’affecte pas les objets sur la surface S0 .
Avec cette définition, on montre le théorème suivant :

Théorème 2.9 Les opérateurs L(ε) et B(ε) sont développables en séries entières
en ε . Ainsi, il existe pour tout k ≥ 0 des opérateurs

Lk : C∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
→ C

∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
et

Bk : C∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
→ Γ(T1Γ−+) × C∞(Γ−+

)
tels que

L(ε) = ε−2

∞∑
k=0

εkLk et B(ε) = ε−1

∞∑
k=0

εkBk. (2.23)

De plus, on a L0 = � ◦ ∂33 et B0 = � ◦ ∂3 où � est défini par

�(w) =
(
µwα, (λ + 2µ)w3

)
.

Enfin, pour tout k ≥ 1 , il existe des opérateurs Lk,j pour j = 0, 1, 2 et Bk,j

pour j = 0, 1 , polynômes en x3 à coefficients opérateurs 2D tels que pour tout
w ∈ C∞(

I,Γ(T1S0) × C∞(S0)
)
,

Lk(w) =
2∑

j=0

Lk,j(∂2−j
3 w) et Bk(w) =

1∑
j=0

Bk,j(∂1−j
3 w).



Preuve. Les opérateurs L et B ne font intervenir que des dérivées partielles
d’ordres un et deux en y3 = h , et les coefficients de ces dérivées partielles sont des
opérateurs intrinsèques sur S0 ne dépendant que de la première et la seconde forme
fondamentale aαβ(h) et bαβ(h) sur Sh , et comportant des dérivées covariantes Dh .

Les équations (2.1), (2.2) et (2.3) montrent que les champs de tenseurs aαβ(h) ,
bαβ(h) et aαβ(h) , sont développables en séries entières en h , et ces développements
ne comportent que des puissances positives de h .

En utilisant le corollaire 2.4, on voit que les opérateurs L et B sont dévelop-
pables en séries entières en h , et les coefficients de ces développements sont des
compositions d’opérateurs 2D et de dérivées ∂ε

3 d’ordres au plus 2 .

Le changement d’échelle et les relations (2.22) montrent que les opérateurs L(ε) et
B(ε) sont développables en séries entières en ε . Les propriétés des opérateurs Lk

et Bk se vérifient alors aisément.

La suite de ce chapitre consiste à donner des expressions exactes des opérateurs Lk

et Bk pour tout k ≥ 0 .

3 Développements des tenseurs principaux

Dans cette section, on commence le calcul des coefficients du développement de
l’opérateur 3D. Pour cela, on introduit tout d’abord de nouveaux opérateurs 2D
qui vont intervenir dans les développements, ainsi que certaines de leurs propriétés.
Ensuite, on fixe w ∈ C∞(

I,Γ(T1S0) × C∞(S0)
)
, et on développe le tenseur des

déformations tridimensionnel associé à w en fonction de ε .

3.1 Quelques opérateurs 2D

Avant de commencer les développements proprement dits, on récapitule ici diverses
propriétés et définitions d’opérateurs 2D qui seront utiles dans la suite. Rappelons,
en utilisant la notation 2.7, que le tourbillon plan est défini par la formule

ωαβ(u) = 1
2
(Dαuβ − Dβuα) (3.1)

pour u ∈ Γ(T1S0)× C∞(S0) . Dans la suite, u désigne toujours un élément de cet
espace.

On introduit alors les opérateurs 2D suivants : tout d’abord

Sb(ω)αβ := 1
2
(bγαωβγ + bγβωαγ), (3.2)



partie symétrique du tenseur bγαωβγ . De même la partie symétrique du tenseur
bσαγβσ se note

Sb(γ)αβ := 1
2
(bσαγβσ + bσβγασ), (3.3)

et la partie antisymétrique

Ab(γ)αβ := 1
2
(bσαγβσ − bσβγασ). (3.4)

L’intérêt des tenseurs précédents provient des calculs qui suivent. Rappelons que le
tourbillon transverse est défini par la formule :

θα(u) = Dαu3 + bσαuσ. (3.5)

On pose alors

καβ := 1
2
(Dαθβ + Dβθα). (3.6)

L’expression explicite de ce tenseur en fonction de u est

καβ(u) = 1
2
(DαDβu3 + DβDαu3) + 1

2
(Dαb

σ
βuσ + Dβb

σ
αuσ). (3.7)

Le résultat suivant relie les deux tenseurs κ et ρ .

Proposition 3.1 L’égalité d’opérateurs 2D suivante est vraie :

ραβ = καβ + Sb(γ)αβ + Sb(ω)αβ. (3.8)

Preuve. D’après l’équation (4.10) du chapitre I, on a

ραβ = Dαθβ + bναγβν + bναωβν .

Le membre de droite de l’expression (3.8) est simplement la partie symétrique du
membre de droite de l’équation précédente. Le fait que le tenseur ραβ est symétrique
suffit donc à montrer la proposition. Cela résulte de la définition même de l’opérateur
ρ comme tenseur de changement de courbure, mais on peut le vérifier directement
par calcul, ce qui est fait dans la suite de cette preuve.

On veut donc montrer que pour toute 1-forme u ,

DαDβu3 − cαβu3 + Dαb
σ
βuσ + bσαDβuσ = DβDαu3 − cβαu3 + Dβb

σ
αuσ + bσβDαuσ.

Les tenseurs DαDβu3 et cαβ sont symétriques de manière évidente. D’autre part,
un calcul utilisant les règles de manipulation des dérivées covariantes de tenseurs
montre que

Dβb
σ
αuσ + bσβDαuσ

= bσαDβuσ + (Dαb
σ
β)uσ + bσβDαuσ

= Dαb
σ
βuσ + bσαDβuσ,



où on a utilisé l’équation de Codazzi-Mainardi Dαb
σ
β = Dβb

σ
α . Ceci termine la

preuve.

Le tenseur καβ est souvent considéré en mécanique comme une approximation du
tenseur de changement de courbure ραβ . On l’utilise ici en raison de sa dépendance
simple en θα , et de son rôle dans les équations tridimensionnelles.

On définit enfin un dernier opérateur 2D :

Λαβ(u) := 1
2
(bσαDσuβ − bσβDαuσ). (3.9)

Proposition 3.2 On a l’égalité suivante entre opérateurs 2D :

Λαβ = Ab(γ)αβ − Sb(ω)αβ. (3.10)

Preuve. Si on fait agir le membre de droite de l’équation (3.10) sur une 1-forme
u , on trouve[

Ab(γ)αβ − Sb(ω)αβ
]
(u) = 1

2
[bσαγβσ − bσβγασ − bσαωβσ − bσβωασ]

= 1
4
[bσαDβuσ + bσαDσuβ − bσβDαuσ − bσβDσuα + cαβu3

− cβαu3 − bσαDβuσ + bσαDσuβ − bσβDαuσ + bσβDσuα]

= 1
2
[bσαDσuβ − bσβDαuσ]

= Λαβ(u),

d’où le résultat.

Voici quelques propriétés des opérateurs que nous venons de définir :

Proposition 3.3 Pour tout H ∈ N , on a

(b�)αβ Sb(ω)βα = 0 (3.11a)

(b�)αβΛβ ·
·α = 0 (3.11b)

(b�)αβ Sb(γ)βα = (b�+1)αβγ
β
α. (3.11c)

Preuve. On calcule

(b�)αβ Sb(ω)βα = 1
2
(b�)αβ(bβγωαγ + bγαω

β ·
· γ)

= 1
2
[(b�+1)αγωαγ + (b�+1)βγωβγ].

(3.12)

Le tenseur bαβ est symétrique. Il en est donc de même du tenseur (b�)αβ pour tout
H ∈ N . D’autre part, le tenseur ω est antisymétrique. On en déduit que

(b�+1)αγωαγ = −(b�+1)αγωγα = −(b�+1)γαωγα.



Le dernier terme de l’équation (3.12) est donc nul, ce qui prouve (3.11a).

L’équation (3.11b) est évidente d’après (3.10), en utilisant (3.11a) et le fait que
Ab(γ)αβ est antisymétrique, avec le même type de manipulation que ci-dessus.

Enfin, on a

(b�)αβ Sb(γ)βα = 1
2
(b�)αβ [bβσγσα + bσαγ

β
σ ]

= (b�+1)αβγ
β
α,

ce qui termine la preuve de la proposition.

Les opérateurs Sb(ω) , Sb(γ) , Ab(γ) et Λ interviennent dans la suite lors du dé-
veloppement des équations tridimensionnelles. On se sert notamment des deux
formes (3.9) et (3.10) de l’opérateur Λ selon la situation.

3.2 Tenseur des déformations surfaciques

Le tenseur des déformations surfaciques γαβ(h) induit un opérateur noté γαβ[ε]
agissant sur l’espace C∞(

I,Γ(T1S0 × C∞(S0)
)
. Dans l’expression de l’opérateur

L(ε) et B(ε) , ce tenseur est composé avec l’opérateur µ[ε] .

Définition 3.4 Dans la suite, on note

γ̃αβ[ε] := γαβ[ε] ◦ µ[ε]

ce qui définit un opérateur qui agit sur C∞(
I,Γ(T1S0)×C∞(S0)

)
et à valeurs dans

l’espace C∞(
I,Γ(T2S0)

)
.

Le terme γ̃αβ[ε](w) est donc le tenseur des déformations surfaciques après change-
ment d’échelle, associé au déplacement shifté w .

Dans toute la suite w ∈ C∞(
I,Γ(T1S0 ×C∞(S0)

)
ne dépend pas de ε . Le but

de cette sous-section est de déterminer le développement en série entière du terme
γ̃αβ[ε](w) .

Dans la suite, on note D[ε] la dérivée covariante Dh après changement d’échelle.
L’équation (2.13) après changement d’échelle montre qu’on a

Dα[ε]µσ
β[ε]wσ = µδ

β[ε]Dα(µ−1)νδ [ε]µ
σ
ν [ε]wσ = µδ

β[ε]Dαwδ. (3.13)

Compte tenu de l’expression de la deuxième forme fondamentale, on a d’autre
part

bαβ[ε]w3 = bαβw3 − εx3cαβw3.



Mais par définition, compte tenu de l’expression de µ[ε] , on a

γ̃αβ[ε](w) = 1
2

(
Dα[ε]µσ

β[ε]wσ + Dβ[ε]µ
σ
α[ε]wσ

)
− bαβ[ε]w3,

on a donc, en utilisant l’équation (3.13) et la notation 2.7

γ̃αβ[ε](w) = 1
2

(
µδ
β[ε]Dαwδ + µδ

α[ε]Dβwδ

)
− bαβw3 + εx3cαβw3

= γαβ(w) + εx3

[
cαβw3 − 1

2
bσαDβwσ − 1

2
bσβDαwσ

]
.

(3.14)

Pour calculer le terme entre crochets dans l’équation précédente, remarquons que
d’après l’équation (3.8),

Sb(γ)αβ + Sb(ω)αβ = ραβ − καβ.

En utilisant l’expression symétrisée de ραβ(w)

ραβ(w) = 1
2
(DαDβw3 + DβDαw3) − cαβw3

+ 1
2
(bσαDβwσ + bσβDαwσ) + 1

2
(Dαb

σ
βwσ + Dβb

σ
αwσ),

et grâce à l’équation (3.7), on trouve finalement

Sb(γ)αβ(w) + Sb(ω)αβ(w) = −cαβw3 + 1
2
bσαDβwσ + 1

2
bσβDαwσ.

On en déduit l’expression suivante :

γ̃αβ[ε](w) = γαβ(w) − εx3

[
Sb(γ)αβ(w) + Sb(ω)αβ(w)

]
. (3.15)

Dans les expressions (3.14) et (3.15), les dépendances en ε sont complètement ex-
plicites, et les coefficients des développements sont des opérateurs 2D.

D’autre part, il est nécessaire de calculer l’expression du champ de tenseurs

γ̃α
β [ε](w) = aασ[ε]γ̃σβ[ε](w).

En faisant alors le produit de Cauchy des deux séries entières convergentes, et en
utilisant les équations (2.2) et (3.15), on trouve

γ̃α
β [ε](w) =

∞∑
n=0

εn
n∑

k=0

(
gασ[ε]

)k(
γ̃σβ[ε](w)

)n−k

=
∞∑

n=0

εn
n∑

k=0

(k + 1)xk
3(b

k)ασ
(
γ̃σβ[ε](w)

)n−k
,

où les notations
(
gασ[ε]

)n
et

(
γ̃σβ[ε](w)

)n
sont employées pour désigner les coeffi-

cients de εn dans les développements de aαβ[ε] et γ̃αβ[ε](w) (ces développements



ne contiennent que des termes en puissances positives de ε ). Notant alors de même(
γ̃α
β [ε](w)

)n
le coefficient de εn dans le développement de γ̃α

β [ε](w) , on déduit de
l’expression (3.15) les équations suivantes, avec n ≥ 1(

γ̃α
β [ε](w)

)0
= γα

β (w),(
γ̃α
β [ε](w)

)n
= (n + 1)xn

3 (bn)ασγ
σ
β (w) − nxn

3 (bn−1)ασ
(
Sb(γ)σβ + Sb(ω)σβ

)
(w).

Mais pour n ≥ 1 on a

(n + 1)(bn)ασγ
σ
β (w) − n(bn−1)ασ Sb(γ)σβ(w)

= (n + 1)(bn)ασγ
σ
β (w) − 1

2
n(bn)ασγ

σ
β (w) − 1

2
n(bn−1)ασb

ν
βγ

σ
ν (w)

= (bn)ασγ
σ
β (w) + n(bn−1)ασ

(
1
2
bσδ γ

δ
β(w) − 1

2
bδβγ

σ
δ (w)

)
= (bn)ασγ

σ
β (w) + n(bn−1)ασ Ab(γ)σ ·

·β(w).

Puisqu’on a Λαβ = Ab(γ)αβ − Sb(ω)αβ , on en déduit, avec la convention (bk)βα = 0
pour k < 0 , l’équation pour tout n ≥ 0(

γ̃α
β [ε](w)

)n
= xn

3 (bn)αδ γ
δ
β(w) + nxn

3 (bn−1)αδ Λδ ·
·β(w). (3.16)

Cette équation donne le développement suivant :

γ̃α
β [ε](w) = γα

β (w) +
∞∑

n=1

εnxn
3 (bn)αδ γ

δ
β(w) +

∞∑
n=1

nεnxn
3 (bn−1)αδ Λδ ·

·β(w). (3.17)

D’après la propriété (3.11b) de l’opérateur Λ , la formule suivante est alors va-
lable :

γ̃α
α [ε](w) =

∞∑
n=0

εnxn
3 (bn)αβγ

β
α(w). (3.18)

3.3 Tenseur des déformations transverses

Rappelons que le tourbillon transverse sur la coque après changement d’échelle s’écrit

θσ[ε](w) = Dσ[ε]w3 + bβσ[ε]wβ,

pour w ∈ C∞(I,Γ(T1S0) × C∞(S0) . Supposons toujours w indépendant de ε .
En utilisant l’équation (2.5) après changement d’échelle, on trouve alors

θσ[ε] ◦ µ[ε](w) = Dσw3[ε] + (µ−1)βα[ε]bασµ
δ
β[ε]wδ

= Dσw3 + bασwα,



d’où l’équation très simple

θσ[ε] ◦ µ[ε](w) = θσ(w). (3.19)

L’introduction du déplacement shifté simplifie ici les calculs de manière évidente.

Définition 3.5 La contrainte normale de cisaillement associée au déplacement shif-
té w ∈ C∞(

I,Γ(T1S0) × C∞(S0)
)

est définie par l’équation

Nσ[ε](w) = 2γσ3[ε] ◦ µ[ε](w). (3.20)

Pour u ∈ C∞(
I,Γ(T1S0)×C∞(S0)

)
on a par définition après changement d’échelle

2γσ3[ε](u) = ε−1∂3uσ + Dσ[ε]u3 + 2bασ [ε]uα

= ε−1∂3uσ + bασ [ε]uα + θσ[ε](u)

d’où l’équation

Nσ[ε](w) = ε−1∂3

(
µα
σ [ε]wα

)
+ (µ−1)βα[ε]bασµ

δ
β[ε]wδ + θσ(w),

en utilisant le résultat précédent. On trouve donc

Nσ[ε](w) = ε−1µα
σ [ε]∂3wα + ε−1wα∂3

(
µα
σ [ε]

)
+ bασwα + θσ(w)

= ε−1∂3wσ − x3b
α
σ∂3wα − wαb

α
σ + bασwα + θσ(w),

d’où l’équation

Nσ[ε](w) = ε−1∂3wσ − x3b
α
σ∂3wα + θσ(w). (3.21)

Remarquons que ce développement commence par un terme en ε−1 .

Calculons maintenant le développement en série entière en ε du champ de
tenseurs Dα[ε]θβ[ε] ◦ µ[ε](w) .

Pour cela, on utilise la formule (3.13) appliquée à θσ[ε]◦µ[ε](w) . Posons comme
intermédiaire de calcul

θ̃σ[ε](w) := (µ−1)ασ [ε]θα[ε] ◦ µ[ε](w).

Les équations précédentes montre que le coefficients de εn dans le développement
de ce champ de tenseurs s’écrit(

θ̃β[ε](w)
)n

= xn
3 (bn)αβθα(w). (3.22)

Or d’après la formule (3.13), on a

Dα[ε]θβ[ε] ◦ µ[ε](w) = Dαθ̃β[ε](w) − εx3b
δ
βDαθ̃δ[ε](w). (3.23)

En utilisant l’équation (3.22), on trouve finalement que

Dα[ε]θβ[ε] ◦ µ[ε](w) = Dαθβ(w) +
∞∑

n=1

εnxn
3

[
Dα(bn)γβθγ(w) − bδβDα(bn−1)γδθγ(w)

]
.

(3.24)



4 Développements des équations

Dans cette section, on donne l’expression des développements en série entière en
ε des opérateurs L(ε) et B(ε) . La dernière partie de cette section conclut le
développement des équations en donnant les hypothèses sur le second membre des
équations de l’élasticité.

4.1 Réécriture

L’équation (3.8) et les propriétés (3.11a) et (3.11c) montrent que, en tant qu’opéra-
teurs 2D, on a l’égalité suivante :

ρα
α = κα

α + Sb(γ)αα = Dαθα + bαβγ
β
α.

Cette relation est également vraie pour les opérateurs associés sur la coque, c’est-à-
dire qu’on a la relation suivante :

ρα
α[ε] = Dα[ε]θα[ε] + bαβ [ε]γβ

α[ε].

Soit alors w ∈ C∞(
I, T1S0 × C∞(S0)

)
indépendant de ε . En remarquant que

Dσ[ε]w3 = Dσw3 = ∂σw3 dans un système de coordonnées, et de même

Dσ[ε]γ̃
ν
ν [ε](w) = Dσγ̃

ν
ν [ε](w),

l’équation précédente ainsi que les définitions 3.4 et 3.5 montrent qu’on a

Lσ(ε)(w) = ε−1µ∂3Nσ[ε](w) + ε−1λ∂3(Dσw3) − µbββ[ε]Nσ[ε](w)

+ λDσγ̃
ν
ν [ε](w) + 2µDβ[ε]γ̃

β
σ [ε](w),

L3(ε)(w) = ε−2(λ + 2µ)∂33w3 + ε−1(λ + µ)∂3γ̃
α
α [ε](w) − ε−1µbαα[ε]∂3w3

+ µDα[ε]θα[ε] ◦ µ[ε](w) + µbαβ [ε]γ̃β
α[ε](w),

(4.1)

et 
Bσ(ε)(w) = µNσ[ε](w)

∣∣
Γ−+

,

B3(ε)(w) = ε−1(λ + 2µ)∂3w3 + λγ̃α
α [ε](w)

∣∣
Γ−+

.
(4.2)

Les identités de la section précédente permettent de développer ces équations.



4.2 Développement des équations transverses

Commençons par développer les opérateurs L3(ε)(w) et B3(ε)(w) pour w un
élément de l’espace C∞(

I,Γ(T1S0) × C∞(S0)
)

indépendant de ε .

On a tout d’abord

bαα[ε]∂3w3 =
∞∑

n=0

εnxn
3 (bn+1)αα∂3w3. (4.3)

De même, en utilisant l’équation (3.18) et le fait que ∂3 commute avec les opérateurs
2D, on trouve en particulier que

∂3γ̃
α
α [ε](w) =

∞∑
n=0

εn(bn)αβγ
β
α

(
∂3(x

n
3w)

)
. (4.4)

Enfin, on a pour tout n ≥ 0

(
bαβ [ε]γ̃β

α[ε](w)
)n

=
n∑

k=0

xk
3(b

k+1)αβ
(
γ̃β
α[ε](w)

)n−k
.

Si on remplace dans cette équation les termes
(
γ̃β
α[ε](w)

)n−k
par leurs expres-

sions (3.16), on s’aperçoit que les termes faisant intervenir l’opérateur Λαβ vont
s’annuler en vertu de la propriété (3.11b). On en déduit que

(
bαβ [ε]γ̃β

α[ε](w)
)n

=
n∑

k=0

xk
3(b

k+1)αβx
n−k
3 (bn−k)βδ γ

δ
α(w)

=
n∑

k=0

xn
3 (bn+1)αδ γ

δ
α(w)

= (n + 1)xn
3 (bn+1)αδ γ

δ
α(w).

On en déduit donc que

bαβ [ε]γβ
α[ε](w) =

∞∑
n=0

(n + 1)εnxn
3 (bn+1)αβγ

β
α(w). (4.5)

Pour développer l’équation transverse à l’intérieur de Ω , il reste à trouver le dé-
veloppement de

Dα[ε]θα[ε] ◦ µ[ε](w) = gαβ[ε]Dα[ε]θβ[ε] ◦ µ[ε](w)

= (µ−1)αγ [ε](µ−1)βδ [ε]a
γδDα[ε]θβ[ε] ◦ µ[ε](w).



L’équation (3.23) s’écrit encore

Dα[ε]θβ[ε] ◦ µ[ε](w) = µσ
β[ε]Dαθ̃σ[ε](w),

et on trouve donc

Dα[ε]θα[ε] ◦ µ[ε](w) = (µ−1)αγ [ε]aγδDαθ̃δ[ε](w).

En développant alors les termes de cette expression, on trouve que(
Dα[ε]θα[ε] ◦ µ[ε](w)

)n
=

n∑
k=0

xk
3(b

k)αγa
γδDα

(
θ̃δ[ε](w)

)n−k
,

et en utilisant l’équation (3.22) on trouve

(
Dα[ε]θα[ε] ◦ µ[ε](w)

)n
=

n∑
k=0

xk
3(b

k)αγa
γδDαx

n−k
3 (bn−k)βδ θβ(w)

=
n∑

k=0

xn
3 (bk)αγa

γδDα(bn−k)βδ θβ(w),

d’où la formule

Dα[ε]θα[ε] ◦ µ[ε](w) =
∞∑

n=0

εn
n∑

�=0

(b�)δαDα(bn−�)βδ θβ(x
n
3w). (4.6)

Notons qu’on peut trouver cette formule par une autre méthode en utilisant directe-
ment l’équation (3.24).

En utilisant alors les équations (4.3), (4.4), (4.5), et (4.6), le développement
complet du terme L3(ε)(w) s’écrit :

L3(ε)(w) = ε−2(λ + 2µ)∂33w3 − ε−1µ
∞∑

n=0

εnxn
3 (bn+1)αα∂3w3

+ ε−1(λ + µ)
∞∑

n=0

εn(bn)αβγ
β
α

(
∂3(x

n
3w)

)
+ µ

∞∑
n=0

εn(n + 1)(bn+1)αβγ
β
α(xn

3w)

+ µ

∞∑
n=0

εn
n∑

�=0

(b�)δαDα(bn−�)βδ θβ(x
n
3w).

(4.7)

De même, l’opérateur B3(ε) s’écrit

B3(ε)(w) = ε−1(λ + 2µ)∂3w3

∣∣
Γ−+

+ λ
∞∑

n=0

εn(bn)αβγ
β
α(xn

3w)
∣∣
Γ−+

. (4.8)



4.3 Développement des équations surfaciques

La seule quantité présentant une difficulté dans le développement de l’opérateur sur-
facique à l’intérieur (voir l’équation (4.1)) est l’expression Dβ[ε]γ̃

β
σ [ε](w) . D’après

le corollaire 2.3 après changement d’échelle, ce terme s’écrit encore

Dα[ε]γ̃α
σ [ε](w) = Dαγ̃

α
σ [ε](w) − (µ−1)δν [ε]γ̃

α
δ [ε](w)Dαµ

ν
σ[ε]

+ (µ−1)αν [ε]γ̃δ
σ[ε](w)Dαµ

ν
δ [ε]

= Dαγ̃
α
σ [ε](w) + εx3(µ

−1)δν [ε]γ̃
α
δ [ε](w)Dαb

ν
σ

− εx3(µ
−1)αν [ε]γ̃δ

σ[ε](w)Dαb
ν
δ .

En identifiant les puissances de ε , on trouve alors que pour tout n ≥ 0 ,

(
Dα[ε]γ̃α

σ [ε](w)
)n

= Dα

(
γ̃α
σ [ε](w)

)n
+

n−1∑
k=0

xk+1
3 (bk)δν

(
γ̃α
δ [ε](w)

)n−k−1
Dαb

ν
σ

−
n−1∑
k=0

xk+1
3 (bk)αν

(
γ̃δ
σ[ε](w)

)n−k−1
Dαb

ν
δ

= Dα

(
γ̃α
σ [ε](w)

)n
+

n∑
k=1

xk
3(b

k−1)δν
(
γ̃α
δ [ε](w)

)n−k
Dαb

ν
σ

−
n∑

k=1

xk
3(b

k−1)αν
(
γ̃δ
σ[ε](w)

)n−k
Dαb

ν
δ .

(4.9)

Cette équation permet de trouver l’expression de l’opérateur Lα[ε](w) .

D’après l’équation (3.21), le développement du terme Nσ[ε](w) ne comporte que
deux termes N0

σ(w) = ∂3wσ et N1
σ(w) = θσ(w) − x3b

α
σ∂3wα . On a donc en tant

que série formelle opérateur

Nσ[ε] = ε−1N0
σ + N1

σ .



D’après les équations (4.1) on trouve donc

Lσ(ε)(w) = ε−2µ∂33wσ + ε−1
(
µ∂3N

1
σ(w) + λ∂3Dσw3 − µbββ∂3wσ

)
− µx3c

β
β∂3wσ − µbββN

1
σ(w) + λDσγ

α
α(w) + 2µDαγ

α
σ (w)

+
∞∑

n=1

εn
[
− µxn+1

3 (bn+2)αα∂3wσ − µxn
3 (bn+1)ααN

1
σ(w)

]
+

∞∑
n=1

εn
[
2µDα

(
γ̃α
σ [ε](w)

)n
+ 2µ

n∑
k=1

xk
3(b

k−1)δν
(
γ̃α
δ [ε](w)

)n−k
Dαb

ν
σ

− 2µ
n∑

k=1

xk
3(b

k−1)αν
(
γ̃δ
σ[ε](w)

)n−k
Dαb

ν
δ + λDσ(b

n)αβγ
β
α(xn

3w)
]
.

(4.10)

Dans cette expression, les termes
(
γ̃δ
σ[ε](w)

)k
sont donnés par l’équation (3.16),

et le terme N1
σ(w) est donné ci-dessus. Dans la suite, on ne détaille pas plus

le développement de l’opérateur Lσ(ε) , et on remplace les valeurs des tenseurs(
γ̃α
σ [ε](w)

)n
au fur et à mesure de la résolution lorsque c’est nécessaire (voir le

chapitre III).

Enfin, l’opérateur Bσ(ε) s’écrit simplement

Bσ(ε)(w) = µNσ[ε](w), (4.11)

et l’équation (3.21) donne l’expression voulue.

4.4 Récapitulation

Le théorème ci-dessous récapitule les expressions des opérateurs Lk et Bk du
théorème 2.9.

Théorème 4.1 Les opérateurs Lk et Bk introduits dans le théorème 2.9 ont les
expressions suivantes : pour k = 0 , on a L0 = � ◦ ∂33 et B0 = � ◦ ∂3 , où
�(w) =

(
µwα, (λ + 2µ)w3

)
, de plus

L1
σ(w) = −µbαα∂3wσ + (λ + µ)Dσ∂3w3 − x3µb

α
σ∂33wα,

L1
3(w) = −µbαα∂3w3 + (λ + µ)γα

α(∂3w),
(4.12)



et

L2
σ(w) = −µx3c

α
α∂3wσ + µx3b

α
αb

β
σ∂3wβ − µbααDσw3 − µbββb

α
σwα + λDσγ

α
α(w)

+ 2µDαγ
α
σ (w),

L2
3(w) = −µx3c

α
α∂3w3 + (λ + µ)bβαγ

α
β

(
∂3(x3w)

)
+ µbβαγ

α
β (w) + µDαθα(w).

(4.13)

De plus, pour tout n ≥ 3 , on a

Ln
σ(w) = −µxn−1

3 (bn)αα∂3wσ − µxn−2
3 (bn−1)ααN

1
σ(w) + λDσ(b

n−2)αβγ
β
α(xn−2

3 w)

+ 2µDα

(
γ̃α
σ [ε](w)

)n−2
+ 2µ

n−2∑
k=1

xk
3(b

k−1)δν
(
γ̃α
δ [ε](w)

)n−2−k
Dαb

ν
σ

− 2µ
n−2∑
k=1

xk
3(b

k−1)αν
(
γ̃δ
σ[ε](w)

)n−2−k
Dαb

ν
δ ,

(4.14)

et

Ln
3 (w) = −µxn−1

3 (bn)αα∂3w3 + (λ + µ)(bn−1)αβγ
β
α

(
∂3(x

n−1
3 w)

)
+ µ(n− 1)(bn−1)αβγ

β
α(xn−2

3 w) + µ
n−2∑
�=0

(b�)δαDα(bn−2−�)βδ θβ(x
n−2
3 w),

(4.15)

avec pour tout k ≥ 0(
γ̃α
β [ε](w)

)k
= xk

3(b
k)αδ γ

δ
β(w) + k xk

3(b
k−1)αδ Λδ ·

·β(w), (4.16)

et N1
σ(w) = θσ(w) − x3b

α
σ∂3wα . Pour l’opérateur sur les faces supérieures et

inférieures, on a

Bσ(ε)(w) = ε−1µ∂3wσ

∣∣
Γ−+

+ µθσ(w)
∣∣
Γ−+

− µx3b
α
σ∂3wα

∣∣
Γ−+

. (4.17)

et pour tout n ≥ 1 ,

Bn
3 (w) = λ(bn−1)αβγ

β
α(xn−1

3 w)
∣∣
Γ−+

. (4.18)

Preuve. Ce théorème est une conséquence directe des équations (4.7) et (4.10) en
calculant les premiers termes L1 et L2 .



4.5 Hypothèses sur le second membre

Les équations de l’élasticité tridimensionnelles sur une coque (voir les équations
(4.19) et (4.20) du chapitre I) font intervenir le champ de 1-formes f décrivant
les forces volumiques appliquées à l’intérieur de la coque. Par hypothèse, f est de
classe C∞ sur Ωε et dépend des variables (yα, h) dans un système de coordonnées
normales. On suppose de plus que f dépend de ε , et on note dans la suite f ε le
champ de forces volumiques. On désigne alors par f ε(ε) le champ de 1-forme f ε

après changement d’échelle.

On fait alors l’hypothèse suivante :

Hypothèse 4.2 Le champ de 1-forme f ε après changement d’échelle admet un
développement asymptotique

f ε(ε) �
∑
k∈N

εkfk.

où les fk ∈ C∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
sont indépendants de ε .

Cette hypothèse signifie que pour tout N ∈ N , et pour ‖.‖ une norme quel-
conque d’espace fonctionnel indépendante de ε , il existe une constante CN indépen-
dante de ε , telle que

‖f ε(ε) −
N∑

k=0

εkfk‖ ≤ CNεN+1.

L’hypothèse 4.2 est réalisée par exemple dans le cas où f ε est la restriction sur
l’ouvert Ωε d’un champ de 1-forme C∞ défini sur R

3 . Ceci revient à supposer
que f ε = f ne dépend pas de ε sur Ωε . Dans ce cas, le développement de Taylor
de f en h dans l’espace C∞(

(−ε, ε),Γ(T1S0)×C∞(S0)
)

(voir le corollaire 1.5 du
chapitre II),

f(xα, h) �
∑
k∈N

hk

k!
(∂ε

3)
kf(0),

où (∂ε
3)

kf(0) ne dépend pas de ε , fournit un développement asymptotique de f(ε) :

f(ε)(xα, x3) �
∑
k∈N

εk
xk

3

k!
(∂ε

3)
kf(0).

Toutefois, l’hypothèse 4.2 recouvre des cas plus généraux que le précédent.

L’hypothèse précédente permet d’associer naturellement au problème de l’élasti-
cité tridimensionnelle sur une coque un développement en série du second membre.



Chapitre III

Résolution en séries formelles

Dans ce chapitre, on introduit la notion de solution en série formelle des équations
de l’élasticité tridimensionnelle sur une coque mince en omettant les conditions aux
limites sur le bord latéral. On définit donc un problème posé dans l’algèbre des séries
formelles en ε dont les coefficients sont des champs de 1-formes sur S0 dépendant
de la coordonnée normale x3 après changement d’échelle. Ce problème provient des
développements des équations effectués dans le chapitre précédent. Dans un premier
temps, on introduit la notion de série formelle ainsi que celle de solution en série
formelle du problème 3D. On montre ensuite un théorème de structure qui permet
de ramener l’étude de la solution 3D à l’étude d’un nouveau problème 2D posé sous
forme de séries formelles appelé problème réduit. Ceci revient en fait à résoudre
en x3 les équations 3D. Une des raisons pour lesquelles il est difficile de dégager
des équations bidimensionnelles simples pour l’élasticité sur une coque est que le
problème réduit n’est pas unique, et qu’il peut être posé sous différentes formes,
toutes équivalentes. On exhibe ici une écriture du problème réduit faisant intervenir
des séries formelles canoniques vérifiant des équations fonctionnelles sur la variété
Ω =: S × (−1, 1) . On donne dans la dernière section de ce chapitre les expressions
exactes des opérateurs intervenant jusqu’au rang 2 dans les développements en
séries formelles du problème réduit. Les calculs effectués se rapprochent de ceux fi-
gurant dans John [33] dans un esprit plus systématique, mais dans un cadre linéaire.
L’étude des différents modèles bidimensionnels de coques est faites dans le chapitre
suivant.

1 Développements en séries formelles

Dans le chapitre II, on a montré que les opérateurs L(ε) et B(ε) admettent des
développement en séries entières en ε (voir le théorème 2.9 du chapitre II). Ces
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développements induisent naturellement des développements en séries formelles en
ε . Ceci permet d’introduire la notion de solution en série formelle associée à ces
opérateurs. A la fin de cette section, on donne les équations de récurrence vérifiées
par ces solutions.

1.1 Séries formelles

On rappelle que si E est une algèbre, une série formelle a[ε] en ε à coefficients
dans E est la donnée d’un entier n0 appelé puissance de démarrage de la série
formelle et d’une suite {ak}k≥0 d’éléments de E . On note cette série formelle a[ε] =
εn0

∑
k≥0 ε

kak . L’ensemble des séries formelles sur E est alors muni d’une structure
d’algèbre dont l’addition est simplement l’addition terme à terme des composantes,
et dont le produit est le produit de Cauchy de deux séries formelles défini par la
formule suivante, où a[ε] = εk0

∑
k≥0 ε

kak et b[ε] = ε�0
∑

�≥0 ε
�b� sont des séries

formelles sur E :

a[ε]b[ε] = εk0+�0
∑
n∈N

εn
( n∑

k=0

akbn−k
)
.

Soit maintenant E et F deux espaces de fonctions. Si A[ε] = εk0
∑

k≥0 ε
kAk

est une série formelle en ε à coefficients opérateurs continus de E dans F , et si
b[ε] = ε�0

∑
�≥0 ε

�b� et c[ε] = εn0
∑

n≥0 ε
ncn sont des séries formelles à coefficients

respectivement dans E et F , alors on peut définir le produit de Cauchy de A[ε]
et b[ε] , et la notation

A[ε]b[ε] = c[ε]

signifie que

∀n ∈ N,
n∑

p=0

Apbn−p = cn−n0+k0+�0 .

avec la convention que ck = 0 pour k < 0 . Si les séries formelles A[ε] et b[ε] ont
la même puissance de démarrage k0 , on peut aussi définir le produit tensoriel des
séries formelles A[ε] et b[ε] par l’équation

A[ε] ⊗ b[ε] = εk0

∑
k≥0

εkck avec ∀k ≥ 0, ck = Akbk.

Il s’agit donc simplement du produit terme à terme des séries formelles A[ε] et b[ε] .

Avec les notations du chapitre précédent, on note
(
L(ε),B(ε)

)
l’opérateur tridi-

mensionnel après changement d’échelle. Le théorème 2.9 du chapitre II montre que
cet opérateur admet un développement en séries entières en ε , et donc on peut
lui associer naturellement un développement en séries formelles en ε à coefficients



opérateurs sur la variété Ω = S × (−1, 1) . Dans la suite, on note L[ε] et B[ε] les
séries formelles associées respectivement aux opérateurs L(ε) et B(ε) . On a donc

L[ε] = ε−2
∑
k≥0

εkLk et B[ε] = ε−1
∑
k≥0

εkBk (1.1)

dans des algèbres de séries formelles en ε à coefficients opérateurs sur la variété
Ω . Les opérateurs Lk et Bk sont donnés dans le théorème 4.1 du chapitre
précédent. Les deux séries formelles de l’équation (1.1) ont des puissances de
démarrage négatives.

1.2 Solution en série formelle

L’équation (1.1) permet de définir la notion de solution en série formelle en ε du
problème tridimensionnel sans conditions aux limites sur le bord latéral.

Définition 1.1 Soit f [ε] =
∑

k≥0 ε
kfk une série formelle en ε à coefficients dans

C
∞(

I,Γ(T1S0) × C∞(S0)
)
.

On appelle solution 3D en série formelle toute série formelle w[ε] =
∑

k ε
kwk à

coefficients dans C∞(
I,Γ(T1S0)×C∞(S0)

)
telle que les équations suivantes soient

satisfaites : L[ε]w[ε] = −f [ε],

B[ε]w[ε] = 0,
(1.2)

où la première équation est valable dans C∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
et la seconde

dans Γ(T1Γ−+) × C∞(Γ−+) .

Dans la définition précédente on impose au second membre f [ε] et à la solution w[ε]
d’avoir des puissances de démarrage égale à 0 . Par linéarité, le problème précédent
à un sens si la puissance de démarrage de f [ε] est non nulle, et une solution en série
formelle est alors une série formelle de même puissance de démarrage que f [ε] .

Avec la définition précédente, si on note f [ε] =
∑

k≥0 ε
kfk , alors la série formelle

w[ε] =
∑

k≥0 ε
kwk est une solution en série formelle des équations tridimensionnelles

si et seulement si l’on a :

∀n ∈ N,


n∑

�=0

L�(wn−�) = −fn−2 dans Ω,

n∑
�=0

B�(wn−�) = 0 sur Γ−+.

(1.3)

Pour H < 0 , on a bien sur f � = 0 . Le but de ce chapitre est l’étude des solutions
de ce système.



1.3 Premiers termes

Rappelons que si E est le coefficient de Poisson du matériau et ν le module
d’Young, on a les relations

ν =
λ

2(λ + µ)
et E =

µ(3λ + 2µ)

λ + µ
, (1.4)

et inversement

λ =
Eν

(1 + ν)(1 − 2ν)
et µ =

E

2(1 + ν)
. (1.5)

Le fait que λ > 0 et µ > 0 équivaut à E > 0 et 0 < ν < 1/2 . En accord avec les
notations figurant dans [33], on pose

p =
λ

λ + 2µ
et q =

2µ

λ + 2µ
. (1.6)

On a donc p+q = 1 . Ces coefficients s’expriment en fonction du coefficient ν grâce
aux formules

p =
ν

1 − ν
et q =

1 − 2ν

1 − ν
.

Dans cette sous-section, w[ε] est une solution 3D en série formelle, et on étudie
les équations (1.3) aux rangs n = 0 et n = 1 . Ceci donne des résultats sur les
termes w0 et w1 .

D’après le chapitre II, on a

L0 = � ◦ ∂33 et B0 = � ◦ ∂3,

où l’opérateur � est défini par �(w) =
(
µwα, (λ + 2µ)w3

)
et est donc inversible

avec �−1(w) =
(

1
µ
wα,

1
λ+2µ

w3

)
.

Pour n = 0 , les équations (1.3) se réduisent à{
L0(w0) = 0 dans Ω,

B0(w0) = 0 sur Γ−+.
(1.7)

Les composantes transverses de ces équations s’écrivent encore{
(λ + 2µ)∂33w

0
3 = 0 dans Ω,

(λ + 2µ)∂3w
0
3 = 0 sur Γ−+.



En intégrant ces équations, on a immédiatement∫ x3

−1

∂33w
0
3 dx3 = 0 = ∂3w

0
3(x3),

d’où

w0
3 = z0

3(xα) (1.8)

où z0
3 est une fonction ne dépendant pas de la troisième variable x3 . De même, les

composantes surfaciques des équations (1.7) s’écrivent{
µ∂33w

0
σ = 0 dans Ω,

µ∂3w
0
σ = 0 sur Γ−+.

Comme précédemment, ceci implique que dans un système de coordonnées normales,
on a

w0
σ(xα, x3) = z0

σ(xα). (1.9)

De plus, les composantes zα définissent une 1-forme sur la surface S0 en vertu du
lemme 3.6 du chapitre I et du lemme 1.3 du chapitre II. Cette 1-forme surfacique
ne dépend pas de x3 . La relation précédente s’écrit donc simplement w0 = z0 et
est intrinsèque : c’est une égalité dans l’espace C∞(

I,Γ(T1S0) × C∞(S0)
)

où z0

est vu comme élément de cet espace en utilisant le plongement canonique

I : Γ(T1S0) × C∞(S0) ↪→ C
∞(

I,Γ(T1S0) × C∞(S0)
)
. (1.10)

Passons maintenant au rang n = 1 . Les équations (1.3) s’écrivent{
L0(w1) = −L1(w0) dans Ω,

B0(w1) = −B1(w0) sur Γ−+,
(1.11)

et rappelons que d’après l’équation (4.12) du chapitre II, on a

L1
σ(w) = −µbαα∂3wσ + (λ + µ)Dσ∂3w3 − x3µb

α
σ∂33wα,

L1
3(w) = −µbαα∂3w3 + (λ + µ)γα

α(∂3w).
(1.12)

De plus, les équations (4.17) et (4.18) du chapitre II montrent que

B1
σ(w) = µθσ(w)

∣∣
Γ−+

− µx3b
α
σ∂3wα

∣∣
Γ−+

,

B1
3(w) = λγα

α(w)
∣∣
Γ−+

.
(1.13)



Compte tenu du fait que w0 = z0 ne dépend pas de x3 , on a ∂3w
0 = 0 . On voit

donc que L1(w0) = 0 ,

B1
σ(w

0) = µθσ(z
0)

∣∣
Γ−+

et B1
3(w

0) = λγα
α(z0)

∣∣
Γ−+

.

Les composantes transverses des équations (1.11) deviennent donc{
(λ + 2µ)∂33w

1
3 = 0 dans Ω,

(λ + 2µ)∂3w
1
3 = −λγα

α(z0) sur Γ−+.

En divisant par λ + 2µ > 0 , on trouve encore (voir l’équation (1.6)){
∂33w

1
3 = 0 dans Ω,

∂3w
1
3 = −pγα

α(z0) sur Γ−+.

Ces équations définissent un problème de Neumann, dont la condition de compati-
bilité s’écrit [

− pγα
α(z0)

]+1

−1
= 0.

Or cette égalité est toujours vérifiée car γα
α(z0) ne dépend pas de x3 . On en déduit

que
∂3w

1
3(x3) = ∂3w

1
3(−1) = −pγα

α(z0),

et puisque le dernier terme ne dépend pas de x3 ,

w1
3 = z1

3 − x3pγ
α
α(z0) (1.14)

où comme précédemment, la fonction z1
3 ne dépend pas de x3 . La fonction z1

3 ,
tout comme la fonction z0

3 , est une constante d’intégration en x3 . Ces deux fonc-
tions dépendent en particulier de la primitive en x3 que l’on prend de la fonction
−pγα

α(z0) . Si on prend, par exemple, −(x3 + 1)pγα
α(z0) au lieu de −x3pγ

α
α(z0) ,

alors ces constantes changent. Dans la suite, on prendra de façon systématique
des primitives de fonctions en x3 qui s’annulent sur la surface moyenne (soit en
x3 = 0 ).

D’autre part, les composantes surfaciques des équations (1.11) s’écrivent{
µ∂33w

1
σ = 0 dans Ω,

µ∂3w
1
σ = −θσ(z

0) sur Γ−+.

On en déduit comme précédemment que

w1
σ = z1

σ − x3θσ(z
0) (1.15)



où z1
σ ne dépend pas de x3 et définit une 1-forme sur la surface S0 .

On trouve donc les équations

w0 = z0 et w1 = z1 + V 1(z0), (1.16)

où z0 et z1 sont des éléments de Γ(T1S0) × C∞(S0) , et où V 1 est l’opérateur

V 1 : Γ(T1S0) × C∞(S0) → C
∞(

I,Γ(T1S0) × C∞(S0)
)
,

défini par la relation

V 1(z) =

−x3θσ(z),

−x3pγ
α
α(z).

(1.17)

En utilisant les expressions des opérateurs θσ et γαβ , on a encore

V 1(z) =

−x3(Dσz3 + bασzα),

−x3p(D
αzα − bααz3).

L’équation (1.16) montre que les premiers termes d’une solution en série for-
melle w[ε] se calculent à partir de termes z0 et z1 . Pour cette raison, on pose la
définition suivante :

Définition 1.2 On appelle générateur 2D tout élément z ∈ Γ(T1S0)×C∞(S0) .

Un générateur 2D est donc un élément de C∞(
I,Γ(T1S0)×C∞(S0)

)
indépendant de

x3 . Il se représente dans un système de coordonnées locales par un couple (zα, z3)
d’une 1-forme et d’une fonction sur S0 .

2 Structure des solutions en série formelle

Dans cette section, on poursuit l’étude du développement d’une solution 3D en série
formelle (voir la définition 1.1). On montre que la connaissance de ce développement
se ramène à la résolution d’une nouvelle équation dans une algèbre de séries formelles,
mais posée sur la surface moyenne S0 . A partir d’une solution de ce nouveau
problème, on peut alors construire une solution tridimensionnelle. On donne ici
les résultats théoriques. Le calcul des termes du développement font l’objet de la
section suivante.



2.1 Opérateurs solutions

Soit w[ε] une série formelle solution 3D. Elle vérifie donc les équations (1.3) qui
s’écrivent encore

∀k ∈ N,


∂33w

k = −
k∑

�=1

�−1L�(wk−�) − �−1fk−2 dans Ω

∂3w
k = −

k∑
�=1

�−1B�(wk−�) sur Γ−+.

(2.1)

La sous-section précédente montre que les deux premiers termes de la série formelle
w[ε] se calculent à l’aide de générateurs 2D. Cette réduction d’une dimension et le
remplacement d’inconnues 3D par des inconnues 2D constitue le point principal de
ce chapitre. La démarche générale est résumée ci-dessous.

Supposons k fixé, et supposons qu’il existe k + 1 générateurs 2D distincts,
notés zj pour j = 0, . . . , k , tels que pour tout j ≤ k , les termes wj dépendent
des générateurs z0, . . . ,zj et des éléments f 0, . . . ,f j−2 . L’équation (2.1) écrite au
rang k+1 montre que wk+1 est solution d’un problème de Neumann sur l’intervalle
I , ce qui implique une condition de compatibilité sur les seconds membres. Cette
condition de compatibilité détermine une équation liant les termes zj pour j =
0, . . . , k et les termes f j pour j = 0, . . . , k − 1 . Le terme wk+1 est alors la
somme d’un terme dépendant des zj , pour j = 0, . . . , k , d’un terme dépendant
des f j pour j = 0, . . . , k− 1 , et d’un élément du noyau du problème de Neumann
qui est constitué précisément des générateurs 2D. On appelle alors cet élément zk+1 ,
et il est clair que l’on montre ainsi par récurrence qu’il existe une famille {zk} de
générateurs 2D tels que pour tout k , le terme wk dépende des termes zj pour
j = 0, . . . , k et des termes f j pour j = 0, . . . , k − 2 . De plus, la famille {zk}
de générateurs 2D vérifie une collection d’équations provenant des conditions de
compatibilités successives.

Le but de toute cette section est de montrer le théorème de structure qui fait
l’objet de la sous-section 2.2 ci-dessous. Le résultat de ce théorème est tout d’abord
que la relation liant la famille de 1-formes {wk} aux familles {zk} et {fk} peut
être écrite sous forme de séries formelles, c’est-à-dire qu’il existe des séries formelles
V [ε] et Q[ε] telles que

w[ε] = V [ε]z[ε] +Q[ε]f [ε], (2.2)

où les coefficients V k sont des opérateurs définis sur l’espace des générateurs 2D
et à valeurs dans les 1-formes 3D. Les coefficients Qk sont des opérateurs sur les
1-formes 3D. Les calculs de la sous-section précédente montrent qu’on peut prendre
V 0 = I et V 1 = V 1 , et pour Q0 et Q1 les opérateurs nuls.



D’autre part, on montrera aussi que les conditions de compatibilité s’écrivent
sous forme de séries formelles, soit

A[ε]z[ε] = G[ε]f [ε] (2.3)

où cette fois, A[ε] est une série formelle dont les coefficients sont des opérateurs
envoyant des générateurs 2D sur des générateurs 2D1, et G[ε] est une série formelle
dont les coefficients envoient des 1-formes 3D sur des générateurs 2D. La série
formelle w[ε] est ainsi une solution 3D si et seulement si il existe une série formelle
z[ε] à coefficients générateurs 2D satisfaisant les équations (2.2) et (2.3).

Dans les calculs précédents, les conditions de compatibilité au rang 0 et 1 étaient
trivialement vérifiées. Elles ne déterminent des opérateurs Ak et Gk qu’à partir du
rang k = 2 . Dans le cas des plaques (voir [17] et [16]), les conditions de compatibilité
se divisent en deux équations en séries formelles liant les séries formelles zα[ε]dyα

et fα[ε]dyα d’une part et les séries formelles z3[ε] et f3[ε] d’autre part : on a

Am[ε]
(
zα[ε]dyα

)
= Gm[ε]

(
fα[ε]dyα

)
et Ab[ε]z3[ε] = Gb[ε]f3[ε],

où le premier terme A0
m est l’opérateur de membrane sur la plaque (qui envoie

donc des champs de 1-formes sur S0 sur des champs de 1-formes sur S0 ) et A0
b est

l’opérateur de flexion qui est à un coefficient multiplicatif près le bilaplacien sur la
surface moyenne de la plaque.

Cette structure de dépendance en série formelle est due au fait que le problème
initial (1.2) est posé sous forme de série formelle, ce qui implique la forme particulière
des équations (2.1). Le passage du problème initial (1.2) aux équations (2.2) et (2.3)
est en fait la résolution en x3 des équations 3D.

Dans la suite de cette sous-section, on montre l’existence de séries formelles
opérateurs qu’on utilise ensuite pour montrer le théorème de structure. Ces opé-
rateurs permettent de transformer les équations 3D en équations 2D.

Théorème 2.1
(i) Pour tout k ∈ N , il existe de manière unique :

• un opérateur V k : Γ(T1S0)×C∞(S0) → C
∞(

I,Γ(T1S0)×C∞(S0)
)

polynomial
en x3 à coefficients opérateurs 2D (voir la définition 2.6 du chapitre II) s’annulant
sur S0 pour k ≥ 1 ,

• un opérateur 2D Ak : Γ(T1S0) × C∞(S0) → Γ(T1S0) × C∞(S0) ,

tels que les séries formelles V [ε] =
∑

k≥0 ε
kV k et A[ε] =

∑
k≥0 ε

kAk satisfassent

1Il s’agit donc d’un cas particulier d’opérateur 2D (voir la définition 2.6 du chapitre II)



les équations L[ε]V [ε](z) = −I ◦A[ε](z),

B[ε]V [ε](z) = 0,
(2.4)

pour tout générateur 2D z , avec I l’injection canonique définie par l’équation
(1.10). La première équation est donc valable dans l’algèbre des séries formelles à
coefficients dans l’espace

C
∞(

I,Γ(T1S0) × C∞(S0)
)
,

et la deuxième dans l’algèbre des séries formelles à coefficients dans Γ(T1Γ−+) ×
C

∞(Γ−+) . De plus, V 0 s’identifie au plongement canonique I de l’équation (1.10),

et V 1 est l’opérateur défini par l’équation (1.17).

(ii) Pour tout k ∈ N , il existe de manière unique :

• un opérateur Qk : C∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
→ C

∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
composition d’opérateurs 2D et d’intégrations en x3 , et s’annulant sur la surface
moyenne S0 ,

• un opérateur Gk : C∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
→ Γ(T1S0) × C∞(S0) compo-

sition d’opérateurs 2D et d’intégrations en x3 sur l’intervalle I , la dernière étant
la moyenne sur I ,

tels que les séries formelles G[ε] =
∑

k≥0 ε
kGk et Q[ε] =

∑
k≥2 ε

kQk satisfassent
les équations L[ε]Q[ε](f) = I ◦G[ε](f) − f ,

B[ε]Q[ε](f) = 0,
(2.5)

pour tout champ de 1 -formes 3D f . La première équation est une égalité dans
l’algèbre des séries formelles à coefficients dans l’espace

C
∞(

I,Γ(T1S0) × C∞(S0)
)
,

et la deuxième est valable dans l’algèbre des séries formelles à coefficients opérateurs
dans l’espace Γ(T1Γ−+) × C∞(Γ−+) . De plus, les opérateurs Q0 et Q1 sont les
opérateurs nuls, et on a

G0(f) =
1

2

∫ 1

−1

f(x3) dx3. (2.6)



Preuve. Il suffit de montrer l’existence de séries formelles opérateurs V [ε] , A[ε] ,
Q[ε] et G[ε] satisfaisant les conditions du théorème et vérifiant les relationsL[ε]V [ε] = −I ◦A[ε],

B[ε]V [ε] = 0,
(2.7)

et L[ε]Q[ε] = I ◦G[ε] − Id,

B[ε]Q[ε] = 0,
(2.8)

dans les espaces de séries formelles adéquats. On montre les deux parties du
théorème séparément.

1. Montrons donc tout d’abord l’existence des séries formelles V [ε] et A[ε] vérifiant
l’équation (2.4). Celle-ci signifie, en utilisant l’équation (1.1), que

∀n ∈ N


n∑

k=0

LkV n−k = −IAn−2,

n∑
k=0

BkV n−k = 0.

(2.9)

Ces équations s’écrivent encore

∀n ∈ N


∂33V

n = −
n∑

k=1

�−1LkV n−k − �−1
IAn−2,

∂3V
n = −

n∑
k=1

�−1BkV n−k.

(2.10)

En posant A−1 = A−2 = 0 , la sous-section 1.3 montre que l’équation est vérifiée
pour n = 0 et 1 avec les opérateurs V 0 et V 1 donnés dans l’énoncé du théorème.

Soit n ≥ 0 , et supposons donc les opérateurs V � et A�−2 déterminés pour H =
0, . . . , n , les opérateurs V � étant polynomiaux en x3 . Soit z ∈ Γ(T1S0)×C∞(S0) ,
et considérons l’équation

∂33v = −
n+1∑
k=1

�−1LkV n+1−kz − �−1
IAn−1z dans Ω,

∂3v = −
n+1∑
k=1

�−1BkV n+1−kz sur Γ−+.

(2.11)

où les inconnues sont ici v et An−1z . Ce problème est un problème de Neumann,



dont la résolution est soumise à la condition de compatibilité∫ 1

−1

∂33v dx3 =
[
∂3v

]+1

−1
,

qui s’écrit encore après composition par � et par définition de I ,

2An−1z = −
n+1∑
k=1

∫ 1

−1

(
LkV n+1−kz

)
(x3) dx3

+
n+1∑
k=1

(
BkV n+1−kz

)
(+1) −

n+1∑
k=1

(
BkV n+1−kz

)
(−1). (2.12)

L’équation précédente permet de définir l’opérateur An−1 vérifiant les conditions
de l’énoncé. L’unique solution v = V n+1z s’annulant sur la surface moyenne
(soit en x3 = 0 ) de l’équation (2.11) permet alors de définir l’opérateur V n+1 qui
est l’opérateur de résolution du problème de Neumann associé. Par hypothèse de
récurrence, les équations à l’intérieur du membre de droite de l’équation (2.11) sont
polynomiales en x3 . On en déduit que l’opérateur V n+1 est polynomial en x3 à
coefficients opérateurs 2D.

2. L’équation (2.8) signifie que les séries formelles Q[ε] et G[ε] vérifient les
équations suivantes :

∀n ∈ N,


n∑

k=0

Ln−kQk = IGn−2 − δ2
n Id,

n∑
k=0

Bn−kQk = 0,

(2.13)

où δ2
n est le symbole de Kronecker, δ2

n = 1 si n = 2 et δ2
n = 0 si n �= 2 .

En posant Q0 = Q1 = 0 et G−2 = G−1 = 0 , les équations précédentes sont
trivialement vérifiées pour n = 0 et n = 1 . Soit f une 1-forme tridimensionnelle.
Pour n = 2 , le problème est celui de trouver q et G0f solutions de l’équation∂33q = �−1

IG0f − �−1f dans Ω,

∂3q = 0 sur Γ−+.

Ce problème de Neumann possède une solution si et seulement si la condition de
compatibilité suivante est vérifiée :

2G0f =

∫ 1

−1

f(x3) dx3.

Cette équation montre l’existence de l’opérateur G0 ainsi que son expression an-
noncée. L’opérateur Q2 est alors l’unique opérateur de résolution du problème



précédent s’annulant sur la surface moyenne : on a

Q2(f) =

∫ x3

0

( ∫ u

−1

�−1
(
IG0f − f

)
(t) dt

)
du. (2.14)

Supposons maintenant que les opérateurs Q� et G�−2 soient déterminés pour
H = 0, . . . , n , où n ≥ 3 est un entier. Soit f une 1-forme tridimensionnelle.
Considérons le problème

∂33q = −
n+1∑
k=2

�−1Ln+1−kQkf + �−1
IGn−1f dans Ω,

∂3q = −
n+1∑
k=2

�−1Bn+1−kQkf sur Γ−+,

(2.15)

où les inconnues sont q et Gn−1f . Ce problème possède une solution si la condition
de compatibilité suivante est vérifiée :

2Gn−1f =
n+1∑
k=2

∫ 1

−1

(
Ln+1−kQkf

)
(x3) dx3

−
n+1∑
k=2

(
Bn+1−kQkf

)
(+1) +

n+1∑
k=2

(
Bn+1−kQkf

)
(−1). (2.16)

Cette équation détermine l’opérateur Gn−1 possédant les propriétés annoncées.
L’opérateur Qn+1 est alors l’unique opérateur de résolution du problème précé-
dent s’annulant sur la surface moyenne.

Les séries formelles du théorème 2.1 possèdent des propriétés de dépendance en
x3 et d’ordres de dérivation qui sont données dans la proposition 2.4 ci-dessous.

Auparavant, considérons un opérateur 2D quelconque. Il agit sur un élément
z = (zα, z3) de Γ(T1S0)×C∞(S0) . La notion de degré de dérivation de cet opérateur
en zα ou z3 est invariante par changement de carte, et peut être déterminé comme
l’ordre de dérivation usuel de l’opérateur écrit dans un système de coordonnées
quelconque.

Notation 2.2 Si A est un opérateur 2D à valeurs dans l’espace Γ(T1S0)×C∞(S0) ,
on note ai(j) l’ordre de dérivation en zj de la composante i de l’opérateur et on
représente ceci sous la forme

degA =

(
aσ(α) aσ(3)
a3(α) a3(3)

)
.

On introduit une relation d’ordre sur les degrés de dérivations : si la matrice ai(j)
représente les ordres de dérivation de l’opérateur A et bi(j) ceux de l’opérateur



B , alors

degA ≤ degB ⇐⇒ ∀i, j ai(j) ≤ bi(j).

De plus, on fait la convention qu’un opérateur d’ordre de dérivation négatif est
l’opérateur nul et qu’inversement, l’opérateur nul a pour ordre de dérivation −∞ .

Cette notation est aussi valable pour des opérateurs agissant sur les générateurs
2D, et à valeurs dans l’espace C∞(

I,Γ(T1S0) × C∞(S0)
)

des champs de 1-formes
3D. Par exemple d’après le théorème précédent, on a

degV 0 =

(
0 −∞

−∞ 0

)
et degV 1 =

(
0 1
1 0

)
. (2.17)

De même, on peut étendre la notation précédente aux opérateurs agissant directe-
ment sur l’espace C∞(

I,Γ(T1S0) × C∞(S0)
)
, en prenant garde que les ordres de

dérivation concernés sont des ordres de dérivation surfaciques et non en la variable
transverse. Les opérateurs Q0 et Q1 étant nuls, leurs ordres sont alors égaux à
−∞ .

Remarque 2.3 Soit A un opérateur 2D à valeurs dans l’espace Γ(T1S0)×C∞(S0) .
L’opérateur A se décompose alors en deux opérateurs notés

Aσ : Γ(T1S0) × C∞(S0) → Γ(T1S0) et A3 : Γ(T1S0) × C∞(S0) → C
∞(S0).

Il est important de remarquer que la notation Aσ définit bien un opérateur in-
trinsèque.

La même remarque est valable pour les opérateurs agissant sur les générateurs 2D
et à valeurs dans l’espace C∞(

I,Γ(T1S0)× C∞(S0)
)
. Cette notation est employée

dans toute la suite. On a ainsi d’après l’équation (1.17)

V 1
σ = −x3θσ et V 1

3 = −x3pγ
α
α .

On montre maintenant la proposition suivante :

Proposition 2.4 Avec les notations du théorème 2.1, les opérateurs V k sont poly-
nomiaux de degré k en x3 pour tout k ≥ 0 . De plus, avec la notation précédente
pour les ordres des opérateurs, on a pour tout p ≥ 0 les majorations

degV 2p ≤
(

2p 2p− 1
2p− 1 2p

)
et degV 2p+1 ≤

(
2p 2p + 1

2p + 1 2p

)
, (2.18)



degQ2p ≤
(

2p− 2 2p− 3
2p− 3 2p− 2

)
et degQ2p+1 ≤

(
2p− 2 2p− 1
2p− 1 2p− 2

)
, (2.19)

degA2p ≤
(

2p + 2 2p + 1
2p + 1 2p + 2

)
et degA2p+1 ≤

(
2p + 2 2p + 3
2p + 3 2p + 2

)
, (2.20)

degG2p ≤
(

2p 2p− 1
2p− 1 2p

)
et degG2p+1 ≤

(
2p 2p + 1

2p + 1 2p

)
. (2.21)

Preuve. Dans la suite on note pn
i (j) (resp. an

i (j) ) l’ordre de dérivation de zj
dans V n

i (z) (resp. dans An
i (z) ) pour j un indice surfacique ou j = 3 . De même,

on note qni (j) (resp. gn
i (j) ) l’ordre de dérivation de fj dans Qn

i (f) (resp. dans
Gn

i (f) ).

Exhibons tout d’abord des équations de récurrence liant les ordres des opérateurs.
Les opérateurs V n et An vérifient les équations (2.10) et (2.12). Compte tenu
des expressions (4.15) et (4.18) du chapitre II pour les opérateurs Lk et Bk en
composantes transverses, on a les deux relations de récurrence pour tout n ≥ 1 :

pn
3 (j) ≤ max

0≤�≤n−1

(
pn−1−�
σ (j) + 1 , pn−1−�

3 (j) , pn−2−�
3 (j) + 2 , pn−2−�

σ (j) + 1 , an−2
3 (j)

)
,

et

an−2
3 (j) ≤ max

0≤�≤n−1

(
pn−1−�
σ (j) + 1 , pn−1−�

3 (j) , pn−2−�
3 (j) + 2 , pn−2−�

σ (j) + 1
)
,

(2.22)

avec la convention que les ordres des opérateurs de rangs négatifs sont égaux à −∞ .
On en déduit donc

pn
3 (j) ≤ max

0≤�≤n−1

(
pn−1−�
σ (j) + 1 , pn−1−�

3 (j) , pn−2−�
3 (j) + 2 , pn−2−�

σ (j) + 1
)
. (2.23)

D’autre part, d’après les équations (4.14), (4.16) et (4.17) du chapitre II donnant
les expressions des opérateurs en composantes surfaciques, on a pour tout n ≥ 1 :

pn
σ(j) ≤ max

0≤�≤n−2

(
pn−1
σ (j) , pn−1

3 (j) + 1 , pn−2−�
σ (j) + 2 , pn−2−�

3 (j) + 1 , an−2
σ (j)

)
,

et

an−2
σ (j) ≤ max

0≤�≤n−2

(
pn−1
σ (j) , pn−1

3 (j) + 1 , pn−2−�
σ (j) + 2 , pn−2−�

3 (j) + 1
)
. (2.24)

On en déduit donc que

pn
σ(j) ≤ max

0≤�≤n−2

(
pn−1
σ (j) , pn−1

3 (j) + 1 , pn−2−�
σ (j) + 2 , pn−2−�

3 (j) + 1
)
. (2.25)



Les deux équations (2.23) et (2.25) montrent en particulier que pn
σ(j) ≥ pn−1

σ (j) et
pn

3 (j) ≥ pn−1
3 (j) pour tout n et pour tout j . On en déduit donc que

pn
3 (j) ≤ max

(
pn−1
σ (j) + 1 , pn−1

3 (j) , pn−2
3 (j) + 2

)
(2.26)

et

pn
σ(j) ≤ max

(
pn−1

3 (j) + 1 , pn−1
σ (j) , pn−2

σ (j) + 2
)
. (2.27)

Fixons alors j = 3 . D’après les expressions des opérateurs V 0 et V 1 , les valeurs
initiales p0

3(3) et p0
σ(σ) sont égales à 0 , tandis que p0

σ(3) et p0
3(σ) sont égaux à

−∞ car les opérateurs correspondant sont nuls. De même p1
3(3) = 0 , p1

σ(3) = 1 ,
p1

3(σ) = 1 et p1
σ(3) = 0 . On montre alors par récurrence que ∀p ≥ 0 ,

p2p+1
3 (3) ≤ 2p

p2p
3 (3) ≤ 2p

et
p2p+1
σ (3) ≤ 2p + 1

p2p+2
σ (3) ≤ 2p + 1

. (2.28)

En effet, le résultat est vrai pour p = 0 d’après ce qu’on a vu, car les équations de
récurrence donnent l’estimation

p2
σ(3) ≤ max

(
p1

3(3) + 1 , p1
σ(3) , p0

σ(3) + 2
)

= 1,

compte tenu de la relation p0
σ(3) = −∞ . Supposons le résultat vrai pour i ≤ p .

Les équations (2.26) et (2.27) montrent que

p2p+2
3 (3) ≤ max

(
p2p+1
σ (3) + 1 , p2p+1

3 (3) , p2p
3 (3) + 2

)
≤ max

(
2p + 2 , 2p , 2p + 2

)
= 2p + 2,

et de même

p2p+3
3 (3) ≤ max

(
p2p+2
σ (3) + 1 , p2p+2

3 (3) , p2p
3 (3) + 2

)
≤ max

(
2p + 2 , 2p + 2 , 2p + 2

)
= 2p + 2.

On calcule ensuite

p2p+3
σ (3) ≤ max

(
p2p+2

3 (3) + 1 , p2p+2
σ (3) , p2p+1

σ (3) + 2
)

≤ max
(
2p + 3 , 2p + 1 , 2p + 3

)
= 2p + 3

et

p2p+4
σ (3) ≤ max

(
p2p+3

3 (3) + 1 , p2p+3
σ (3) , p2p+2

σ (3) + 2
)

≤ max
(
2p + 3 , 2p + 3 , 2p + 3

)
= 2p + 3,

ce qui montre le résultat au rang p+1 . De plus, on remarque que les équations (2.26)
et (2.27) sont les mêmes si on permute σ et 3 . Comme les conditions initiales ont les
mêmes symétries, on en déduit que l’on peut recopier la formule (2.28) simplement
en permutant les indices surfaciques et l’indice transverse 3 . On trouve donc que



pour tout p ≥ 0 on a

p2p+1
σ (α) ≤ 2p
p2p
σ (α) ≤ 2p

et
p2p+1

3 (α) ≤ 2p + 1

p2p+2
3 (α) ≤ 2p + 1

.

Ceci termine de montrer l’équation (2.18) pour les opérateurs V � .

Les équations (2.22) et (2.24) montrent alors le résultat pour les majorations des
coefficients an

i (j) à partir des majorations des coefficients pn
i (j) .

Les équations (2.15) et (2.16) montrent que les coefficients qni (j) et gn
i (j) satisfont

les mêmes équations de récurrence que que pn
i (j) et an

i (j) . Néanmoins les valeurs
initiales ne sont pas les mêmes : puisque les opérateurs Q0 et Q1 sont les opérateurs
nuls, les coefficients q0

i (j) et q1
i (j) sont égaux à −∞ , et l’équation (2.14) montre

que les ordres de dérivation q2
σ(σ) et q2

3(3) de l’opérateur Q2 sont nuls et que
les coefficients q2

σ(3) et q2
3(σ) sont égaux à −∞ . On en déduit alors que les

majorations concernant les coefficients qni (j) sont les mêmes que celles concernant
les coefficients pn−2

i (j) . De même, les majorations sur les coefficients gn
i (j) sont

les mêmes que celles sur les coefficients an−2
i (j) . Ceci termine la démonstration des

majorations des degrés des opérateurs.

Enfin, il reste à montrer que les opérateurs V � sont polynomiaux de degré H en x3

pour tout H ≥ 0 . Rappelons que les opérateurs V � vérifient les équations
∂33V

n+1z = −
n+1∑
k=1

�−1LkV n+1−kz − �−1
IAn−1z dans Ω,

∂3V
n+1z = −

n+1∑
k=1

�−1BkV n+1−kz sur Γ−+.

pour tout n ≥ 0 et pour tout z ∈ Γ(T1S0) × C∞(S0) . On montre alors le résultat
par récurrence : il est clair que les opérateurs V 0 et V 1 sont de degrés 0 et 1
en x3 . Supposons que pour H = 0, . . . , n , les opérateurs V � sont polynomiaux
de degrés H en x3 . Les équations (4.12)-(4.15) du chapitre II montrent que pour
k ≥ 2 , les opérateurs Lk sont polynomiaux de degrés k − 1 en x3 , et que les
coefficients de xk−1

3 dans l’expression Lkw comportent une dérivée ∂3 agissant
sur w . Dans l’équation, tous les termes du membre de gauche de l’équation à
l’intérieur sont donc polynomiaux de degré n− 1 en x3 excepté peut-être le terme
L1V nz . Or l’équation (4.12) du chapitre II montre que

L1v =

−µbαα∂3vσ + (λ + µ)Dσ∂3v3 − x3µb
α
σ∂33vα,

−µbαα∂3v3 + (λ + µ)γα
α(∂3v),

pour v une 1-forme quelconque. Dans l’expression L1V nz , les termes se factorisant
par ∂3V

nz sont alors polynomiaux de degrés n− 1 en x3 et le terme comportant



une dérivée double en x3 aussi. On en déduit donc que L1V nz est polynomial
en x3 de degré n − 1 . En intégrant deux fois en x3 , on en déduit que V n+1 est
polynomial en x3 de degré n + 1 . Ceci termine la preuve de la proposition.

2.2 Théorème de structure

Le but de cette sous-section est de montrer le théorème de réduction suivant :

Théorème 2.5 Le quadruplet de séries formelles
(
V [ε],Q[ε],A[ε],G[ε]

)
possède

les propriétés suivantes :

(i) Si z[ε] =
∑

k≥0 ε
kzk est une série formelle à coefficients générateurs 2D satis-

faisant l’équation

A[ε]z[ε] = G[ε]f [ε], (2.29)

alors la série formelle w[ε] définie par

w[ε] = V [ε]z[ε] +Q[ε]f [ε], (2.30)

est une solution 3D en série formelle du problème (1.2).

(ii) Réciproquement, si w[ε] est une solution 3D en série formelle du problème (1.2),
alors la série formelle z[ε] à coefficients générateurs 2D définie par l’équation

z[ε] := w[ε]
∣∣
x3=0

, (2.31)

satisfait les équations (2.29) et (2.30).

Preuve. (i) Soit z[ε] une série formelle à coefficients dans Γ(T1S0)×C∞(S0) , et
soit f [ε] une série formelle à coefficients 1-formes tridimensionnelles. Les équations
(2.7) et (2.8) montrent queL[ε]V [ε]z[ε] = −IA[ε]z[ε],

B[ε]V [ε]z[ε] = 0,

et L[ε]Q[ε]f [ε] = IG[ε]f [ε] − f [ε],

B[ε]Q[ε]f [ε] = 0.

Par sommation de ces égalités, on en déduit que la série formelle w[ε] = V [ε]z[ε] +
Q[ε]f [ε] définit bien une solution 3D en série formelle si la condition (2.29) est
vérifiée. On en déduit donc le résultat.



(ii) Réciproquement, si w[ε] est une solution 3D en série formelle, alors la famille
de 1-formes associée vérifie les équations (2.1). On montre alors par récurrence
l’existence d’une série formelle z[ε] à coefficients générateurs 2D satisfaisant les
équations (2.30) et (2.29), en utilisant les opérateurs de résolution des problèmes de
Neumann successifs exhibés dans le théorème 2.1. Le fait que les opérateurs V k

pour k ≥ 1 et Qk pour tout k ≥ 0 s’annulent sur la surface moyenne montre alors
que la série formelle z[ε] est la restriction de w[ε] à la surface moyenne S0 qui
s’identifie à l’ensemble des point de S × I dont la coordonnées x3 est nulle. La
série formelle z[ε] = w[ε]

∣∣
x3=0

vérifie donc bien les équations (2.29) et (2.30), ce
qui termine la preuve du théorème.

Définition 2.6 Le quadruplet de séries formelles(
V [ε],Q[ε],A[ε],G[ε]

)
fourni par le théorème 2.1 s’appelle la réduction canonique des équations de l’élas-
ticité sur une coque.

La réduction canonique vérifie donc les propriétés (i) et (ii) du théorème 2.5,
et satisfait les majorations de degrés de la proposition 2.4. Néanmoins, il existe
d’autres quadruplets de séries formelles possédant les mêmes propriétés. Ceci est
dû au fait que les équations (2.29) et (2.30) sont des équations en séries formelles,
et donc des collections d’équations pouvant s’écrire sous différentes formes.

On appelle donc plus généralement réduction admissible tout quadruplet(
V̂ [ε], Q̂[ε], Â[ε], Ĝ[ε]

)
de séries formelles satisfaisant les propriétés (i) et (ii) du théorème 2.5, et possédant

les caractéristiques suivantes : les opérateurs V̂ k sont polynomiaux en x3 de degré
k et s’annulent sur la surface moyenne pour k ≥ 1 , les opérateurs Q̂k s’annulent sur
la surface moyenne pour tout k , et les ordres de dérivation des opérateurs satisfont
les relations

deg V̂ 2p ≤
(

2p 2p− 1
2p− 1 2p

)
et deg V̂ 2p+1 ≤

(
2p 2p + 1

2p + 1 2p

)
, (2.32)

deg Q̂2p ≤
(

2p− 2 2p− 3
2p− 3 2p− 2

)
et deg Q̂2p+1 ≤

(
2p− 2 2p− 1
2p− 1 2p− 2

)
, (2.33)

deg Â2p ≤
(

2p + 2 2p + 1
2p + 1 2p + 2

)
et deg Â2p+1 ≤

(
2p + 2 2p + 3
2p + 3 2p + 2

)
, (2.34)



deg Ĝ2p ≤
(

2p 2p− 1
2p− 1 2p

)
et deg Ĝ2p+1 ≤

(
2p 2p + 1

2p + 1 2p

)
. (2.35)

Il est facile de montrer que pour toute réduction admissible, on a V̂ 0 = I ,
V̂ 1 = V 1 et

∀f , Ĝ0(f) = G0(f) =
1

2

∫ 1

−1

f(x3) dx3. (2.36)

En revanche, il n’y a pas unicité des opérateurs au delà des premiers ordres. En
particulier, on verra qu’il y a plusieurs choix possibles pour les opérateurs V̂ 2 et Q̂2

(voir les formules (3.14), (3.15), (3.18) et (3.17) ci-dessous), ce qui montre qu’il existe
bien différentes réductions admissibles. On peut mener les calculs de différentes
manières conduisant à des réductions distinctes. Néanmoins, on travaillera toujours
avec la réduction canonique, dont les expressions des opérateurs jusqu’aux ordres 2
sont données dans la section suivante.

Pour différentes réductions admissibles, il y a unicité de la série formelle z[ε]
à coefficients générateurs 2D associée à une solution 3D par la propriété (ii) du
théorème 2.5. Plus généralement, on pourrait définir les classes de réductions ad-
missibles liées à un opérateur de projection

w[ε] �→ z[ε]

différent de l’opérateur défini en (2.31), et tel que la restriction de cet opérateur aux
séries formelles à coefficients générateurs 2D soit l’identité. Soit en effet une famille
d’opérateurs

P k : C∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
→ Γ(T1S0) × C∞(S0)

tel que pour tout k ≥ 0 , on ait

P k ◦I = Id2D : Γ(T1S0) × C∞(S0) → Γ(T1S0) × C∞(S0), (2.37)

où Id2D est l’opérateur identité dans l’espace des générateurs 2D. On peut alors
définir un opérateur de projection associé à la série formelle P [ε] agissant sur
l’algèbre des séries formelles à coefficients dans C∞(

I,Γ(T1S0) × C∞(S0)
)

par la
relation

w[ε] �→ z[ε] := P [ε] ⊗w[ε],

où le produit tensoriel de deux séries formelles est simplement le produit terme à
terme des coefficients des séries formelles (voir la sous-section 1.1).

On définit alors la classe de réductions admissibles associée à P [ε] comme

l’ensemble des quadruplets
(
V̂ [ε], Q̂[ε], Â[ε], Ĝ[ε]

)
satisfaisant la propriété (i) du



théorème 2.5 ainsi que la propriété (ii) avec la projection z[ε] = P [ε] ⊗ w[ε] au
lieu de l’équation (2.31), et on suppose de plus que les réductions admissibles de
cette même classe possèdent les mêmes caractéristiques que les séries formelles
du théorème 2.1, excepté les propriétés d’annulation sur la surface moyenne des
opérateurs V̂ k et Q̂k qui sont remplacées par les relations :

P [ε] ⊗ V̂ [ε] = Id2D et P [ε] ⊗ Q̂[ε] = 0.

Pour toute série formelle P [ε] satisfaisant la propriété (2.37), il existe une classe de
réductions admissibles associée. Dans la démonstration du théorème 2.1, on peut
en effet prendre comme solution des problèmes de Neumann successifs des solutions
v vérifiant P kv = 0 (voir l’équation (2.11)) pour définir les opérateurs V k , et de
même pour les opérateurs Qk . On a ainsi dans toute classe de réduction admissible
l’existence d’une réduction canonique vérifiant de plus les équations (2.4) et (2.5).

On montre aisément que pour toute classe de réduction admissible, on a V̂ 0 = I .

La classe considérée dans le théorème 2.5 consiste à prendre, pour tout k ≥
0 , P k = P 0 la restriction à la surface moyenne S0 , et les relations précédentes
traduisent le fait que V̂ 0 = I et que les opérateurs V̂ k pour k ≥ 1 et Q̂k pour
tout k ≥ 0 s’annulent sur la surface moyenne. Dans le cas des plaques (voir [17] et
[19]), on prend pour tout k ≥ 0 , P k = G0 l’opérateur de moyenne sur l’intervalle

I défini par la formule (2.36). Les opérateurs V̂ k pour k ≥ 1 et Q̂k pour tout k
sont alors de moyenne nulle sur I .

Enfin, remarquons qu’au sein d’une même classe de réductions admissibles, les
générateurs 2D z[ε] associés à une solution 3D w[ε] sont les mêmes. Seuls changent
les opérateurs intervenant dans les équations (2.29) et (2.30).

3 Etude du développement

Le but de cette section est de calculer les premiers termes des séries formelles du
théorème 2.1. On connâıt déjà l’opérateur V 0 qui s’identifie au plongement canon-
ique I et l’opérateur V 1 donné par l’équation (1.17). L’opérateur G0 est donné
par l’équation (2.6). Enfin, les opérateurs Q0 et Q1 sont les opérateurs nuls, tandis
que Q2 est donné par l’équation (2.14).

A partir des équations fonctionnelles (2.10) et (2.15), on détermine maintenant
les opérateurs V � et Q� pour H = 2 et 3 , A0 , A� et G� pour H = 1 et 2 .

Nous verrons que similairement aux plaques, l’expression de l’opérateur A0 fait
intervenir le coefficient de Lamé homogénéisé λ̃ défini par

λ̃ =
2λµ

λ + 2µ
, (3.1)



où λ > 0 et µ > 0 sont les coefficients de Lamé intervenant dans le tenseur de
rigidité 3D. A ce coefficient est associé le tenseur de rigidité bidimensionnel sur la
surface moyenne

Mαβσδ = λ̃aαβaσδ + µ(aασaβδ + aαδaβσ), (3.2)

qui intervient dans la définition des opérateurs 2D de membrane et de flexion ana-
logues à ceux des plaques (voir [17] pour le cas des plaques et [12, 14] pour le cas
des coques).

En utilisant le coefficients de Poisson E du matériau et le module d’Young ν
(voir les équations (1.4)), on a la relation

λ̃ =
Eν

1 − ν2
.

De plus, le coefficient homogénéisé s’écrit en fonction des coefficients p et q grâce
aux équations

λ̃ = 2µp = λq.

3.1 Opérateur de membrane

Dans cette sous-section on détermine les opérateurs A0 et V 2 .

Pour n = 2 les équations (2.9) s’écrivent{
L0V 2 +L1V 1 +L2V 0 = −IA0,

B0V 2 +B1V 1 +B2V 0 = 0.
(3.3)

Rappelons que d’après l’équation (4.13) du chapitre II, on a

L2
σ(w) = −µx3c

α
α∂3wσ + µx3b

α
αb

β
σ∂3wβ − µbααDσw3 − µbββb

α
σwα + λDσγ

α
α(w)

+ 2µDαγ
α
σ (w),

L2
3(w) = −µx3c

α
α∂3w3 + (λ + µ)bβαγ

α
β

(
∂3(x3w)

)
+ µbβαγ

α
β (w) + µDαθα(w).

(3.4)

De plus, les équations (4.17) et (4.18) du chapitre II montrent que

B2
σ(w) = 0,

B2
3(w) = x3λb

α
βγ

β
α(w)

∣∣
Γ−+

.
(3.5)



Rappelons qu’on a θσ(w) = Dσw3+bασwα et γαβ(w) = 1
2
(Dαwβ+Dβwα)−bαβw3 .

En utilisant les équations (1.12) et (1.17) donnant les expressions des opérateurs L1

et V 1 , on calcule alors que pour z un générateur 2D, on a{
L1

σ(V
1z) = µbααθσ(z) − (λ + µ)pDσγ

α
α(z),

L1
3(V

1z) = (λ + 2µ)pbααγ
β
β (z) − (λ + µ)Dαθα(z),

(3.6)

en utilisant le fait que γα
α(V 1z) = x3b

α
αγ

β
β (z) − x3D

αθα(z) . De plus, d’après
l’équation (1.13), on a B1

σ(V
1z) = −x3µpDσγ

α
α(z)

∣∣
Γ−+

,

B1
3(V

1z) = x3λpb
α
αγ

β
β (z)

∣∣
Γ−+

− x3λDαθα(z)
∣∣
Γ−+

.
(3.7)

Enfin, d’après les équations (3.4) et (3.5), on trouve{
L2

σ(V
0z) = −µbααθσ(z) + λDσγ

α
α(z) + 2µDαγ

α
σ (z),

L2
3(V

0z) = (λ + 2µ)bβαγ
α
β (z) + µDαθα(z),

(3.8)

et d’après l’équation (3.5), on a B2
σ(V

0z) = 0,

B2
3(V

0z) = x3λb
α
βγ

β
α(z)

∣∣
Γ−+

.
(3.9)

En groupant les calculs précédent et en utilisant l’expression de L0 et de B0 , on
trouve que la composante transverse de l’équation (3.3) s’écrit encore, pour tout z
générateur 2D

(λ + 2µ)∂33V
2
3 z + (λ + 2µ)pbααγ

β
β (z) + (λ + 2µ)bβαγ

α
β (z)

− λDαθα(z) = −A0
3z dans Ω,

(λ + 2µ)∂3V
2
3 z + x3λpb

α
αγ

β
β (z) − x3λDαθα(z) + x3λb

α
βγ

β
α(z) = 0 sur Γ−+.

(3.10)

La formule (2.12) obtenue en écrivant la condition de compatibilité du problème de
Neumann constitué par les équations précédentes montre alors que

2A0
3z = −4µpbααγ

β
β (z) − 4µbβαγ

α
β (z).

Or on a 2µp = λ̃ , et on en déduit donc que

A0
3 = −λ̃bααγ

β
β − 2µbαβγ

β
α.



De même, les composantes surfaciques des équations (3.3) s’écrivent{
µ∂33V

2
σ z − µpDσγ

α
α(z) + λ(1 − p)Dσγ

α
α(z) + 2µDαγ

α
σ (z) = −A2

σz dans Ω,

µ∂3V
2
σ z − x3µpDσγ

α
α(z) = 0 sur Γ−+.

(3.11)

La condition de compatibilité de ce problème montre alors que

2A0
σ = −2λ(1 − p)Dσγ

α
α − 4µDαγ

α
σ .

soit encore, grâce à l’équation λ(1 − p) = λ̃ ,

A0
σ = −λ̃Dσγ

α
α − 2µDαγ

α
σ .

En raison de l’importance du rôle de cet opérateur, on pose la

Définition 3.1 On appelle opérateur de membrane l’opérateur 2D noté M , à
valeurs dans Γ(T1S0) × C∞(S0) , défini parMσ := −λ̃Dσγ

α
α − 2µDαγ

α
σ ,

M3 := −λ̃bααγ
β
β − 2µbαβγ

β
α.

(3.12)

L’opérateur de membrane est le premier opérateur qui apparâıt dans la “théorie
des coques” dont le but général est d’approcher la solution des équations de l’élas-
ticité tridimensionnelle par la solution d’un problème bidimensionnel posé sur la
surface moyenne. On peut le retrouver par des raisonnements mécaniques et énergé-
tiques sous les hypothèses de Kirchhoff-Love (voir par exemple [30] ainsi que [34]).
Mais on le retrouve aussi comme premier terme du développement formel effectué
dans [33], et il est aussi la composante d’ordre 0 de tous les modèles du type Koiter
(voir [35] et [6] ainsi que le chapitre IV).

L’opérateur 2D de membrane, M , est associé à la forme bilinéaire

a0(z, z
′) =

∫
S

Mαβσδγαβ(z)γσδ(z
′) dS, (3.13)

où z et z′ sont des couples de champs de 1-formes surfaciques sur S0 et de fonctions
sur S0 et où le tenseur Mαβσδ est défini par l’équation (3.2).

Lorsque z et z′ sont suffisamment régulières et vérifient des conditions de
Dirichlet zα = z′α = 0 sur ∂S , alors on passe de l’équation (3.12) à l’équation (3.13)
par intégration par partie.

En fait, les calculs précédents montrent qu’il y a unicité du premier terme de la
série formelle Â[ε] d’une réduction admissible. On a le résultat suivant :



Proposition 3.2 L’opérateur A0 premier terme de la série formelle A[ε] in-
tervenant dans la réduction canonique est égal à l’opérateur de membrane, soit
A0 = M . De plus, si

(
V̂ [ε], Q̂[ε], Â[ε], Ĝ[ε]

)
est une réduction admissible, alors

on a encore Â0 =M .

Remarque 3.3 En utilisant la notation 2.2, les ordres de l’opérateur M sont

degM =

(
2 1
1 0

)
.

Ces ordres sont inférieurs aux ordres maximaux qui apparaissent dans le théorème
2.5 car l’opérateur M3 n’est pas d’ordre 2 en z3 .

Notons d’autre part que pour toute réduction admissible, la première équation
du problème réduit (2.29) s’écrit nécessairement

M(z0) = G0(f 0),

où z0 et f 0 sont les premiers termes des séries formelles z[ε] et f [ε] .

Calculons maintenant à l’aide des équations (3.10) et (3.11) l’expression de l’opé-
rateur V 2 , et commençons par la composante transverse. On utilise le fait que
A0

3 = M3 et on rappelle que καβ = 1
2
(Dαθβ + Dβθα) . On intègre alors l’équation à

l’intérieur de (3.10) entre −1 et x3 en utilisant la condition sur Γ− , et on trouve

(λ+2µ)∂3V
2
3 z+(x3+1)(λ+2µ)pbααγ

β
β (z)+(x3+1)(λ+2µ)bβαγ

α
β (z)−(x3+1)λκα

α(z)

+ (x3 + 1)M0
3z − λpbααγ

β
β (z) + λκα

α(z) − λbαβγ
β
α(z) = 0 dans Ω,

d’où en utilisant le fait que M3(z) = −2µpbααγ
β
β (z) − 2µbβαγ

α
β (z) ,

(λ + 2µ)∂3V
2
3 z =

[
x3λκ

α
α − x3λpb

α
αγ

β
β − x3λb

α
βγ

β
α

]
(z).

On trouve donc que la composante transverse de l’opérateur V 2 s’écrit

V 2
3 =

x2
3

2

[
pκα

α +
p

2µ
M3

]
. (3.14)

D’autre part, compte tenu du fait que

A0
σ(z) = M0

σ(z) = −λ(1 − p)Dσγ
α
α − 2µDαγ

α
σ ,

l’équation (3.11) s’écrit encore{
µ∂33V

2
σ z − µpDσγ

α
α(z) = 0 dans Ω,

µ∂3V
2
σ z − x3µpDσγ

α
α(z) = 0 sur Γ−+.



En intégrant les équations à l’intérieur entre −1 et x3 et en utilisant la condition
sur Γ− , on trouve alors aisément que

∂3V
2
σ z = x3pDσγ

α
α(z)

d’où

V 2
σ =

x2
3

2
pDσγ

α
α . (3.15)

En définitive, l’opérateur V 2 de la réduction canonique s’écrit

V 2(z) =


x2

3

2
pDσγ

α
α(z),

x2
3

2

(
pκα

α(z) +
p

2µ
M3(z)

)
.

(3.16)

Remarque 3.4 Rappelons que l’opérateur Q2 s’écrit (voir l’équation (2.14)){
Q2

3f = p
λ

∫ x3

0

( ∫ u

−1
(G0

3(f) − f3)(t) dt
)
du,

Q2
σf = 1

µ

∫ x3

0

( ∫ u

−1
(G0

σ(f) − fσ)(t) dt
)
du.

Néanmoins, on pourrait définir l’opérateur Q̂2 par l’équation plus simple{
Q̂2

3f = − p
λ

∫ x3

0

( ∫ u

−1
f3(t) dt

)
du,

Q̂2
σf = − 1

µ

∫ x3

0

( ∫ u

−1
fσ(t) dt

)
du.

(3.17)

Si les premiers termes des séries formelles z[ε] et f [ε] vérifient M(z0) = G0(f 0) ,
alors on voit que si on pose V̂ 2

3 =
x2
3

2

[
pκα

α + p
2µ

M3

]
+ p

λ

(
x2
3

2
+ x3

)
M3,

V̂ 2
σ =

x2
3

2
pDσγ

α
α + 1

µ

(
x2
3

2
+ x3

)
Mσ,

(3.18)

les termes
V 2(z0) +Q2(f 0) et V̂ 2(z0) + Q̂2(f 0)

sont identiques. Ceci signifie donc que les opérateurs V̂ 2
3 et Q̂2

3 font partie d’une
réduction admissible différente de la réduction canonique. Ainsi, on voit qu’il n’y a
plus unicité des opérateurs vérifiant le théorème 2.5. Néanmoins, on utilise toujours
dans la suite les opérateurs de la réduction canonique.

Dans la suite de cette section, nous étudions successivement les opérateur A1 et
V 3 (sous-section 3.2), puis l’opérateur A2 (sous-section 3.3). Enfin, nous étudions
les opérateurs G1 , Q3 et G2 dans la sous-section 3.4.



3.2 Opérateur réduit au rang un

Le but est maintenant de déterminer les opérateurs A1 et G1 de la réduction
canonique.

Pour n = 3 , les équations (2.9) s’écrivent{
L0V 3 +L1V 2 +L2V 1 +L3V 0 = −IA1,

B0V 3 +B1V 2 +B2V 1 +B3V 0 = 0.
(3.19)

La formule (4.16) du chapitre II pour k = 1 montre que

(γ̃α
σ [ε](w)

)1
= x3b

α
δ γ

δ
σ(w) + x3Λ

α ·
·σ(w), (3.20)

où on rappelle qu’on a

Λαβ(v) = 1
2

(
bσαDσvβ − bσβDαvσ

)
= Ab(γ)αβ(v) − Sb(ω)αβ(v), (3.21)

où

Ab(γ)αβ = 1
2
(bσαγβσ − bσβγασ) et Sb(ω)αβ = 1

2
(bσαωβσ + bσβωασ).

L’équation (4.14) du chapitre II montre alors, en utilisant le fait que N1
σ(w) =

θσ(w) − x3b
α
σ∂3wα , qu’on a

L3
σ(w) = −µx2

3(b
3)αα∂3wσ − µx3c

α
αθσ(w) + µx2

3c
α
αb

α
σ∂3wα + λDσb

α
βγ

β
α(x3w)

+ 2µx3Dαb
α
δ γ

δ
σ(w) + 2µx3DαΛα ·

·σ(w) + 2µx3γ
α
ν (w)Dαb

ν
σ − 2µx3γ

δ
σ(w)Dαb

α
δ , (3.22)

tandis que la composante transverse de l’opérateur L3 s’écrit d’après l’équation
(4.15) du chapitre II,

L3
3(w) = −µx2

3(b
3)αα∂3w3 +(λ+µ)cαβγ

β
α

(
∂3(x

2
3w)

)
+2µcαβγ

β
α(x3w)+µDαbβαθβ(x3w)

+ µbδαDαθδ(x3w). (3.23)

Enfin, les équations (4.17) et (4.18) du chapitre II montrent que

B3
σ(w) = 0,

B3
3(w) = λcαβγ

β
α(x2

3w)
∣∣
Γ−+

.
(3.24)



Soit alors z un générateur 2D. D’après les équations (1.12) et (3.16) donnant
les expressions des opérateurs L1 et V 2 , on calcule que

L1
σ(V

2z) = −x3µpb
α
αDσγ

δ
δ (z) + x3(λ + µ)pDσκ

α
α(z) + x3(λ + µ) p

2µ
DσM3(z)

− x3µpb
α
σDαγ

δ
δ (z),

L1
3(V

2z) = −x3(λ + 2µ)pbαακ
δ
δ(z) − x3(λ + 2µ) p

2µ
bααM3(z)

+ x3(λ + µ)pDαDαγ
δ
δ (z).

(3.25)

De même, en utilisant l’équation (1.13), on trouve B1
σ(V

2z) =
x2
3

2
µpDσκ

α
α(z)

∣∣
Γ−+

+
x2
3

2
p
2
DσM3(z)

∣∣
Γ−+

− x2
3

2
µpbασDαγ

ν
ν (z)

∣∣
Γ−+

,

B1
3(V

2z) =
x2
3

2
λpDσDσγ

α
α(z)

∣∣
Γ−+

− x2
3

2
λpbννκ

α
α(z)

∣∣
Γ−+

− x2
3

2
λ p

2µ
bααM3(z)

∣∣
Γ−+

.

(3.26)

D’autre part, l’équation (3.4) de l’opérateur L2 et l’expression (1.17) de l’opérateur
V 1 montrent que

L2
σ(V

1z) = µx3c
α
αθσ(z) − µx3b

α
αb

β
σθβ(z) + µx3pb

α
αDσγ

ν
ν (z) + µx3b

β
βb

α
σθα(z)

− x3λDσκ
α
α(z) + λpx3Dσb

α
αγ

ν
ν (z) − 2µx3Dακ

α
σ(z) + 2µpx3Dαb

α
σγ

ν
ν (z) (3.27)

et

L2
3(V

1z) = µpx3c
α
αγ

ν
ν (z) − (2λ + 3µ)x3b

β
ακ

α
β(z) + (2λ + 3µ)px3c

α
αγ

ν
ν (z)

− x3µpD
αDαγ

ν
ν (z) − x3µDαbναθν(z). (3.28)

De même, on grâce à l’équation (3.5), on trouve que B2
σ(V

1z) = 0,

B2
3(V

1z) = −x2
3λb

α
βκ

β
α(z)

∣∣
Γ−+

+ x2
3λpc

α
αγ

ν
ν (z)

∣∣
Γ−+

.
(3.29)

Enfin, les équations (3.22) et (3.23) montrent que

L3
σ(V

0z) = −µx3c
α
αθσ(z) + x3λDσb

α
βγ

β
α(z) + 2µx3Dαb

α
δ γ

δ
σ(z) + 2µx3DαΛα ·

·σ(z)

+ 2µx3γ
α
ν (z)Dαb

ν
σ − 2µx3γ

δ
σ(z)Dαb

α
δ , (3.30)



et

L3
3(V

0z) = 2(λ + 2µ)x3c
α
βγ

β
α(z) + µx3D

αbβαθβ(z) + µx3b
δ
αDαθδ(z), (3.31)

tandis que l’équation (3.24) montre que B3
σ(V

0z) = 0,

B3
3(V

0z) = x2
3λc

β
αγ

α
β (z)

∣∣
Γ−+

.
(3.32)

D’après l’équation (2.12), l’opérateur A1 est défini par la formule

2A1z = −
∫ 1

−1

(
L1V 2z +L2V 1z +L3V 0z

)
dx3

+
[
B1V 2z +B2V 1z +B3V 0z

]+1

−1
,

pour tout générateur 2D z . Or tous les termes figurant dans les expressions
L1V 2z , L2V 1z et L3V 0z sont des facteurs de x3 . On en déduit donc que
l’intégrale du membre de droite de l’équation s’annule. De même, les termes de
bords s’annulent aussi car ceux-ci sont des facteurs de x2

3 . Ainsi, on en déduit
l’équation

A1 = 0. (3.33)

Calculons maintenant l’expression de l’opérateur V 3 . Avant cela, on remarque
que le but de ce chapitre est de donner l’expression de l’opérateur A2 de la réduction
canonique. Or dans le calcul de cet opérateur, la formule (2.12) montre que V 3

n’intervient qu’à travers le calcul du terme

−
∫ 1

−1

L1V 3z dx3 +
[
B1V 3z

]+1

−1
.

D’après l’équation (1.12) on peut écrire l’opérateur L1 sous la forme

L1
σ(w) = −µbαα∂3wσ + λDσ∂3w3 + µ∂3θσ(w) − µbασ∂3(x3∂3wα),

L1
3(w) = −µbαα∂3w3 + (λ + µ)γα

α(∂3w).

Ainsi, en utilisant l’équation (1.13) donnant l’expression de l’opérateur B1 , on voit
que pour tout z , on a

−
∫ 1

−1

L1
σ(V

3z) dx3 +
[
B1

σ(V
3z)

]+1

−1
= µbαα[V 3

σ z]
+1
−1 − λDσ[V

3
3 z]

+1
−1, (3.34)



et

−
∫ 1

−1

L1
3(V

3z) dx3 +
[
B1

3(V
3z)

]+1

−1
= 2µbαα[V 3

3 z]
+1
−1 − µDα[V 3

αz]
+1
−1. (3.35)

Ainsi, on voit qu’il est suffisant de calculer [V 3z]+1
−1 .

D’après les formules précédentes, les composantes surfaciques des équations (3.19)
s’écrivent

µ∂33V
3
σ z + x3

[
− µpbααDσγ

δ
δ + (λ + µ)pDσκ

α
α + (λ + µ) p

2µ
DσM3 − µpbασDαγ

δ
δ

+ µcααθσ − µbααb
β
σθβ + µpbααDσγ

ν
ν + µbββb

α
σθα − λDσκ

α
α + λpDσb

α
αγ

ν
ν

− 2µDακ
α
σ + 2µpDαb

α
σγ

ν
ν − µcααθσ + λDσb

α
βγ

β
α + 2µDαb

α
δ γ

δ
σ + 2µDαΛα ·

·σ

+ 2µγα
ν Dαb

ν
σ − 2µγδ

σDαb
α
δ

]
(z) = 0 dans Ω,

µ∂3V
3
σ z +

x2
3

2

[
µpDσκ

α
α + p

2
DσM3 − µpbασDαγ

ν
ν

]
(z) = 0 sur Γ−+.

Compte tenu du fait que

2µDαb
α
δ γ

δ
σ = 2µbαδ Dαγ

δ
σ + 2µγα

σDαb
α
δ ,

le système précédent s’écrit encore

µ∂33V
3
σ z =x3

[
− µpDσκ

α
α − p

2
DσM3 + µpbασDαγ

ν
ν + λ(1 − p)Dσκ

α
α + 2µDακ

α
σ

− λp
2µ

DσM3 − λpDσb
α
αγ

ν
ν − 2µpDαb

α
σγ

ν
ν − λDσb

α
βγ

β
α − 2µbαδ Dαγ

δ
σ

− 2µDαΛα ·
·σ − 2µγα

ν Dαb
ν
σ

]
(z) dans Ω,

µ∂3V
3
σ z =

x2
3

2

[
− µpDσκ

α
α − p

2
DσM3 + µpbασDαγ

ν
ν

]
(z) sur Γ−+.

(3.36)

Mais on rappelle que M3 = −2µpbααγ
ν
ν −2µbβαγ

α
β , et donc dans l’équation précédente

on a
−λp

2µ
DσM3 − λpDσb

α
αγ

ν
ν − λDσb

α
βγ

β
α = λ(1−p)

2µ
DσM3 = pDσM3,

en vertu de la formule λ(1 − p) = λq = 2µp . Les équations (3.36) s’écrivent donc
encore

∂33V
3
σ z =x3

[
− pDσκ

α
α − p

2µ
DσM3 + pbασDαγ

ν
ν + 2pDσκ

α
α + 2Dακ

α
σ

+ p
µ
DσM3 − 2pDαb

α
σγ

ν
ν − 2bαδ Dαγ

δ
σ − 2DαΛα ·

·σ − 2γα
ν Dαb

ν
σ

]
(z) dans Ω,

∂3V
3
σ z =

x2
3

2

[
− pDσκ

α
α − p

2µ
DσM3 + pbασDαγ

ν
ν

]
(z) sur Γ−+.



En intégrant alors les équations précédentes entre −1 et x3 et en utilisant la
condition sur Γ− , on trouve que

∂3V
3
σ z =

x2
3

2

[
− pDσκ

ν
ν + pbασDαγ

ν
ν − p

2µ
DσM3

]
(z) + (

x2
3

2
− 1

2
)
[
2Dακ

α
σ + 2pDσκ

ν
ν

+ p
µ
DσM3 − 2pDαb

α
σγ

ν
ν − 2bανDαγ

ν
σ − 2γα

ν Dαb
ν
σ − 2DαΛα ·

·σ
]
(z).

On pourrait déduire de cette expression l’opérateur V 3
σ en intégrant simplement

cette équation entre 0 et x3 . En intégrant entre −1 et +1 , et en utilisant le fait

que
∫ 1

−1

x2
3

2
dx3 = 1

3
, on trouve finalement que pour tout z , on a

[V 3
σ z]

+1
−1 =

[
− 5

3
pDσκ

ν
ν − 4

3
Dακ

α
σ − 5p

6µ
DσM3 + p

3
bασDαγ

ν
ν + 4

3
pDαb

α
σγ

ν
ν + 4

3
bανDαγ

ν
σ

+ 4
3
γα
ν Dαb

ν
σ + 4

3
DαΛα ·

·σ
]
(z). (3.37)

Etudions maintenant la composante transverse de l’équation (3.19). Pour tout
générateur 2D z , on a d’après les équations (3.25), (3.28) et (3.31) pour l’équation
à l’intérieur et (3.26), (3.29) et (3.32) pour l’équation au bord que

(λ + 2µ)∂33V
3
3 z+x3

[
− (λ + 2µ)pbαακ

δ
δ − (λ + 2µ) p

2µ
bααM3 + (λ + µ)pDαDαγ

δ
δ

+ µpcααγ
ν
ν − (2λ + 3µ)bβακ

α
β + (2λ + 3µ)pcααγ

ν
ν − µpDαDαγ

ν
ν

− µDαbναθν + 2(λ + 2µ)cαβγ
β
α + µDαbβαθβ

+ µbδαDαθδ
]
(z) = 0 dans Ω,

(λ + 2µ)∂3V
3
3 z+

x2
3

2

[
λpDσDσγ

α
α − λpbννκ

α
α − λ p

2µ
bααM3 − 2λbαβκ

β
α

+ 2λpcααγ
ν
ν + 2λcβαγ

α
β

]
(z) = 0 sur Γ−+.

Après simplifications, ces équations s’écrivent encore

(λ + 2µ)∂33V
3
3 z =x3

[
− λpDαDαγ

δ
δ + (λ + 2µ)pbαακ

δ
δ + (λ + 2µ) p

2µ
bααM3

+ 2(λ + µ)bβακ
α
β − 2(λ + 2µ)pcααγ

ν
ν

− 2(λ + 2µ)cαβγ
β
α

]
(z) dans Ω,

(λ + 2µ)∂3V
3
3 z =

x2
3

2

[
− λpDσDσγ

α
α + λpbννκ

α
α + λ p

2µ
bααM3 + 2λbαβκ

β
α

− 2λpcααγ
ν
ν − 2λcβαγ

α
β

]
(z) sur Γ−+.

En intégrant l’équation à l’intérieur entre −1 et x3 et en utilisant la condition sur



Γ− , on trouve que

(λ + 2µ)∂3V
3
3 z =

x2
3

2

[
− λpDσDσγ

α
α + λpbννκ

α
α + λ p

2µ
bααM3 + 2λbαβκ

β
α − 2λpcααγ

ν
ν

− 2λcβαγ
α
β

]
(z) + (

x2
3

2
− 1

2
)
[
2µpbαακ

δ
δ + pbααM3 + 2µbβακ

α
β

− 4µpcααγ
ν
ν − 4µcαβγ

β
α

]
(z),

d’où l’expression

∂3V
3
3 z =

x2
3

2

[
− p2DαDαγ

β
β + p2bαακ

β
β + 2pbαβκ

β
α − 2p2cααγ

ν
ν − 2pcαβγ

β
α + p2

2µ
bααM3

]
(z)

+ (
x2
3

2
− 1

2
)
[
pqbαακ

ν
ν + qbαβκ

β
α − 2pqcααγ

ν
ν − 2qcαβγ

β
α + p2

λ
bααM3

]
(z).

Par intégration entre −1 et +1 on déduit de l’équation précédente que

[V 3
3 z]

+1
−1 =

[
− 1

3
p2DαDαγ

ν
ν + 1

3
p2bαακ

β
β + 2

3
pbαβκ

β
α − 2

3
p2cααγ

ν
ν − 2

3
pcαβγ

β
α + p2

6µ
bααM3

− 2
3
pqbαακ

ν
ν − 2

3
qbαβκ

β
α + 4

3
pqcααγ

ν
ν + 4

3
qcαβγ

β
α − 2p2

3λ
bααM3

]
(z).

En définitive, on trouve donc

[V 3
3 z]

+1
−1 =

[
− 1

3
p2DαDαγ

ν
ν + p

3
(p− 2q)bαακ

ν
ν + 2

3
(p− q)bαβκ

β
α − 2

3
p(p− 2q)cααγ

ν
ν

− 2
3
(p− 2q)cαβγ

β
α + p2

3
( 1

2µ
− 2

λ
)bααM3

]
(z). (3.38)

On déduit des équations précédentes que l’opérateur V 3 possède les ordres de
dérivation suivants, en utilisant la notation 2.2 :

degV 3 =

(
2 3
3 2

)
. (3.39)

Ces ordres correspondent à la majoration (2.32).

3.3 Opérateur réduit au rang deux

Le but de cette sous-section est de calculer l’opérateur A2 de la réduction canonique.
Pour cela, on utilise l’équation (2.12) qui s’écrit ici pour tout z générateur 2D

2A2z = −
∫ 1

−1

(
L1V 3z +L2V 2z +L3V 1z +L4V 0z

)
dx3

+
[
B1V 3z +B2V 2z +B3V 1z +B4V 0z

]+1

−1
. (3.40)



Dans la suite, on étudie successivement les composantes surfaciques et transverses
de cette équation. Pour éviter la surcharge de notation, on note

dβ
α := (b3)βα. (3.41)

Composantes surfaciques : Dans l’équation (3.40), on trouve le terme

−
∫ 1

−1

L1
σ(V

3z) dx3 +
[
B1

σ(V
3z)

]+1

−1

qui s’écrit, d’après l’équation (3.34),

−
∫ 1

−1

L1
σ(V

3z) dx3 +
[
B1

σ(V
3z)

]+1

−1
= µbαα[V 3

σ z]
+1
−1 − λDσ[V

3
3 z]

+1
−1.

D’après les équations (3.37) et (3.38), on a donc pour tout générateur 2D

−
∫ 1

−1
L1

σ(V
3z) dx3 +

[
B1

σ(V
3z)

]+1

−1
=

[
− 5

3
µpbααDσκ

ν
ν − 4

3
µbββDακ

α
σ − 5

6
pbααDσM3

+ p
3
µbββb

α
σDαγ

ν
ν + 4

3
µpbββDαb

α
σγ

ν
ν + 4

3
µbββb

α
νDαγ

ν
σ + 4

3
µbββγ

α
ν Dαb

ν
σ

+ 4
3
µbββDαΛα ·

·σ + 1
3
λp2DσD

αDαγ
ν
ν − 1

3
λp(p− 2q)Dσb

α
ακ

ν
ν

− 2
3
λ(p− q)Dσb

α
βκ

β
α + 2

3
λp(p− 2q)Dσc

α
αγ

ν
ν + 2

3
λ(p− 2q)Dσc

α
βγ

β
α

− 1
3
λp2( 1

2µ
− 2

λ
)Dσb

α
αM3

]
(z).

(3.42)

D’autre part, d’après les équations (3.4) et (3.16), on a

L2
σ(V

2z) =
x2
3

2

[
− 2µpcααDσγ

ν
ν + 2µpbααb

β
σDβγ

ν
ν − µpbααDσκ

ν
ν − p

2
bααDσM3

− µpbββb
α
σDαγ

ν
ν + λpDσD

αDαγ
ν
ν − λpDσb

α
ακ

ν
ν − λp

2µ
Dσb

α
αM3

+ 2µpDαDαDσγ
ν
ν − 2µpDαb

α
σκ

ν
ν − pDαb

α
σM3

]
(z)

De plus, d’après l’équation (3.5), B2
σ est l’opérateur nul. On en déduit donc que

−
∫ 1

−1
L2

σ(V
2z) dx3 +

[
B2

σ(V
2z)

]+1

−1
=

[
2
3
µpcααDσγ

ν
ν − 2

3
µpbααb

β
σDβγ

ν
ν + 1

3
µpbααDσκ

ν
ν

+ p
6
bααDσM3 + 1

3
µpbββb

α
σDαγ

ν
ν − 1

3
λpDσD

αDαγ
ν
ν + 1

3
λpDσb

α
ακ

ν
ν

+ λp
6µ

Dσb
α
αM3 − 2

3
µpDαDαDσγ

ν
ν + 2

3
µpDαb

α
σκ

ν
ν + 1

3
pDαb

α
σM3

]
(z)

(3.43)



D’après l’équation (3.22) et l’expression (1.17) de l’opérateur V 1 , on calcule de
même en utilisant l’équation (3.21),

L3
σ(V

1z) =
x2
3

2

[
2µdα

αθσ + 2µpcααDσγ
ν
ν − 2λDσb

α
βκ

β
α + 2λpDσc

α
αγ

ν
ν − 2µDαb

α
δ Dσθ

δ

− 2µDαb
α
δ Dδθσ + 4µpDαc

α
σγ

ν
ν − 2µDαb

α
νDνθσ + 2µDαb

ν
σD

αθν

− 4µκα
νDαb

ν
σ + 4µpbανγ

β
βDαb

ν
σ + 2µ(Dσθ

δ)Dαb
α
δ + 2µ(Dδθσ)Dαb

α
δ

− 4µbδσγ
ν
νDαb

α
δ

]
(z)

Or on a

−2µDαb
α
δ Dδθσ − 2µDαb

α
δ Dσθ

δ + 2µ(Dσθ
δ)Dαb

α
δ + 2µ(Dδθσ)Dαb

α
δ = −4µbαβDακ

β
σ.

On a donc, en intégrant entre −1 et +1 et en utilisant le fait que B3
σ est l’opérateur

nul,

−
∫ 1

−1
L3

σ(V
1z) dx3 +

[
B3

σ(V
1z)

]+1

−1
=

[
− 2

3
µdα

αθσ − 2
3
µpcααDσγ

ν
ν + 2

3
λDσb

α
βκ

β
α

− 2
3
λpDσc

α
αγ

ν
ν + 4

3
µbαβDακ

β
σ − 4

3
µpDαc

α
σγ

ν
ν + 2

3
µDαb

α
νDνθσ − 2

3
µDαb

ν
σD

αθν

+ 4
3
µκα

νDαb
ν
σ − 4

3
µpbανγ

β
βDαb

ν
σ + 4

3
µbδσγ

ν
νDαb

α
δ

]
(z).

(3.44)

Enfin, l’équation (4.14) du chapitre II pour n = 4 montre que

L4
σ(w) = −µx3

3(b
4)αα∂3wσ − µx2

3d
α
αθσ(w) + µx3

3d
α
αb

β
σ∂3wβ + λDσc

α
βγ

β
α(x2

3w)

+ 2µDα

(
γ̃α
σ [ε](w)

)2
+ 2µx3

(
γ̃α
ν [ε](w)

)1
Dαb

ν
σ + 2µx2

3b
δ
νγ

α
δ (w)Dαb

ν
σ

− 2µx3

(
γ̃δ
σ[ε](w)

)1
Dαb

α
δ − 2µx2

3b
α
νγ

δ
σ(w)Dαb

ν
δ .

Or l’équation (4.16) du chapitre II montre que(
γ̃α
β [ε](w)

)2
= x2

3c
α
δ γ

δ
β(w) + 2x2

3b
α
δ Λδ ·

·β(w),

et en utilisant l’équation (3.20), on trouve finalement

L4
σ(w) = −µx3

3(b
4)αα∂3wσ − µx2

3d
α
αθσ(w) + µx3

3d
α
αb

β
σ∂3wβ + λDσc

α
βγ

β
α(x2

3w)

+ 2x2
3µDαc

α
νγ

ν
σ(w) + 4x2

3µDαb
α
δ Λδ ·

·σ(w) + 2µx2
3b

α
δ γ

δ
ν(w)Dαb

ν
σ

+ 2µx2
3Λ

α ·
· ν(w)Dαb

ν
σ + 2µx2

3b
δ
νγ

α
δ (w)Dαb

ν
σ − 2µx2

3b
δ
νγ

ν
σ(w)Dαb

α
δ

− 2µx2
3Λ

δ ·
·σ(w)Dαb

α
δ − 2µx2

3b
α
νγ

δ
σ(w)Dαb

ν
δ .

En intégrant alors cette équation entre −1 et 1 , et compte tenu du fait que B3
σ

est l’opérateur nul, on trouve



−
∫ 1

−1
L4

σ(V
0z) dx3 +

[
B4

σ(V
0z)

]+1

−1
=

[
2
3
µdα

αθσ − 2
3
λDσc

α
βγ

β
α − 4

3
µDαc

α
νγ

ν
σ

− 8
3
µDαb

α
δ Λδ ·

·σ − 4
3
µbαδ γ

δ
νDαb

ν
σ − 4

3
µΛα ·

· νDαb
ν
σ − 4

3
µbδνγ

α
δ Dαb

ν
σ

+ 4
3
µbδνγ

ν
σDαb

α
δ + 4

3
µΛδ ·

·σDαb
α
δ + 4

3
µbανγ

δ
σDαb

ν
δ

]
(z).

(3.45)

En définitive, par sommation des formules (3.42), (3.43), (3.44) et (3.45), on trouve

2A2
σ = −5

3
µpbααDσκ

ν
ν − 4

3
µbββDακ

α
σ − 5

6
pbααDσM3 + p

3
µbββb

α
σDαγ

ν
ν + 4

3
µpbββDαb

α
σγ

ν
ν

+ 4
3
µbββb

α
νDαγ

ν
σ + 4

3
µbββγ

α
ν Dαb

ν
σ + 4

3
µbββDαΛα ·

·σ + 1
3
λp2DσD

αDαγ
ν
ν

− 1
3
λp(p− 2q)Dσb

α
ακ

ν
ν − 2

3
λ(p− q)Dσb

α
βκ

β
α + 2

3
λp(p− 2q)Dσc

α
αγ

ν
ν

+ 2
3
λ(p− 2q)Dσc

α
βγ

β
α − 1

3
λp2( 1

2µ
− 2

λ
)Dσb

α
αM3 + 2

3
µpcααDσγ

ν
ν − 2

3
µpbααb

β
σDβγ

ν
ν

+ 1
3
µpbααDσκ

ν
ν + p

6
bααDσM3 + 1

3
µpbββb

α
σDαγ

ν
ν − 1

3
λpDσD

αDαγ
ν
ν + 1

3
λpDσb

α
ακ

ν
ν

+ λp
6µ

Dσb
α
αM3 − 2

3
µpDαDαDσγ

ν
ν + 2

3
µpDαb

α
σκ

ν
ν + 1

3
pDαb

α
σM3 − 2

3
µdα

αθσ

− 2
3
µpcααDσγ

ν
ν + 2

3
λDσb

α
βκ

β
α − 2

3
λpDσc

α
αγ

ν
ν + 4

3
µbαβDακ

β
σ − 4

3
µpDαc

α
σγ

ν
ν

+ 2
3
µDαb

α
νDνθσ − 2

3
µDαb

ν
σD

αθν + 4
3
µκα

νDαb
ν
σ − 4

3
µpbανγ

β
βDαb

ν
σ + 4

3
µbδσγ

ν
νDαb

α
δ

+ 2
3
µdα

αθσ − 2
3
λDσc

α
βγ

β
α − 4

3
µDαc

α
νγ

ν
σ − 8

3
µDαb

α
δ Λδ ·

·σ − 4
3
µbαδ γ

δ
νDαb

ν
σ

− 4
3
µΛα ·

· νDαb
ν
σ − 4

3
µbδνγ

α
δ Dαb

ν
σ + 4

3
µbδνγ

ν
σDαb

α
δ + 4

3
µΛδ ·

·σDαb
α
δ + 4

3
µbανγ

δ
σDαb

ν
δ

On regroupe alors les différents termes, et en utilisant le fait que

−4
3
µDαc

α
νγ

ν
σ + 4

3
µbδνγ

ν
σDαb

α
δ = −4

3
µbαβDαb

β
δ γ

δ
σ

et que de même

−4
3
µpDαc

α
σγ

ν
ν + 4

3
µbδσγ

ν
νDαb

α
δ = −4

3
µpbαβDαb

β
σγ

ν
ν ,

on trouve finalement

A2
σ = −2

3
µbννDακ

α
σ − 2

3
µpbββDσκ

ν
ν + 1

2
λpqDσ(b

α
ακ

ν
ν) + 2

3
λqDσb

α
βκ

β
α

+ 1
3
µpDαb

α
σκ

ν
ν + 2

3
µbαβDακ

β
σ + 2

3
µκα

βDαb
β
σ − 1

3
µDαb

β
σD

αθβ

+ 1
3
µDαb

α
βDβθσ − 1

6
λpqDσD

αDαγ
ν
ν − 1

3
µpDαDαDσγ

ν
ν − λpqDσ(c

α
αγ

ν
ν )

− λqDσ(c
α
βγ

β
α) + 2

3
µpbββDαb

α
σγ

ν
ν − 2

3
µpbαβDαb

β
σγ

ν
ν − 2

3
µbαβDαb

β
δ γ

δ
σ

− 2
3
µpbαβγ

ν
νDαb

β
σ − 4

3
µbδνγ

α
δ Dαb

ν
σ + 2

3
µbανγ

δ
σDαb

ν
δ + 2

3
µbββγ

α
ν Dαb

ν
σ

+ 2
3
µbννb

α
βDαγ

β
σ + 2

3
µbββDαΛα ·

·σ − 4
3
µDαb

α
νΛν ·

·σ − 2
3
µΛα ·

· νDαb
ν
σ

+ 2
3
µΛβ ·

·σDαb
α
β + 1

2
p2Dσ(b

α
αM3) − 1

3
pbννDσM3 + 1

6
pDαb

α
σM3.

(3.46)



Composante transverse : Etudions donc la composante transverse de l’équation
(3.40). Dans cette équation, on trouve le terme

−
∫ 1

−1

L1
3(V

3z) dx3 +
[
B1

3(V
3z)

]+1

−1

qui s’écrit, d’après l’équation (3.35),

−
∫ 1

−1

L1
σ(V

3z) dx3 +
[
B1

σ(V
3z)

]+1

−1
= 2µbαα[V 3

3 z]
+1
−1 − µDα[V 3

αz]
+1
−1.

En utilisant les équations (3.38) et (3.37), on trouve donc

−
∫ 1

−1

L1
3(V

3z) dx3 +
[
B1

3(V
3z)

]+1

−1
=

[
− 2

3
µp2bββD

αDαγ
ν
ν + 2

3
µp(p− 2q)bββb

α
ακ

ν
ν

+ 4
3
µ(p− q)bννb

α
βκ

β
α − 4

3
µp(p− 2q)bββc

α
αγ

ν
ν − 4

3
µ(p− 2q)bννc

α
βγ

β
α

+ 2
3
p2µ( 1

2µ
− 2

λ
)bββb

α
αM3 + 5

3
µpDσDσκ

ν
ν + 4

3
µDσDακ

α
σ + 5

6
pDσDσM3

− 1
3
µpDσbασDαγ

ν
ν − 4

3
µpDσDαb

α
σγ

ν
ν − 4

3
µDσbανDαγ

ν
σ − 4

3
µDσγα

ν Dαb
ν
σ

− 4
3
µDσDαΛα ·

·σ
]
(z).

(3.47)

D’autre part, les équations (3.4) et (3.16) montrent que

L2
3(V

2z) =
x2
3

2

[
− 2µpcαακ

ν
ν − pcααM3 + 3(λ + µ)pbβαDαDβγ

ν
ν − 3(λ + µ)pcαακ

ν
ν

− 3(λ + µ) p
2µ

cααM3 + µpbβαDαDβγ
ν
ν − µpcαακ

ν
ν − p

2
cααM3 + µpDαDακ

ν
ν

+ p
2
DαDαM3 + µpDαbβαDβγ

ν
ν

]
(z),

tandis que l’équation (3.5) montre que

B2
3(V

2z) =
x3
3

6

[
3λpbαβDβDαγ

ν
ν − 3λpcαακ

ν
ν − 3λ p

2µ
cααM3

]
(z)

∣∣
Γ−+

.

Les deux équations précédentes montrent que

−
∫ 1

−1

L2
3(V

2z) dx3 +
[
B2

3(V
2z)

]+1

−1
=

[
2
3
µpcαακ

ν
ν + 1

3
pcααM3 − µpbβαDαDβγ

ν
ν

+ µpcαακ
ν
ν + µ p

2µ
cααM3 − 1

3
µpbβαDαDβγ

ν
ν + 1

3
µpcαακ

ν
ν + 1

6
pcααM3

− 1
3
µpDαDακ

ν
ν − 1

6
pDαDαM3 − 1

3
µpDαbβαDβγ

ν
ν

]
(z),



soit après simplifications

−
∫ 1

−1

L2
3(V

2z) dx3 +
[
B2

3(V
2z)

]+1

−1
=

[
− 1

3
µpDαDακ

ν
ν + 2µpcαακ

ν
ν + pcααM3

− 4
3
µpbβαDαDβγ

ν
ν − 1

6
pDαDαM3 − 1

3
µpDαbβαDβγ

ν
ν

]
(z). (3.48)

En utilisant la notation (3.41), les équations (3.23) et (1.17) montrent que

L3
3(V

1z) =
x2
3

2

[
2µpdα

αγ
ν
ν − 6(λ + µ)cαβκ

β
α + 6(λ + µ)pdα

αγ
ν
ν − 4µcβακ

α
β + 4µpdα

αγ
ν
ν

− 2µpDαbβαDβγ
ν
ν − 2µDαcβαθβ − 2µpbδαDαDσγ

ν
ν − 2µbδαDαbνδθν

]
(z),

et l’équation (3.24) montre qu’on a

B3
3(V

1z) =
x3
3

6

[
− 6λcαβκ

β
α + 6λpdα

αγ
ν
ν

]
(z)

∣∣
Γ−+

.

On déduit des deux équations précédentes que

−
∫ 1

−1

L3
3(V

1z) dx3 +
[
B3

3(V
1z)

]+1

−1
=

[
− 2

3
µpdα

αγ
ν
ν + 2µcαβκ

β
α − 2µpdα

αγ
ν
ν

+ 4
3
µcβακ

α
β − 4

3
µpdα

αγ
ν
ν + 2

3
µpDαbβαDβγ

ν
ν + 2

3
µDαcβαθβ + 2

3
µpbδαDαDσγ

ν
ν

+ 2
3
µbδαDαbνδθν

]
(z),

soit après simplifications

−
∫ 1

−1

L3
3(V

1z) dx3 +
[
B3

3(V
1z)

]+1

−1
=

[
10
3
µcαβκ

β
α − 4µpdα

αγ
ν
ν + 2

3
µpDαbβαDβγ

ν
ν

+ 2
3
µDαcβαθβ + 2

3
µpbδαDαDσγ

ν
ν + 2

3
µbδαDαbνδθν

]
(z). (3.49)

Enfin, pour n = 4 l’équation (4.15) du chapitre II montre que

L4
3(w) = −µx3

3(b
4)αα∂3w3 + (λ + µ)dα

βγ
β
α

(
∂3(x

3
3w)

)
+ 3µdα

βγ
β
α(x2

3w)

+ µDαcβαθβ(x
2
3w) + µbδαDαbβδ θβ(x

2
3w) + µcβαDαθβ(x

2
3w),

d’où

L4
3(V

0z) =
x2
3

2

[
6(λ + µ)dα

βγ
β
α + 6µdα

βγ
β
α

+ 2µDαcβαθβ + 2µbδαDαbβδ θβ + 2µcβαDαθβ
]
(z).



De même, l’équation (4.18) du chapitre II montre que

B4
3(w) = λdα

βγ
β
α(x3

3w)
∣∣
Γ−+

,

d’où
B4

3(V
0z) =

x3
3

6
6λdα

βγ
β
α(z)

∣∣
Γ−+

.

On trouve donc

−
∫ 1

−1

L4
3(V

0z) dx3 +
[
B4

3(V
0z)

]+1

−1
=

[
− 2µdα

βγ
β
α − 2µdα

βγ
β
α

− 2
3
µDαcβαθβ − 2

3
µbδαDαbβδ θβ − 2

3
µcβαDαθβ

]
(z). (3.50)

En groupant les équations (3.47), (3.48), (3.49) et (3.50), on trouve que la com-
posante transverse de l’équation (3.40) s’écrit

2A2
3 = −2

3
µp2bββD

αDαγ
ν
ν + 2

3
µp(p− 2q)bββb

α
ακ

ν
ν + 4

3
µ(p− q)bννb

α
βκ

β
α

− 4
3
µp(p− 2q)bββc

α
αγ

ν
ν − 4

3
µ(p− 2q)bννc

α
βγ

β
α + 2

3
p2µ( 1

2µ
− 2

λ
)bββb

α
αM3 + 5

3
µpDσDσκ

ν
ν

+ 4
3
µDσDακ

α
σ + 5

6
pDσDσM3 − 1

3
µpDσbασDαγ

ν
ν − 4

3
µpDσDαb

α
σγ

ν
ν − 4

3
µDσbανDαγ

ν
σ

− 4
3
µDσγα

ν Dαb
ν
σ − 4

3
µDσDαΛα ·

·σ − 1
3
µpDαDακ

ν
ν + 2µpcαακ

ν
ν + pcααM3

− 4
3
µpbβαDαDβγ

ν
ν − 1

6
pDαDαM3 − 1

3
µpDαbβαDβγ

ν
ν + 10

3
µcαβκ

β
α − 4µpdα

αγ
ν
ν

+ 2
3
µpDαbβαDβγ

ν
ν + 2

3
µDαcβαθβ + 2

3
µpbδαDαDδγ

ν
ν + 2

3
µbδαDαbνδθν − 2µdα

βγ
β
α

− 2µdα
βγ

β
α − 2

3
µDαcβαθβ − 2

3
µbδαDαbβδ θβ − 2

3
µcβαDαθβ,

soit après simplification

2A2
3 = 4

3
µpDσDσκ

ν
ν + 4

3
µDσDακ

α
σ + 2µpcαακ

ν
ν + 8

3
µcαβκ

β
α − 2

3
µp(2q − p)bααb

ν
νκ

δ
δ

− 4
3
µ(q − p)bααb

ν
δκ

δ
ν − 2

3
µp2bββD

αDαγ
ν
ν − 4

3
µpDσDαb

α
σγ

ν
ν − 2

3
µpbαβDβDαγ

ν
ν

− 4
3
µDσγα

ν Dαb
ν
σ − 4

3
µDσbανDαγ

ν
σ − 4

3
µDσDαΛα ·

·σ − 4
3
µp(p− 2q)bννc

α
αγ

δ
δ

− 4µpdα
αγ

ν
ν − 4

3
µ(p− 2q)bννc

α
βγ

β
α − 4µdα

βγ
β
α + 2

3
pDαDαM3

− 2
3
µp2( 2

λ
− 1

2µ
)bννb

α
αM3 + pcααM3.

Or d’après la formule (4.15) du chapitre I et les propriétés du tenseur de courbure

R̃ αβσδ , on a
DβDαT

α ·
·β = DαDβTα ·

·β ,

pour Tαβ un champ de tenseur surfacique. Puisque Λαβ = Ab(γ)αβ − Sb(ω)αβ et
que par définition Ab(γ) est antisymétrique, on a donc que

DσDαΛα ·
·β = −DσDα Sb(ω)ασ.



On en déduit l’expression suivante pour l’opérateur A2
3 , composante transverse de

l’opérateur A2 :

A2
3 = 2

3
µpDαDακ

ν
ν + 2

3
µDσDακ

α
σ + µpcαακ

ν
ν + 4

3
µcαβκ

β
α + 1

3
µp(p− 2q)bααb

β
βκ

ν
ν

+ 2
3
µ(p− q)bααb

ν
βκ

β
ν − 1

3
µp2bββD

αDαγ
ν
ν − 2

3
µpDσDαb

α
σγ

ν
ν − 1

3
µpbαβDβDαγ

ν
ν

− 2
3
µDσγα

ν Dαb
ν
σ − 2

3
µDσbανDαγ

ν
σ + 2

3
µDσDα Sb(ω)ασ + 2

3
µp(2q − p)bννc

α
αγ

β
β

− 2µpdα
αγ

ν
ν + 2

3
µ(2q − p)bααc

ν
βγ

β
ν − 2µdα

βγ
β
α + 1

3
pDαDαM3

+ 1
3
µp2( 1

2µ
− 2

λ
)bννb

α
αM3 + 1

2
pcααM3.

(3.51)

Cet opérateur est d’ordre 4 en z3 et 3 en zσ . Rappelons que le tenseur καβ vaut
καβ = 1

2
(Dαθβ + Dβθα) , où θα(z) = Dαz3 + bβαzβ .

Remarquons que les ordres de dérivations de l’opérateur A2 s’écrivent

degA2 =

(
4 3
3 4

)
.

3.4 Opérateurs sur le second membre

On calcule maintenant les opérateurs G1 , Q3 et G2 de la réduction canonique.
Rappelons qu’on a

G0(f) =
1

2

∫ 1

−1

f(x3) dx3, (3.52)

et (voir l’équation (2.14))

Q2(f) =

∫ x3

0

( ∫ u

−1

�−1
(
IG0f − f

)
(t) dt

)
du. (3.53)

En vue de simplifier les équations, on introduit l’opérateur suivant :

Définition 3.5 On définit l’opérateur

m : C∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
→ C

∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
,

tel que si f ∈ C∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
, alors on a

m(f) = �−1
(
IG0(f) − f

)
, (3.54)

avec �−1(u) =
(

1
µ
uσ,

1
λ+2µ

u3

)
.



On a donc l’équation

m(f) = �−1

((1

2

∫ 1

−1

f dx3

)
− f

)
.

L’opérateur Q2 s’écrit donc simplement

Q2(f) =

∫ x3

0

∫ u

−1

m(f) dt du. (3.55)

Rappelons que les opérateurs Qk et Gk vérifient pour tout k les équations
(2.13), et que les opérateurs Gk sont déterminés par l’équation (2.16).

Pour n = 3 , les équations (2.13) s’écrivent, compte tenu du fait que Q0 et Q1

sont les opérateurs nuls {
L0Q3 +L1Q2 = IG1,

B0Q3 +B1Q2 = 0.
(3.56)

Or on a d’après l’équation (1.12),

L1
σ(Q

2f) = −
∫ x3

−1
µbααmσ(f) du +

∫ x3

−1
(λ + µ)Dσm3(f) du− x3µb

α
σmα(f), (3.57)

et

L1
3(Q

2f) = −
∫ x3

−1
µbααm3(f) du +

∫ x3

−1
(λ + µ)γα

α

(
m(f)

)
du. (3.58)

De même, d’après l’équation (1.13), on a

B1
σ(Q

2f) =
∫ x3

0

∫ u

−1
µDσm3(f) dt du

∣∣
Γ−+

+
∫ x3

0

∫ u

−1
µbασmα(f) dt du

∣∣
Γ−+

− µx3b
α
σ

∫ x3

−1
mα(f) du

∣∣
Γ−+

, (3.59)

et

B1
3(Q

2f) =
∫ x3

0

∫ u

−1
λγα

α

(
m(f)

)
dt du

∣∣
Γ−+

. (3.60)

Rappelons que d’après la formule (2.16), on a

2G1f =

∫ 1

−1

L1Q2f dx3 −
[
B1Q2f

]+1

−1
.



On trouve donc pour les composantes surfaciques des équations précédentes :

2G1
σf = −

∫ 1

−1

∫ x3

−1
µbααmσ(f) du dx3 +

∫ 1

−1

∫ x3

−1
(λ + µ)Dσm3(f) du dx3

−
∫ 1

−1
x3µb

α
σmα(f) dx3 −

∫ 1

0

∫ u

−1
µDσm3(f) dt du−

∫ 1

0

∫ u

−1
µbασmα(f) dt du

+ µbασ
∫ 1

−1
mα(f) du−

∫ 0

−1

∫ u

−1
µDσm3(f) dt du−

∫ 0

−1

∫ u

−1
µbασmα(f) dt du,

d’où

2G1
σf = −

∫ 1

−1

∫ x3

−1
µbααmσ(f) du dx3 +

∫ 1

−1

∫ x3

−1
λDσm3(f) du dx3

−
∫ 1

−1
x3µb

α
σmα(f) dx3 −

∫ 1

−1

∫ u

−1
µbασmα(f) dt du +

∫ 1

−1
µbασmα(f) du.

Or on a en intégrant par parties∫ 1

−1
x3µb

α
σmα(f) dx3 =

[
x3

∫ x3

−1
µbασmα(f) du

]+1

−1
−

∫ 1

−1

∫ x3

−1
µbασmα(f) du dx3

=
∫ 1

−1
µbασmα(f) du−

∫ 1

−1

∫ x3

−1
µbασmα(f) du dx3.

On trouve donc finalement

G1
σ(f) =

1

2

∫ 1

−1

( ∫ x3

−1

(
λDσm3(f) − µbααmσ(f)

)
du

)
dx3. (3.61)

De même, pour la composante transverse, on trouve

2G1
3(f) = −

∫ 1

−1

∫ x3

−1
µbααm3(f) du dx3 +

∫ 1

−1

∫ x3

−1
(λ + µ)γα

α

(
m(f)

)
du dx3

−
∫ 1

0

∫ u

−1
λγα

α

(
m(f)

)
dt du−

∫ 0

−1

∫ u

−1
λγα

α

(
m(f)

)
dt du,

et on en déduit que

G1
3(f) =

1

2

∫ 1

−1

( ∫ x3

−1

(
µγα

α

(
m(f)

)
− µbααm3(f)

)
du

)
dx3. (3.62)

On remarque que l’opérateur G1 se factorise à travers l’opérateur m : on a
G1(f) = R1

(
m(f)

)
, où R1 est donné à partir des équations (3.61) et (3.62). Les

ordres de dérivation de l’opérateur R1 se représentent par l’équation

degR1 =

(
0 1
1 0

)
.

Ces ordres sont exactement ceux de la majoration (2.35) pour l’opérateur G1 .



Comme pour l’opérateur V 3 , il suffit de calculer [Q3f ]+1
−1 . D’après les équations

(3.56), (3.57), (3.59) et (3.61) on trouve que que Q3
σ vérifie les équations

µ∂33Q
3
σf =

∫ x3

−1
µbααmσ(f) du−

∫ x3

−1
(λ + µ)Dσm3(f) du + x3µb

α
σmα(f)

+ 1
2

∫ 1

−1

∫ x3

−1

(
λDσm3(f) − µbααmσ(f)

)
du dx3 dans Ω,

µ∂3Q
3
σf = −

∫ x3

0

∫ u

−1
µDσm3(f) dt du−

∫ x3

0

∫ u

−1
µbασmα(f) dt du

+ µx3b
α
σ

∫ x3

−1
mα(f) du sur Γ−+.

En intégrant les équations à l’intérieur et en utilisant la condition en x3 = −1 , on
trouve

µ∂3Q
3
σf =

∫ x3

−1

∫ u

−1
µbααmσ(f) dt du−

∫ x3

−1

∫ u

−1
(λ + µ)Dσm3(f) dt du

+
∫ x3

−1
uµbασmα(f) du + 1

2
(x3 + 1)

∫ 1

−1

∫ u

−1

(
λDσm3(f) − µbααmσ(f)

)
dt du

+
∫ 0

−1

∫ u

−1
µDσm3(f) dt du +

∫ 0

−1

∫ u

−1
µbασmα(f) dt du.

Or en intégrant par parties on trouve l’équation suivante∫ 0

−1
uµbασmα(f) du =

[
x3

∫ x3

−1
µbασmα(f) du

]0

−1
−

∫ 0

−1

∫ x3

−1
µbασmα(f) du.

On en déduit donc que

µ∂3Q
3
σf =

∫ x3

−1

∫ u

−1

(
µbααmσ(f) − λDσm3(f)

)
dt du−

∫ x3

0

∫ u

−1
µDσm3(f) dt du

− 1
2
(x3 + 1)

∫ 1

−1

∫ u

−1

(
µbααmσ(f) − λDσm3(f)

)
dt du +

∫ x3

0
µubασmα(f) du.

En intégrant entre −1 et +1 , on trouve[
∂3Q

3
σf

]+1

−1
=

∫ 1

−1

∫ x3

−1

∫ u

−1

(
bααmσ(f) − λ

µ
Dσm3(f)

)
dt du dx3

−
∫ 1

−1

∫ x3

0

∫ u

−1
Dσm3(f) dt du dx3

−
∫ 1

−1

∫ u

−1

(
bααmσ(f) − λ

µ
Dσm3(f)

)
dt du +

∫ 1

−1

∫ x3

0
ubασmα(f) du dx3.

Or en intégrant par parties on a l’équation∫ 1

−1

∫ x3

−1

∫ u

−1

(
bααmσ(f) − λ

µ
Dσm3(f)

)
dt du dx3

−
∫ 1

−1

∫ u

−1

(
bααmσ(f) − λ

µ
Dσm3(f)

)
dt du

=
∫ 1

−1
x3

∫ x3

−1

(
λ
µ
Dσm3(f) − bααmσ(f)

)
du dx3. (3.63)



En définitive, on trouve donc

[Q3
σf ]+1

−1 =
∫ 1

−1
x3

∫ x3

−1
(λ
µ
Dσm3(f) − bααmσ)(f) dt dx3

−
∫ 1

−1

∫ x3

0

∫ u

−1
Dσm3(f) dt du dx3 +

∫ 1

−1

∫ x3

0
ubασmα(f) du dx3. (3.64)

De même, en utilisant les équations (3.58), (3.60) et (3.62), les composantes
transverses des équations (3.56) s’écrivent

(λ + 2µ)∂33Q
3
3f =

∫ x3

−1
µbααm3(f) du−

∫ x3

−1
(λ + µ)γα

α

(
m(f)

)
du

+ 1
2

∫ 1

−1

∫ u

−1

(
µγα

α

(
m(f)

)
− µbααm3(f)

)
dt du dans Ω.

(λ + 2µ)∂3Q
3
3f = −

∫ x3

0

∫ u

−1
λγα

α

(
m(f)

)
dt du sur Γ−+.

En intégrant l’équation à l’intérieur et en utilisant la condition en −1 , on trouve

(λ + 2µ)∂3Q
3
3f =

∫ x3

−1

∫ u

−1
µbααm3(f) dt du−

∫ x3

−1

∫ u

−1
(λ + µ)γα

α

(
m(f)

)
dt du

+ 1
2
(x3 + 1)

∫ 1

−1

∫ u

−1

(
µγα

α

(
m(f)

)
− µbααm3(f)

)
dt du

+
∫ 0

−1

∫ u

−1
λγα

α

(
m(f)

)
dt du.

On en déduit par intégration entre −1 et +1 que

(λ + 2µ)[Q3
3f ]+1

−1 =
∫ 1

−1

∫ x3

−1

∫ u

−1

(
µbααm3(f) − µγα

α

(
m(f)

))
dt du dx3

+
∫ 1

−1

∫ x3

−1

(
µγα

α

(
m(f)

)
− µbααm3(f)

)
du dx3

−
∫ 1

−1

∫ x3

0

∫ u

−1
λγα

α

(
m(f)

)
dt du dx3.

En utilisant une intégration par partie analogue à (3.63), on trouve en définitive

[Q3
3f ]+1

−1 = −
∫ 1

−1

∫ x3

0

∫ u

−1
pγα

α

(
m(f)

)
dt du dx3

+
∫ 1

−1
x3

∫ x3

−1
q
2

(
γα
α

(
m(f)

)
− bααm3(f)

)
dt dx3. (3.65)

Remarquons que les ordres de dérivations de l’opérateur Q3 s’écrivent

degQ3 =

(
0 1
1 0

)
.

Ces ordres correspondent à la majoration (2.33).

On étudie maintenant l’opérateur G2 . D’après l’équation (2.16), et compte tenu
du fait que Q0 et Q1 sont les opérateurs nul, il est donné par l’équation

2G2f =

∫ 1

−1

(
L1Q3f +L2Q2f

)
dx3 −

[
B1Q3f +B2Q2f

]+1

−1
. (3.66)



Comme pour les équations (3.34) et (3.35), on a les équations suivantes :∫ 1

−1

L1
σ(Q

3f) dx3 −
[
B1

σ(Q
3f)

]+1

−1
= λDσ[Q

3
3f ]+1

−1 − µbαα[Q3
σf ]+1

−1, (3.67)

et ∫ 1

−1

L1
3(Q

3f) dx3 −
[
B1

3(Q
3f)

]+1

−1
= µDα[Q3

αf ]+1
−1 − 2µbαα[Q3

3f ]+1
−1. (3.68)

Remarquons que les expressions des opérateurs Q3 et Q2 ainsi que les équations
(3.66) montrent que l’opérateur G2 se factorise à travers l’opérateur m : il existe
un opérateur R2 tel que pour tout f , on ait

G2f = R2
(
m(f)

)
.

Considérons tout d’abord les composantes surfaciques de l’opérateur G2
σ . Les

équations (3.67), (3.64) et (3.65) montrent que∫ 1

−1

L1
σ(Q

3f) dx3 −
[
B1

σ(Q
3f)

]+1

−1
= −

∫ 1

−1

∫ x3

0

∫ u

−1
λpDσγ

α
α

(
m(f)

)
dt du dx3

+
∫ 1

−1
x3

∫ x3

−1

(
µpDσγ

α
α(m) − µpDσb

α
αm3

)
(f), dt dx3

−
∫ 1

−1
x3

∫ x3

−1
(λbααDσm3 − µbββb

α
αmσ)(f) dt dx3

+
∫ 1

−1

∫ x3

0

∫ u

−1
µbααDσm3(f) dt du dx3 −

∫ 1

−1

∫ x3

0
µubννb

α
σmα(f) du dx3.

En regroupant les termes, on trouve donc∫ 1

−1

L1
σ(Q

3f) dx3 −
[
B1

σ(Q
3f)

]+1

−1
= −

∫ 1

−1

∫ x3

0
µubννb

α
σmα(f) du dx3

+
∫ 1

−1
x3

∫ x3

−1

[
µpDσγ

α
α(m) − µpDσb

α
αm3 − λbααDσm3 + µbββb

α
αmσ

]
(f) dt dx3

+
∫ 1

−1

∫ x3

0

∫ u

−1

[
− λpDσγ

α
α(m) + µbααDσm3

]
(f) dt du dx3.

D’autre part, d’après l’équation (3.4) et l’expression de Q2 , on a

L2
σ(Q

2f) = µx3

∫ x3

−1

[
bααb

β
σmβ − cααmσ

]
(f) du

+
∫ x3

0

∫ u

−1

[
− µbααDσm3 − µbααb

β
σmβ + λDσγ

ν
ν (m) + 2µDαγ

α
σ (m)

]
(f) dt du.

Grâce au fait que B2
σ est l’opérateur nul, on trouve donc∫ 1

−1

L2
σ(Q

2f) dx3 −
[
B2

σ(Q
2f)

]+1

−1
=

∫ 1

−1
x3

∫ x3

−1

[
µbααb

β
σmβ − µcααmσ

]
(f) du dx3

+
∫ 1

−1

∫ x3

0

∫ u

−1

[
− µbααDσm3 − µbααb

β
σmβ + λDσγ

ν
ν (m) + 2µDαγ

α
σ (m)

]
(f) dt du dx3.



En définitive, les composantes surfaciques de l’équation (3.66) montrent que l’opé-
rateur R2

σ tel que R2
σ(m) = G2

σ s’écrit

2R2
σ(m) = −

∫ 1

−1

∫ x3

0
µubννb

α
σmα du dx3

+
∫ 1

−1
x3

∫ x3

−1

[
µpDσγ

α
α(m) − µpDσb

α
αm3 − λbααDσm3 + µbββb

α
αmσ

]
dt dx3

+
∫ 1

−1

∫ x3

0

∫ u

−1

[
− λpDσγ

α
α(m) + µbααDσm3

]
dt du dx3

+
∫ 1

−1
x3

∫ x3

−1

[
µbααb

β
σmβ − µcααmσ

]
du dx3

+
∫ 1

−1

∫ x3

0

∫ u

−1

[
− µbααDσm3 − µbααb

β
σmβ + λDσγ

ν
ν (m) + 2µDαγ

α
σ (m)

]
dt du dx3.

Or par intégration par partie, on a

x3

∫ x3

−1
µbααb

β
σmβ du =

[
x3

∫ x3

−1
µbααb

β
σmβ du

]x3

0

=
∫ x3

0
uµbααb

β
σmβ du +

∫ x3

0

∫ u

−1
µbααb

β
σmβ dt du.

En définitive, en utilisant le fait que

(λ− λp)Dσγ
ν
ν (m) + 2µDαγ

α
σ (m) = −Mσ(m),

où Mσ est la composante surfacique de l’opérateur de membrane, on trouve

R2
σ(m)= 1

2

∫ 1

−1
x3

∫ x3

−1

[
− µpDσb

α
αm3 + µbννb

α
αmσ − λbααDσm3 + µpDσγ

α
α(m)

]
dt dx3

− 1
2

∫ 1

−1

∫ x3

0

∫ u

−1
Mσ(m) dt du dx3 − 1

2
µcαα

∫ 1

−1
x3

∫ x3

−1
mσ dt dx3.

(3.69)

Enfin, calculons la composante transverse de l’opérateur R2 : les équations
(3.68), (3.64) et (3.65) montrent que∫ 1

−1

L1
3(Q

3f) dx3 −
[
B1

3(Q
3f)

]+1

−1
=

∫ 1

−1
x3

∫ x3

−1
(λDσDσm3 − µDσbααmσ)(f) dt dx3

−
∫ 1

−1

∫ x3

0

∫ u

−1
µDσDσm3(f) dt du dx3 +

∫ 1

−1

∫ x3

0
µuDσbασmα(f) du dx3

+
∫ 1

−1

∫ x3

0

∫ u

−1
2µpbννγ

α
α

(
m(f)

)
dt du dx3

−
∫ 1

−1
x3

∫ x3

−1
q
2

(
2µbννγ

α
α(m) − 2µbννb

α
αm3

)
(f) dt dx3,

soit encore∫ 1

−1

L1
3(Q

3f) dx3 −
[
B1

3(Q
3f)

]+1

−1
=

∫ 1

−1

∫ x3

0
µuDσbασmα(f) du dx3

+
∫ 1

−1
x3

∫ x3

−1

[
λDσDσm3 − µDσbααmσ − µqbννγ

α
α(m) + µqbννb

α
αm3

]
(f) dt dx3

+
∫ 1

−1

∫ x3

0

∫ u

−1

[
2µpbννγ

α
α(m) − µDσDσm3

]
(f) dt du dx3.

(3.70)



D’autre part, d’après les équations (3.4) et (3.5) et l’expression (3.55) de l’opérateur
Q2 , on a

L2
3(Q

2f) = x3

∫ x3

−1

[
− µcααm3 + (λ + µ)bβαγ

α
β (m)

]
(f) du

+
∫ x3

0

∫ u

−1

[
(λ + 2µ)bβαγ

α
β (m) + µDαθα(m)

]
(f) dt du.

et

B2
3(Q

2f) = x3

∫ x3

0

∫ u

−1

λbβαγ
α
β

(
m(f)

)
dt du

∣∣
Γ−+

.

On trouve donc∫ 1

−1

L2
3(Q

2f) dx3 −
[
B2

3(Q
2f)

]+1

−1
=∫ 1

−1
x3

∫ x3

−1

[
− µcααm3 + (λ + µ)bβαγ

α
β (m)

]
(f) du dx3

+
∫ 1

−1

∫ x3

0

∫ u

−1

[
(λ + 2µ)bβαγ

α
β (m) + µDαθα(m)

]
(f) dt du dx3

−
∫ 1

0

∫ u

−1
λbβαγ

α
β

(
m(f)

)
dtdu +

∫ 0

−1

∫ u

−1
λbβαγ

α
β

(
m(f)

)
dt du.

(3.71)

Or, pour tout v ∈ C∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
, on a en intégrant par partie que

[x3v]
+1
−1 =

∫ 1

−1

x3∂3v dx3 +

∫ 1

−1

v dx3.

En appliquant cette équation à v =
∫ x3

0

∫ u

−1
m(f) dt du , on trouve

∫ 1

0

∫ u

−1

m(f) dt du−
∫ 0

−1

∫ u

−1

m(f) dt du =∫ 1

−1

x3

∫ x3

−1

m(f) du dx3 +

∫ 1

−1

∫ x3

0

∫ u

−1

m(f) dt du dx3.

En appliquant à cette formule l’opérateur surfacique λbβαγ
α
β , on voit que dans

l’expression (3.71), les termes intégrés en λbβαγ
α
β

(
m(f)

)
s’annulent. On trouve

donc finalement∫ 1

−1

L2
3(Q

2f) dx3 −
[
B2

3(Q
2f)

]+1

−1
=

∫ 1

−1
x3

∫ x3

−1

[
− µcααm3 + µbβαγ

α
β (m)

]
(f) du dx3

+
∫ 1

−1

∫ x3

0

∫ u

−1

[
2µbβαγ

α
β (m) + µDαθα(m)

]
(f) dt du dx3.

(3.72)



En définitive, on trouve grâce aux équations (3.70) et (3.72) que l’opérateur R2
3 tel

que R2
3(m) = G2

3 s’écrit

2R2
3(m) =

∫ 1

−1

∫ x3

0
µuDσbασmα du dx3

+
∫ 1

−1
x3

∫ x3

−1

[
λDσDσm3 − µDσbααmσ − µqbννγ

α
α(m) + µqbννb

α
αm3

]
dt dx3

+
∫ 1

−1

∫ x3

0

∫ u

−1

[
2µpbννγ

α
α(m) − µDσDσm3

]
dt du dx3

+
∫ 1

−1
x3

∫ x3

−1

[
− µcααm3 + µbβαγ

α
β (m)

]
du dx3

+
∫ 1

−1

∫ x3

0

∫ u

−1

[
2µbβαγ

α
β (m) + µDαθα(m)

]
dt du dx3.

En utilisant le fait que

2µpbααγ
β
β (m) + 2µbβαγ

α
β (m) = −M3(m)

et que

−µqbννγ
α
α(m) = −µqbννD

αmα + µqbννb
α
αm3,

ainsi que le fait que θα(v) = Dαv3 + bβαvβ pour tout champ v , on trouve finalement

R2
3(m)= 1

2

∫ 1

−1
x3

∫ u

−1

[
− µqbννD

αmα − µDαbννmα + λDαDαm3 + 2µqbννb
α
αm3

+ µbαβγ
β
α(m) − µcααm3

]
dt dx3 + 1

2

∫ 1

−1

∫ x3

0

∫ u

−1

[
µDαbναmν −M3(m)

]
dt du dx3

+ 1
2

∫ 1

−1

∫ x3

0
µtDαbναmν dt dx3.

(3.73)

Remarquons que d’après les équations (3.69) et (3.73), les ordres de l’opérateur R2

s’écrivent

degR2 =

(
2 1
1 2

)
.

3.5 Récapitulation des expressions

On rappelle que d’après la définition 3.1, l’opérateur M de membrane est donné
par l’équation Mσ := −λ̃Dσγ

α
α − 2µDαγ

α
σ ,

M3 := −λ̃bααγ
β
β − 2µbαβγ

β
α.

Dans cette section, on a donc montré le résultat suivant :

Théorème 3.6 La réduction canonique
(
V [ε],Q[ε],A[ε],G[ε]

)
possède les pro-

priétés suivantes :



• La série formelle V [ε] a pour premiers termes

V 0 = I et V 1(z) =

−x3θσ(z),

−x3pγ
α
α(z),

(3.74)

et

V 2(z) =


x2

3

2
pDσγ

α
α(z),

x2
3

2

(
pκα

α(z) +
p

2µ
M3(z)

)
.

(3.75)

• La série formelle A[ε] a pour premiers termes

A0 =M , A1 = 0, (3.76)

et A2 l’opérateur défini par les équations (3.46) et (3.51).

• La série formelle G[ε] a pour premier terme

G0(f) =
1

2

∫ 1

−1

f(x3) dx3, (3.77)

et la série formelle opérateur G[ε]−G0 se factorise à travers l’opérateur m défini
par l’équation (3.54) : il existe une série formelle opérateur R[ε] =

∑
k≥1 ε

kRk telle

que les opérateurs R� possèdent les mêmes ordres de dérivation que les opérateurs
G� pour H ≥ 1 , et telle que si f est un champ de 1-forme 3D, alors on a(

G[ε] −G0
)
(f) = R[ε]m(f). (3.78)

L’opérateur R1 est alors donné par les expressions (3.61) et (3.62), tandis que
l’opérateur R2 est donné par les expressions (3.69) et (3.73).

• La série formelle Q[ε] a pour premiers termes les opérateurs Q0 et Q1

égaux aux opérateurs nuls, et l’opérateur Q2 donné par la formule

Q2(f) =

∫ x3

0

( ∫ u

−1

m(f)(t) dt
)
du. (3.79)

Comme pour la série formelle G[ε] , il existe une factorisation à travers l’opérateur
m défini par l’équation (3.54).



Preuve. Ces propriétés découlent des calculs précédents et des équations fonc-
tionnelles vérifiées par les opérateurs de la réduction canonique (voir le théorème
2.1). La factorisation (3.78) et la factorisation de la série formelle Q[ε] se mon-
trent de même par récurrence à partir des équations devant être vérifiées par les
séries formelles intervenant dans le théorème. La propriété concernant les ordres de
dérivation des opérateurs R� pour H ≥ 1 est alors claire.

Dans la pratique, on n’utilise pas les factorisations des séries formelles G[ε] et
Q[ε] , et on travaille toujours directement avec ces séries formelles agissant sur la
série formelle f [ε] .





Chapitre IV

Modèles bidimensionnels de
coques

Le chapitre III montre que la résolution en série formelle du problème tridimension-
nel de l’élasticité sur un coque se ramène à l’étude d’un problème réduit bidimen-
sionnel faisant intervenir une série formelle A[ε] à coefficients opérateurs 2D. Cette
série formelle possède la propriété que A0 est égal à l’opérateur de membrane M ,
et le but des calculs du chapitre III était de donner les expressions des opérateurs
A1 et A2 . La série formelle A[ε] s’écrit donc

A[ε] =M + ε2A2 + ε3A3 + · · · ,

où A2 est donné dans le chapitre précédent. Cette expression rappelle les différents
modèles bidimensionnels de coques, du type de celui proposé par Koiter [35]. Ces
modèles sont du type

K(ε) =M + ε2F , (0.1)

où F est un opérateur de flexion. Le choix du “bon” opérateur de flexion a fait
l’objet de nombreux articles, en particulier ceux de Koiter [35, 36], Budiansky
& Sanders [6] et John [33]. Le but de ce chapitre est de dégager des propriétés
d’inversibilité et de régularité que doivent vérifier ces opérateurs, et exhiber des
familles d’opérateurs du type (0.1) possédant ces bonnes propriétés. On étudie tout
d’abord un modèle simple, puis on définit et étudie les modèles 2D : ceux-ci sont
dits admissibles s’ils sont inversibles et elliptiques au sens de Agmon, Douglis et
Nirenberg. On montre alors qu’il existe une infinité de modèles 2D admissibles, et
que les modèles de Koiter et Budiansky-Sanders sont des modèles 2D admissibles.
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1 Le modèle standard

Dans cette section, on étudie le modèle bidimensionnel le plus simple qui soit in-
trinsèque : on l’appelle le modèle 2D standard. L’opérateur associé est autoadjoint
et possède les bonnes propriétés d’ellipticité et d’inversibilité. La section suivante
montre comment construire d’autres modèles à partir de celui-ci.

1.1 Notations

Avant de commencer l’analyse du modèle 2D proprement dite, on fixe ici les hy-
pothèses et les notations utilisées dans la suite de ce chapitre.

Dans toute la suite, on étudie des opérateurs vivant sur la surface moyenne S0 .
Comme l’indice 0 fait référence à la coque tridimensionnelle, on ne le note plus dans
la suite, c’est-à-dire qu’on fait l’identification de S0 et de la surface abstraite S .
Sauf mention du contraire, on ne fait aucune hypothèse géométrique sur la surface
S . Toutefois, certains résultats sont meilleurs dans le cas des coques uniformément
elliptiques (voir le chapitre VI).

Dans tout ce chapitre, on suppose que ∂S �= ∅ . Le cas des surfaces sans bord
n’est abordé que dans les chapitres suivants lors de l’étude des coques elliptiques.

Les résultats qui suivent font intervenir des espaces de Sobolev sur la variété S .
En ce qui concerne la théorie des espaces de Sobolev sur une variété riemannienne,
on peut se référer à [4]. On note H�(S) pour H ≥ 0 les espaces de Sobolev sur la
surface S .

Dans les chapitres précédents, tous les champs de tenseurs considérés étaient de
classe C∞ , comme la surface S elle-même. Soit ζ = ζαdyα un champ de 1-formes
sur S . On vérifie alors que la notion de régularité de ce champ de 1-formes a un
sens sur la surface S . En effet, dans un système de coordonnées, ζ se représente
par un couple de fonctions (ζ1, ζ2) . Dans ce système de coordonnées locales, on
peut alors dire que ζ est de classe H� si les fonctions ζ1 et ζ2 sont de classe
H� sur l’ouvert de R

2 correspondant à la carte locale choisie. Or cette notion est
intrinsèque car la variété S est de classe C∞ , et les changements de cartes sont
donc de classe C∞ . La même notion de régularité est valable pour des champs de
tenseurs de types quelconques.

Dans la suite, les objets maniés en permanence sont des couples (zαdyα, z3) de
champs de 1-formes sur S et de fonctions sur S . On utilise alors la notation
suivante :

Notation 1.1 Si z = (zαdyα, z3) est un couple de champ de 1-formes sur S et de



fonction sur S , alors la notation

z ∈ H1 × H1 × H2(S), (1.1)

signifie que z3 est une fonction de classe H2 sur S , et que le champ de 1-forme
zαdyα est de classe H1 sur S .

Dans le même esprit que la notation précédente, on peut définir l’espace L2 ×
L2 × H1(S) , ainsi que n’importe quel espace produit d’espaces de Sobolev, avec la
nécessité que les deux premiers soient égaux.

Dans toute la suite, r désigne la distance géodésique d’un point de S au bord
∂S . D’autre part, on note s l’abscisse curviligne le long de ∂S . Si f est une
fonction sur S , la notation ∂rf

∣∣
∂S

désigne donc la dérivée par rapport à la normale

rentrante le long de ∂S de la fonction f , et ∂sf
∣∣
∂S

désigne la dérivée de cette
fonction le long du bord ∂S .

On définit alors l’espace H1
0×H1

0×H2
0(S) des éléments z ∈ H1×H1×H2(S) tels

que z
∣∣
∂S

= 0 et ∂rz3

∣∣
∂S

= 0 . Cette définition est bien intrinsèque, car la dérivée
normale ∂r possède une existence globale sur ∂S .

Enfin, on pose la définition suivante :

Définition 1.2 Soit ζ = ζαdyα un champ de 1-formes sur S de classe H1 . On a
alors

‖ζ‖2

H1(S)
=

∫
S

zαzα dS +

∫
S

(Dαζβ)(Dαζβ) dS. (1.2)

De même, si z ∈ H1 × H1 × H2(S) , le carré de la norme ‖ζ‖
H1×H1×H2(S)

est la

somme de l’expression précédente appliquée à zαdyα et du terme

‖z3‖2

H2(S)
=

∫
S

(
z2
3 + (Dαz3)(Dαz3) + (DαDβz3)(DαDβz3)

)
dS.

La définition 1.2 est valable pour n’importe quelle variété, en particulier pour la
variété Ωε , avec des dérivées covariantes ∇ et sommation sur des indices tridimen-
sionnels, et la définition 1.2 cöıncide alors avec la définition cartésienne usuelle.

1.2 Description du modèle

Rappelons que λ̃ = 2λµ(λ + 2µ)−1 . On définit tout d’abord l’opérateur de flexion
associé au modèle bidimensionnel standard.



Définition 1.3 L’opérateur F 0 : Γ(T1S)×C∞(S) → Γ(T1S)×C∞(S) défini, pour
z ∈ Γ(T1S) × C∞(S) , par l’équation

F 0(z) =


F 0

σ (z) = 0,

F 0
3 (z) =

1

3
λ̃DαDαDβD

βz3 +
2

3
µDαDβDβD

αz3,
(1.3)

est un opérateur 2D appelé opérateur intrinsèque de flexion minimal.

Cet opérateur est l’opérateur intrinsèque le plus simple qui contienne les dérivations
d’ordres trois et quatre en z3 apparaissant dans la composante transverse de l’opé-
rateur A2 (voir l’équation (3.51) du chapitre III). Rappelons que M désigne
l’opérateur de membrane (voir la définition 3.1 du chapitre III). On pose alors la
définition suivante :

Définition 1.4 L’opérateur K0(ε) : Γ(T1S) × C∞(S) → Γ(T1S) × C∞(S) défini
par

K0(ε) =M + ε2F 0

est appelé modèle 2D standard.

Cet opérateur est associé à la forme bilinéaire symétrique suivante :

aε(z, z′) =

∫
S

Mαβσδγαβ(z)γσδ(z
′) dS +

ε2

3

∫
S

Mαβσδταβ(z)τσδ(z
′) dS, (1.4)

où z et z′ sont dans l’espace Γ(T1S) × C∞(S) et où

Mαβσδ =
2λµ

λ + 2µ
aαβaσδ + µ(aασaβδ + aαδaβσ). (1.5)

Rappelons que γαβ(z) est le champ de tenseurs de changement de métrique linéarisé
associé à z et donné par l’équation

γαβ(z) = 1
2
(Dαzβ + Dβzα) − bαβz3,

et enfin, on définit le champ de tenseurs ταβ(z) par l’équation

ταβ(z) = DαDβz3. (1.6)

La forme bilinéaire de l’équation (1.4) se décompose en somme de deux formes
bilinéaires : celle associée à l’opérateur de membrane, notée a0 (voir l’équation
(3.13) du chapitre III) et l’autre associée à l’opérateur F 0 notée dans la suite

a1(z, z
′) =

1

3

∫
S

Mαβσδταβ(z)τσδ(z
′) dS. (1.7)

Les deux formes bilinéaires a0 et a1 sont positives et symétriques, et on a

aε = a0 + ε2a1.



1.3 Coercivité

Le modèle de Koiter est construit sur les mêmes bases que modèle précédent, mais
où la forme bilinéaire a1 est remplacée par la forme bilinéaire

(z, z′) �→ 1

3

∫
S

Mαβσδραβ(z)ρσδ(z
′) dS,

où ραβ(z) est le champ de tenseurs de changement de courbure associé à z (voir
l’équation (4.7) du chapitre I). La démonstration de la coercivité du modèle de
Koiter repose sur le lemme du mouvement rigide (voir par exemple [50]). Ce résultat
montre que si z ∈ H1

0×H1
0×H2

0(S) vérifie γαβ(z) = 0 et ραβ(z) = 0 , alors z = 0 .
On montre ici l’analogue pour le modèle 2D standard défini dans la sous-section
précédente :

Lemme 1.5 Soit z ∈ H1 × H1 × H2(S) tel que

γαβ(z) = ταβ(z) = 0 et zi
∣∣
∂S

= ∂rz3

∣∣
∂S

= 0,

alors z = 0 sur S .

Preuve. On verra dans la sous-section suivante que l’opérateur associé à la
forme bilinéaire aε est elliptique au sens de Agmon, Douglis et Nirenberg pour
les conditions aux limites de Dirichlet associées. En particulier, le noyau de cet
opérateur est constitué de fonctions C∞ . Or des fonctions vérifiant les conditions
du lemme sont dans le noyau de cet opérateur. Il suffit donc de montrer le résultat
pour z ∈ Γ(T1S)×C∞(S) . Considérons alors le champ de vecteurs qui s’écrit dans
un système de coordonnées {yα} ,

Y = (Dαz3)
∂

∂yα
.

Ce champ de vecteurs n’est autre que le gradient de la fonction z3 et définit donc
un champ de vecteurs de classe C∞ sur S . Si c(t) est une courbe suffisamment
régulière tracée sur la surface S , on peut former le champ de vecteurs Y (c(t)) le
long de la courbe c . Notons X(t) = c′(t) qui est un champ de vecteurs le long de
c(t) . Dans un système de coordonnées {yα} , on note Xα(t) les coordonnées du
champ de vecteurs X(t) et Y α les coordonnées de Y . On a alors

d
dt

〈
Y, Y

〉
= 2

〈
Dc′(t)Y, Y

〉
= 2Xα(t)(DαYβ)c(t)(Y

β)c(t)

= 2Xα(t)(DαDβz3)c(t)(D
βz3)c(t)

= 0,

où le produit scalaire est le produit scalaire sur S issu de la métrique aαβ . Donc
la norme du champ de vecteurs Y est constante sur toute courbe (le champ de



vecteurs Y est parallèle le long de toute courbe tracée sur S , voir la définition 2.8
du chapitre I). Puisque S est connexe par arcs, si P est un point de S , il peut
toujours être joint à un point Q du bord ∂S par une courbe c(t) de classe C∞ .
La valeur de la norme de Y en P est donc la norme de Y en Q . Or on a par
définition ∂rz3

∣∣
∂S

= 0 , et puisque z3 est nul sur ∂S , on a aussi ∂sz3

∣∣
∂S

= 0 , où
s désigne l’abscisse curviligne le long du bord. Or les champs de vecteurs

∂

∂r
et

∂

∂s

sur ∂S forment une base de l’espace tangent le long du bord. On en déduit donc
que Y est nul sur ∂S , et donc Y = 0 sur toute la surface S .

Pour toute courbe c(t) tracée sur S , la fonction z3(c(t)) vérifie

d

dt
z3(c(t)) =

〈
grad z3, c

′(t)
〉

=
〈
Y, c′(t)

〉
= 0.

On en déduit, par le même type de raisonnement que précédemment, que z3 est
constante sur S , et grâce aux conditions au bord, que z3 = 0 sur S . Il suffit donc
de montrer le fait que γαβ(z∗) := 1

2
(Dαzβ+Dβzα) = 0 implique que z∗ = zαdyα = 0

sur S (avec les conditions aux limites zα = 0 sur ∂S ). Ce résultat constitue le
lemme 1.6 ci-dessous, ce qui achève la démonstration du lemme 1.5.

Lemme 1.6 Soit z∗ = zαdyα ∈ Γ(T1S) un champ de 1-formes sur S . Alors on a

γαβ(z∗) := 1
2
(Dαzβ + Dβzα) = 0

z∗
∣∣
∂S

= 0

}
⇒ z∗ = 0 sur S. (1.8)

Preuve du lemme 1.6. Soit (x1, x2) un système de coordonnées sur un ouvert
de S . L’équation γαβ(z∗) = 0 s’écrit dans ce système de coordonnées

∂1z1 = Γ1
11z1 + Γ2

11z2,

∂2z2 = Γ1
22z1 + Γ2

22z2,

1
2
(∂1z2 + ∂2z1) = Γ1

12z1 + Γ2
12z2,

où les Γσ
αβ sont les symboles de Christoffel sur la surface aux points considérés.

Les deux premières équations du système précédent constituent un système hyper-
boliques à deux variables et deux inconnues, dont les directions caractéristiques sont
les directions des axes de coordonnées. On en déduit alors (voir par exemple [53],
tome 5, chapitre 10, section 7) que si z∗ = 0 sur un segment de la droite x1 = x2 ,
alors z∗ = 0 dans un voisinage des points intérieurs de ce segment. Or si c(t)
est une courbe régulière sur S , il existe en tout point de cette courbe un système
de coordonnées tel que c(t) se représente localement par un segment de la droite
x1 = x2 . La surface S étant compacte, et puisque par hypothèse, z∗ est nul sur



∂S , on en déduit ainsi de proche en proche que z∗ est nul sur l’ensemble de la
surface S .

Grâce au lemme 1.6, on montre l’inégalité de Korn surfacique suivante :

Lemme 1.7 Soit z∗ := zαdyα ∈ H1
0 × H1

0(S) , alors on a l’estimation

‖z∗‖2

H1×H1(S)
≤ C

∑
α,β

‖γαβ(z∗)‖
2

L2(S)
. (1.9)

Preuve. En utilisant l’inégalité de Korn bidimensionnelle sur un ouvert de R
2

et grâce au fait que la surface S est compacte, on a l’égalité suivante pour tout
z∗ ∈ H1(S) :

‖z∗‖2

H1×H1(S)
≤ C

( ∑
α,β

‖γαβ(z∗)‖
2

L2(S)
+ ‖z∗‖2

L2×L2(S)

)
. (1.10)

Le but de la démonstration est de montrer l’inégalité suivante :

∀z∗ ∈ H1
0 × H1

0(S)
∑
α,β

‖γαβ(z∗)‖
2

L2(S)
≥ C‖z∗‖2

L2×L2(S)
, (1.11)

pour C une constante ne dépendant que de S . Les équations (1.10) et (1.11)
impliquent alors l’équation (1.9) et donc le lemme.

Supposons que l’équation (1.11) ne soit pas satisfaite. Il existe une suite zk∗ , pour
k ≥ 0 , d’éléments de H1

0 × H1
0(S) , telle que

∀k ≥ 0, ‖zk∗‖L2×L2(S)
= 1 et ∀α, β lim

k→+∞
‖γαβ(z

k
∗)‖L2(S)

= 0.

En vertu de l’équation (1.10), on a donc

∀k ≥ 0, ‖zk∗‖H1×H1(S)
≤ C,

où C est une constante indépendante de k . Il existe donc z∞∗ ∈ H1
0 × H1

0(S) tel
que

zk∗ → z∞∗ faiblement dans H1
0 × H1

0(S). (1.12)

L’immersion H1
0 × H1

0(S) ↪→ L2 × L2(S) étant compacte (voir [4] pour le cas des
variétés riemanniennes), la suite {zk∗} converge fortement vers z∞∗ dans L2×L2(S) .
On en déduit donc que

‖z∞∗ ‖L2×L2(S)
= 1. (1.13)

De plus, en utilisant (1.12), on a

γαβ(z
∞
∗ ) = 0.



Or le lemme 1.6 montre qu’un tel z∞∗ vérifiant z∞∗
∣∣
∂S

= 0 ne peut être que l’élément
nul. On a donc z∞∗ = 0 , ce qui est contraire à (1.13). Cette contradiction termine
la démonstration de la proposition.

En utilisant le même type d’argument et le lemme 1.5, on montre la proposition
suivante :

Proposition 1.8 Le forme bilinéaire symétrique

(z, z′) �→ a(z, z′) = a0(z, z
′) + a1(z, z

′)

est coercive sur H1
0 × H1

0 × H2
0(S) : on a pour tout z dans cet espace l’inégalité

a0(z, z) + a1(z, z) ≥ C‖z‖2

H1×H1×H2(S)
. (1.14)

On en déduit alors le corollaire :

Corollaire 1.9 Il existe une constante C ne dépendant que de la surface S , telle
que

∀ε > 0, ∀z ∈ H1
0 × H1

0 × H2
0(S) aε(z, z) ≥ Cε2‖z‖2

H1×H1×H2(S)
(1.15)

Preuve. C’est clair en utilisant la proposition précédente, grâce à la positivité des
formes bilinéaires a0 et a1 , avec aε = a0 + ε2a1 .

1.4 Régularité

On rappelle tout d’abord quelques notations et définitions concernant les systèmes
d’équations elliptiques au sens d’Agmon, Douglis et Nirenberg (voir [2]). Soient n
et p deux entiers, et soit U un ouvert borné de R

p . On considère un système de
n équations agissant sur n inconnues scalaires ui . On note Hij l’opérateur scalaire
de la i -ème composante de l’opérateur total, agissant sur la j -ème inconnue. On
associe alors à chaque équation un entier ti et à chaque inconnue un entier sj , tels
que

∀ i, j deg Hij ≤ ti + sj.

La partie principale de l’opérateur est alors l’opérateur de composantes H′ij cons-
tituées des parties de degré ti + sj dans l’opérateur Hij (ces parties pouvant être
nulles). Si ξ = (ξ1, . . . , ξp) est un vecteur de R

p , le symbole principal de l’opérateur
est alors la matrice dont les coefficients H′ij(ξ) sont formés à partir des opérateurs
H′ij en remplaçant les dérivées partielles ∂k par −iξk . Par définition, l’opérateur
est dit elliptique si en tout point P ∈ U ,

∀ ξ ∈ R
n, det H′ij(ξ) �= 0.



Il est dit fortement elliptique si pour tout i ∈ {1, . . . , n} , on a ti = si =: mi , et si
en tout point P ∈ U , on a

∀ ξ ∈ R
p, ∀ (ζ1, . . . , ζn) ∈ C

n, Re

{
n∑

i,j=1

H′ij(ξ)ζiζj

}
≥ C

n∑
k=1

|ξ|2mk |ζk|2,

(1.16)

où C est une constante strictement positive et où |ξ|2 =
∑p

k=1 ξ
2
k . La forte ellip-

ticité implique l’ellipticité de l’opérateur. Dans toute la suite, tous les opérateurs
considérés sont autoadjoints. On utilise alors la définition suivante :

Définition 1.10 Soit −→m = (m1, . . . ,mn) un vecteur composé d’entiers positifs. Si
pour tout i = 1, . . . , n , on a avec les notations précédentes ti = si = mi , alors on
dit que l’opérateur (Hij) est de multidegré 2−→m .

Considérons un opérateur de multidegré 2−→m . S’il est fortement elliptique, alors les
conditions aux limites de Dirichlet naturellement associées

∀ j ∈ {0, . . . , n}, ∀ k ∈ {0, . . . ,mj − 1}, ∂k
ruj

∣∣
∂U

= 0, (1.17)

recouvrent l’opérateur (voir [2]). Ici, ∂r désigne la dérivée le long de la normale
rentrante sur le bord du domaine.

Dans la suite, on considère des opérateur intrinsèques sur la variété S . On
vérifie alors que les notions précédentes ont encore un sens. En particulier, pour
un opérateur 2D (Lσ, L3) à valeurs dans Γ(T1S) × C∞(S) on note (dσ, d3) le
multidegré.

Les opérateurs elliptiques au sens précédent possèdent des propriétés de régularité
(voir [2]). Dans cette sous-section, on montre le théorème suivant :

Théorème 1.11 Soit K0(ε) =M + ε2F 0 le modèle 2D standard. Alors pour tout
ε > 0 , l’opérateur K0(ε) est fortement elliptique de multidegré (2, 2, 4) au sens de
Agmon, Douglis et Nirenberg. Les conditions aux limites

z →
(
zr, zs, z3, ∂rz3

)∣∣
∂S

recouvrent l’opérateur. Enfin, le noyau et le conoyau de cet opérateur sont réduits
à {0} .

Preuve. Soit P un point de la surface S , et {yα} un système de coordonnées
sur S au voisinage de ce point. On note ces coordonnées {y1, y2} dans ce qui suit.
L’opérateur de membrane s’écrit

M(z) =

−λ̃Dσγ
ν
ν (z) − 2µDαγ

α
σ (z),

−λ̃bααγ
ν
ν (z) − 2µbβαγ

α
β (z).



L’opérateur Mσ est d’ordre 2 en zσ et 1 en z3 , et l’opérateur M3 est d’ordre 1
en zσ et 0 en z3 . Pour calculer les parties principales de l’opérateur M + ε2F 0 ,
il suffit de calculer les termes d’ordres 2 en z1 et z2 dans les équations σ = 1, 2 .
Quitte à changer de carte, on peut supposer que le système de coordonnées est
orthonormé au point P , c’est-à-dire que la matrice aαβ est la matrice identité en
P . La matrice aαβ est donc elle aussi la matrice identité. Les termes d’ordre 1
d’une expression telle que Dνzν s’écrivent donc

Dνzν = aαβDαzβ = ∂1z1 + ∂2z2 + · · · ,
En ce point P , l’opérateur de membrane s’écrit doncM1(z) = −λ̃∂1(∂1z1 + ∂2z2) − 2µ∂11z1 − µ∂22z1 − µ∂21z2 + · · · ,

M2(z) = −λ̃∂2(∂1z1 + ∂2z2) − 2µ∂22z2 − µ∂11z2 − µ∂12z1 + · · · ,
où les points de suspension désignent des termes d’ordres de dérivation inférieurs.
D’autre part, pour l’opérateur F 0 , il suffit de ne retenir que les termes d’ordres 4
en z3 dans l’équation transverse, soit

F 0
3 (z) =

1

3
(λ̃ + 2µ)(∂11 + ∂22)

2z3 + · · · ,

en se plaçant dans le même système orthonormée que précédemment. On en déduit
que le symbole principal du système M + ε2F 0 est(λ̃ + 2µ)ξ2

1 + µξ2
2 (λ̃ + µ)ξ1ξ2 0

(λ̃ + µ)ξ1ξ2 (λ̃ + 2µ)ξ2
2 + µξ2

1 0

0 0 1
3
ε2(λ̃ + 2µ)(ξ2

1 + ξ2
2)

2

 . (1.18)

Soit (ζ1, ζ2, ζ3) ∈ C
3 . Pour montrer que l’opérateur est fortement elliptique, on

calcule la partie correspondant au terme en accolade dans la formule (1.16). On
trouve(

(λ̃ + 2µ)ξ2
1 + µξ2

2

)
ζ1ζ1 + (λ̃ + µ)ξ1ξ2(ζ1ζ2 + ζ1ζ2)

+
(
(λ̃ + 2µ)ξ2

2 + µξ2
1

)
ζ2ζ2 +

1

3
ε2(λ̃ + 2µ)(ξ2

1 + ξ2
2)

2|ζ3|2.



Dans ce terme, seule la partie en ε2 fait intervenir ζ3 , et il est clair que pour ce
terme, la condition de forte ellipticité est remplie. D’autre part, on a(

(λ̃ + 2µ)ξ2
1 + µξ2

2

)
ζ1ζ1 + (λ̃ + µ)ξ1ξ2(ζ1ζ2 + ζ1ζ2) +

(
(λ̃ + 2µ)ξ2

2 + µξ2
1

)
ζ2ζ2

= (λ̃ + µ)
(
ξ2
1 |ζ1|2 + ξ1ξ2(ζ1ζ2 + ζ1ζ2) + ξ2

2 |ζ2|2
)

+ µ|ξ|2(|ζ1|2 + |ζ2|2)

= (λ̃ + µ)|ξ1ζ1 + ξ2ζ2|2 + µ|ξ|2(|ζ1|2 + |ζ2|2)

≥ µ|ξ|2(|ζ1|2 + |ζ2|2),

ce qui montre que l’opérateur K0(ε) = M + ε2F 0 est fortement elliptique sur S
pour tout ε > 0 fixé.

Les conditions aux limites de Dirichlet recouvrent donc bien les opérateurs K0(ε)
pour ε fixé. Enfin, en utilisant la forme bilinéaire aε associée à l’opérateur K0(ε) ,
le lemme 1.5 montre que le noyau de l’opérateur est réduit à {0} . L’opérateur étant
autoadjoint, le même résultat est valable pour le conoyau.

Remarque 1.12 La dimension de la variété S étant égale à 2 , et l’opérateur con-
sidéré étant à coefficients réels, la condition supplémentaire d’ellipticité est automa-
tiquement satisfaite (voir [2]). C’est la raison pour laquelle elle n’est pas évoquée
dans la démonstration précédente. Cette remarque est aussi valable pour l’opérateur
de membrane dont l’étude est effectuée dans le chapitre V lorsque la surface S est
elliptique.

On déduit du théorème précédent des estimations a priori : soit p > −1
2

un
indice de régularité, on a pour tout z ∈ H1 × H1 × H2(S)

‖z‖
Ep

≤ C(ε, p)
(
‖K0(ε)(z)‖

Fp
+ ‖(zr, zs, z3, ∂rz3)‖Gp

)
, (1.19)

où
Ep = Hp+1 × Hp+1 × Hp+2(S),

Fp = Hp−1 × Hp−1 × Hp−2(S) et

Gp = Hp+ 1
2 × Hp+ 1

2 × Hp+ 3
2 × Hp+ 1

2 (∂S).

Le fait que S soit une surface n’engendre pas de difficulté pour obtenir cette esti-
mation : la démonstration effectuée dans [1] et [2] dans le cas de systèmes sur R

n

sur un ouvert borné passe par des recollements d’estimations locales, ce qui se fait
de la même manière dans un domaine borné de R

2 et sur une surface compacte
(voir [4]).

On a donc montré dans cette section que l’opérateur K0(ε) possèdent des pro-
priétés d’inversibilité et de régularité qui en font un modèle 2D admissible. C’est
l’étude de cette notion qui fait l’objet de la section suivante.



2 Modèles 2D admissibles

Dans cette section, on étudie les modèles bidimensionnels du type de celui de K0(ε)
et parmi lesquels figurent tous les modèles 2D classiques, comme celui de Koiter. On
dégage alors les propriétés que ceux-ci doivent vérifier pour pouvoir être utilisés dans
les chapitres suivants lorsqu’on effectue l’analyse asymptotique de leurs solutions ou
lors de l’étude du développement asymptotique du déplacement tridimensionnel. On
appelle de tels modèles des modèles 2D admissibles. On montre ensuite qu’il existe
une infinité de modèles 2D admissibles.

2.1 Définitions

L’opérateur F 0 intervient dans l’expression de l’opérateur A2 du chapitre III : il
est constitué des termes comportant les dérivées d’ordres 4 et 3 en z3 intervenant
dans la composante transverse de A3 . Ceci incite à poser la définition suivante :

Définition 2.1 On appelle opérateur de flexion tout opérateur 2D, noté

F = F 0 +H ,

où H : Γ(T1S) × C∞(S) → Γ(T1S) × C∞(S) est un opérateur 2D tel que

degH =

(
2 3
3 2

)
,

en utilisant la notation 2.2 du chapitre III.

Le modèle 2D associé à l’opérateur de flexion F est l’opérateur

K(ε) =M + ε2F : Γ(T1S) × C∞(S) → Γ(T1S) × C∞(S).

Remarquons que pour tout opérateur de flexion F au sens de la définition précé-
dente, l’opérateur A2 − F satisfait

deg(A2 − F ) =

(
4 3
3 2

)
. (2.1)

On pose alors la définition suivante :

Définition 2.2 Soit K(ε) = M + ε2F un modèle 2D autoadjoint associé à un
opérateur de flexion F . On dit que ce modèle est admissible s’il possède les pro-
priétés suivantes :



(i) L’opérateur K(ε) =
(
Kα(ε), K3(ε)

)
associé aux conditions aux limites de

Dirichlet est fortement elliptique de multidegré (2, 2, 4) au sens de Agmon, Douglis
et Nirenberg.

(ii) Il existe une constante C indépendante de ε , telle que

∀z ∈ H1
0 × H1

0 × H2
0(S),

〈
K(ε)z, z

〉
L2(S)3

≥ Cε2‖z‖2

H1×H1×H2(S)
. (2.2)

Remarque 2.3 On pourrait considérer des modèles non autoadjoints dans la défi-
nition précédente en ajoutant la condition que le conoyau de l’opérateur doit être
réduit à zéro.

Dans la section précédente, on a montré qu’en prenant F = F 0 , on obtient
un modèle 2D admissible. On verra à la fin de cette section qu’il existe aussi des
modèles 2D admissibles non intrinsèques, c’est-à-dire dont l’expression est donnée
en carte locale et ne définit pas un opérateur intrinsèque. De tels modèles sont
consistants lorsque la surface peut se représenter à l’aide d’une seule carte locale.

2.2 Perturbation du modèle 2D standard

On montre dans cette sous-section qu’on peut trouver beaucoup de modèles 2D
admissibles dans un voisinage de l’opérateur K0(ε) . Ce résultat est encore valable
pour n’importe quel modèle 2D admissible K(ε) , en particulier pour le modèle de
Koiter.

Le lemme suivant permet de montrer que tous les modèles 2D sont elliptiques au
sens de Agmon, Douglis et Nirenberg pour ε assez petit.

Lemme 2.4 Soit F = F 0 + H un opérateur de flexion. Il existe ε0 > 0 ne
dépendant que de S et H , tel que si ε < ε0 est fixé, l’opérateur K(ε) = M +
ε2F est fortement elliptique de multidegré (2, 2, 4) au sens d’Agmon, Douglis et
Nirenberg.

Preuve. Soit Sε : Γ(T1S) × C∞(S) → Γ(T1S) × C∞(S) l’opérateur défini par la
formule

Sε(ζσ, ζ3) = (ζσ, ε
−1ζ3).

On considère alors l’opérateur K̃(ε) = SεK(ε)Sε Il est clair qu’il suffit de montrer le
résultat pour l’opérateur K̃(ε) . Or si (ξ1, ξ2) ∈ R

2 , le symbole principal kij(ξ1, ξ2)
de cet opérateur s’écrit(

Dαβ(ξ1, ξ2) 0

0 1
3
(λ̃ + 2µ)(ξ2

1 + ξ2
2)

2

)
+

(
ε2dαβ(ξ1, ξ2) εdσ3(ξ1, ξ2)
εd3σ(ξ1, ξ2) 0

)
, (2.3)



où Dαβ(ξ1, ξ2) est la matrice 2× 2 figurant en haut à gauche de la matrice (1.18),
et où les coefficients dαβ , dσ3 et d3σ dépendent de l’opérateur H . Or le calcul
effectué dans la démonstration du théorème 1.11 montre que si (ζ1, ζ2) ∈ C

2 , alors

2∑
α,β=1

Dαβ(ξ)ζαζβ ≥ µ|ξ|2(|ζ1|2 + |ζ2|2).

De plus, on a ∣∣∣∣∣Re

{
2∑

α,β=1

dαβ(ξ)ζαζβ

}∣∣∣∣∣ ≤ c1|ξ|2(|ζ1|2 + |ζ2|2),

où c1 est une constante positive, et∣∣Re
{
dσ3(ξ)ζσζ3 + d3σ(ξ)ζ3ζσ

}∣∣ ≤ c2

(
|ξ|2(|ζ1|2 + |ζ2|2) + |ξ|4|ζ3|2

)
,

où c2 est une constante positive. On en déduit donc que si (ζ1, ζ2, ζ3) ∈ C
3 ,

Re

{
3∑

i,j=1

kij(ξ1, ξ2)

}
≥ (µ−ε2c1−εc2)|ξ|2(|ζ1|2+|ζ2|2)+

(
1

3
(λ̃ + 2µ) − εc2

)
|ξ|4|ζ3|2.

Il existe donc un ε0 tel que pour ε < ε0 , l’opérateur K̃(ε) soit fortement elliptique.
On en déduit le même résultat pour l’opérateur K(ε) . Les conditions aux limites
de Dirichlet associées recouvrent alors l’opérateur (voir [2]). Ceci termine la preuve
du lemme.

Comme conséquence immédiate de ce lemme, on a le résultat suivant :

Corollaire 2.5 Pour tout modèle 2D donné, la condition (i) de la définition 2.2 est
vérifiée pour ε assez petit.

La proposition suivante montre alors qu’il existe un infinité de modèle 2D ad-
missibles :

Proposition 2.6 Soit F un opérateur de flexion, et H l’opérateur tel que F =
F 0 +H . On suppose que le modèle 2D associé H est autoadjoint. On définit, pour
tout δ > 0 , l’opérateur de flexion F δ = F 0 + δH auquel on associe l’opérateur
K(ε, δ) =M +ε2F δ . Il existe alors ε0 > 0 et δ0 > 0 tels que si on se fixe δ < δ0 ,
alors pour tout ε < ε0 , l’opérateur K(ε, δ) est un modèle 2D admissible.

Preuve. Grâce au corollaire 1.9, on a pour ε > 0 et δ > 0 ,〈
K(ε, δ)z, z

〉
L2(S)3

≥ ε2
(
C1‖z‖2

H1×H1×H2(S)
+ δ

〈
Hz, z

〉
L2(S)3

)
.

Mais au regard des ordres de dérivation de H , on a en intégrant par parties∣∣〈Hz, z〉∣∣ ≤ C2‖z‖2

H1×H1×H2(S)
.



En prenant δ0 = C1

C2
, on en déduit que

∀ε > 0, ∀δ < δ0, ∃C(δ) tel que
〈
K(ε, δ)z, z

〉
L2(S)3

≥ ε2C(δ)‖z‖2

H1×H1×H2(S)
.

Ceci termine la preuve de la proposition.

Dans le cas d’une perturbation autoadjointe et positive du modèle 2D standard,
on a le meilleur résultat suivant :

Proposition 2.7 Soit F = F 0 +H un opérateur de flexion tel que H soit auto-
adjoint positif. Alors K(ε) =M + ε2F est un modèle 2D admissible.

Preuve. Le lemme 2.4 montre que l’opérateur K(ε) = M + ε2(F 0 +H) est
elliptique. De plus, la positivité de H montre qu’on a l’égalité〈

K(ε)z, z
〉

L2(S)3
≥

〈
K0(ε)z, z

〉
L2(S)3

≥ Cε2‖z‖
H1×H1×H2(S)

,

en utilisant l’inégalité (2.2) pour l’opérateur K0(ε) . Ceci termine la preuve de la
proposition.

2.3 Modèle 2D en carte

Avant d’étudier les divers modèles 2D intrinsèques classiques, cette sous-section
introduit un modèle bidimensionnel non intrinsèque, c’est-à-dire valable uniquement
lorsque la surface moyenne est représentée à l’aide d’une seule carte locale.

Définition 2.8 Supposons que S soit représentée par une unique carte locale. On
peut alors définir sur S la forme bilinéaire sur Γ(T1S) × C∞(S) ,

ã1(z, z
′) =

1

3

∫
S

Mαβσδ τ̃αβ(z)τ̃σδ(z
′) dS, (2.4)

où Mαβσδ est donné par (3.2), et où τ̃αβ(z) = ∂αβz3 . Cette forme bilinéaire permet

de définir un opérateur F̃ . L’opérateur K̃(ε) = M + ε2F̃ est appelé modèle 2D
en carte locale.

La matrice τ̃αβ dépend donc de la carte choisie et n’est pas un objet intrinsèque.
En reprenant la démonstration de la section 1, on montre alors le résultat suivant :

Proposition 2.9 L’opérateur K̃(ε) est autoadjoint, et vérifie les propriétés (i) et
(ii) de la définition 2.2.

Preuve. En utilisant des arguments similaires à ceux employés dans la démons-
tration du lemme (1.7), on peut montrer une inégalité du type (2.2). Pour cela, on
utilise la propriété suivante : si z ∈ H1

0 ×H1
0 ×H2

0(S) vérifie γαβ(z) = τ̃αβ(z) = 0 ,



z
∣∣
∂S

= 0 et ∂rz3

∣∣
∂S

= 0 , alors z = 0 . Ce résultat se montre comme le lemme 1.5,
en utilisant le fait que S est représentée par une seule carte, donc que ∂αβz3 a une
existence globale sur S .

Enfin, pour montrer l’ellipticité au sens de Agmon, Douglis et Nirenberg, on re-
marque que l’on a F̃ = F 0 + H , où F 0 est l’opérateur de flexion intrinsèque
standard, et H un opérateur (dépendant de la carte) dont les ordres de dérivations
se représentent par l’écriture

degH =

(
2 3
3 3

)
. (2.5)

Or la démonstration du lemme 2.4 est encore valable pour des opérateurs de ce type,
car l’ordre de dérivation 3 en z3 dans la composante transverse n’intervient pas
dans le calcul du symbole. L’opérateur K̃(ε) est donc elliptique, ce qui montre
qu’il satisfait le point (i). Ceci termine la démonstration de la proposition.

Comme précédemment, on peut considérer des perturbations de ce modèle 2D
en carte, perturbations pouvant alors être non-intrinsèques. Des résultats du type
de ceux des propositions 2.6 et 2.7 se montrent alors aisément.

3 Modèles classiques

Dans cette section, on étudie une classe particulière d’opérateurs de flexion qui sont
autoadjoints et positifs. Sous certaines conditions, ces opérateurs peuvent définir
des modèles 2D intrinsèques. On donne ensuite les exemples les plus classiques, ou
les plus naturels, en étudiant à chaque fois s’ils sont admissibles ou non.

3.1 Une classe de modèles bidimensionnels

On s’intéresse dans cette section aux opérateurs de flexion associés à des formes
bilinéaires du type a1 , qui correspond à l’opérateur F 0 .

Définition 3.1 Soit Ψαβ : Γ(T1S) × C∞(S) → Γ(T2S) un opérateur 2D de degré
de dérivation 1 en zα et 0 en z3 , et χαβ : Γ(T1S)×C∞(S) → Γ(T2S) l’opérateur
défini par

χαβ = ταβ + Ψαβ.

La forme bilinéaire sur Γ(T1S) × C∞(S) donnée par l’équation

(z, z′) → 1

3

∫
S

Mαβσδχαβ(z)χσδ(z
′) dS, (3.1)



définit alors un opérateur de flexion F , appelé opérateur de flexion associé à χαβ .

La formule (3.1) montre que F est bien un opérateur de flexion au sens de
la définition 2.1. Tous ces opérateurs de flexion sont positifs et autoadjoints. Un
critère pour savoir si ces opérateurs de flexion permettent de définir des modèles 2D
admissibles est fourni par la proposition suivante :

Proposition 3.2 Soit χαβ un tenseur donné par la définition 3.1, et F l’opérateur
de flexion associé à χαβ . Supposons qu’on ait la propriété suivante :

∀z ∈ H1
0 × H1

0 × H2
0(S),

γαβ(z) = 0,

χαβ(z) = 0,
⇒

(
z = 0

)
, (3.2)

alors l’opérateur K(ε) =M + ε2F est un modèle 2D admissible.

Preuve. La condition (3.2) équivaut à dire que le lemme 1.5 est valable pour
l’opérateur χαβ . La propriété (ii) se montre alors à l’aide d’arguments similaires
à ceux employés dans la démonstration du lemme 1.7. Le lemme 2.4 montre que
K(ε) est elliptique et satisfait donc la propriété (i).

La vérification de la propriété (3.2) est donc l’unique condition pour un modèle
2D associé à un tenseur χαβ de la définition 3.1 pour être admissible. Dans la suite
de cette section, on montre que cette condition est satisfaite pour les modèles de
Koiter et de Budiansky - Sanders.

Remarque 3.3 Il est clair que si χαβ vérifie la propriété (3.2), le tenseur χαβ+γαβ

la satisfait aussi, et vérifie les conditions de la définition 3.1. Il en est de même pour
tout tenseur produit d’un tenseur sur S et de l’opérateur γαβ .

Enfin, on verra dans le chapitre suivant que lorsque la surface S est elliptique
et pour les conditions aux limites encastrées, on a

γαβ(z) = 0 et z
∣∣
∂S

= 0 ⇒ z = 0.

Ainsi, quel que soit le tenseur χαβ vérifiant les propriétés de la définition 3.1, le
modèle 2D associé est admissible lorsque S est elliptique.

3.2 Etude de modèles classiques

Les deux modèles suivants sont très employés en théorie des coques :



Définition 3.4 Considérons un opérateur K(ε) =M + ε2F où F est un opéra-
teur de flexion associé à un tenseur χαβ (voir la définition 3.1). L’opérateur K(ε)
est appelé modèle de Koiter (voir [35]) pour χαβ = ραβ où ραβ(z) est le tenseur de
changement de courbure associé au déplacement z , soit

ραβ(z) = DαDβz3 − cαβz3 + bσαDβzσ + Dαb
σ
βzσ. (3.3)

Il est appelé modèle de Budiansky - Sanders (voir [6]) pour

χαβ(z) = 1
2
(Dαθα + Dβθβ) + 1

2
(bσαωβσ + bσβωασ). (3.4)

On a alors le résultat suivant :

Proposition 3.5 Les modèles de Koiter et de Budiansky - Sanders sont des modèles
2D admissibles pour tout ε > 0 .

Preuve. Le fait que la condition (3.2) soit satisfaite pour le modèle de Koiter
constitue le lemme du mouvement rigide, dont on trouvera une démonstration dans
[50] par exemple. Cette démonstration repose sur l’interprétation géométrique de
ραβ comme tenseur de changement de courbure.

De plus, le tenseur χαβ diffère du tenseur ραβ uniquement par le terme 1
2
(bσαγβσ +

bσβγασ) (voir l’équation (3.8) du chapitre II). La remarque 3.3 montre alors que la
condition (3.2) est aussi satisfaite pour le modèle de Koiter.

Le principe mécanique à la base des travaux de Koiter [34, 35, 36] et de John [32,
33] est issu du théorème de Bonnet (voir le théorème 3.9 du chapitre I). L’intuition
mécanique de ce théorème conduit à décrire la déformation d’une surface par les
deux tenseurs γαβ et ραβ de changement de métrique et de courbure. Dans les
calculs formels de John [33], ce sont même ces deux quantités qui sont choisies
comme inconnues.

Le modèle le plus naturel, d’un point de vue mécanique, est alors le modèle
de Koiter. Il est frappant de constater que l’existence de nombreux modèles 2D
admissibles ne garantit pas leur validité en tant qu’approximation des équations
3D. Ainsi, dans le cas des arches (voir [26]), la solution du modèle standard, bien
qu’admissible au sens précédent, ne possède pas la même limite quand ε → 0 que le
déplacement 2D, alors que c’est le cas pour les modèles de Koiter et de Budiansky-
Sanders (qui sont “équivalents” du point de vue de l’analyse asymptotique). Dans
les cas des coques elliptiques, en revanche, tous ces modèles possèdent la même
précision par rapport au modèle tridimensionnel.

Enfin, remarquons que le modèle M + ε2A2 , où l’opérateur A2 est donné dans
le chapitre III, n’entre pas dans la classe des modèles 2D admissibles, ni le modèle
dégagé par John [33].



3.3 Lien avec la résolution formelle

Les modèles classiques, et plus généralement les modèles 2D admissibles s’écrivent
M+ε2F où F est un opérateur de flexion. L’étude du comportement asymptotique
de la solution z(ε) associée à un modèle 2D classique fait intervenir l’espace des
déplacement inextensionnels (voir [51])

VF = {z ∈ H1
0 × H1

0 × H2
0(S) | γαβ(z) = 0}.

La restriction de l’opérateur M à cet espace s’annule identiquement. Considérons
K(ε) un modèle 2D admissible dont l’opérateur de flexion est défini par une forme
bilinéaire (3.1) associée à un tenseur χαβ vérifiant la propriété (3.2). Soit de plus
z(ε) la solution du problème{

K(ε)z(ε) = g sur S,(
zr(ε), zs(ε), z3(ε), ∂rz3(ε)

)∣∣
∂S

= 0,

où g est un champ de 1-formes surfacique sur S . Grâce aux hypothèses faites
sur le tenseur χαβ , on peut étendre sans difficulté le résultat de [9] et montrer que
la suite de champs de 1-formes ε2z(ε) tend dans H1(S)3 vers une limite z ∈ VF

solution du problème : trouver z ∈ VF tel que

∀η ∈ VF ,
1

3

∫
S

Mαβσδχαβ(z)χσδ(η) dS =

∫
S

giη
i dS.

Ce résultat est vrai quelle que soit la géométrie de la surface moyenne.

D’autre part, si u(ε) désigne la solution des équations tridimensionnelles de
l’élasticité après changement d’échelle (c’est-à-dire la solution des équations posées
sur la variété Ω = S × (−1, 1) ), alors d’après [14], le champ ε2u(ε) tend dans
H1(Ω)3 vers la solution z ∈ VF de l’équation

∀η ∈ VF ,
1

3

∫
S

Mαβσδραβ(z)ρσδ(η) dS =

∫
S

g0
i η

i dS,

où ραβ est le tenseur associé à l’opérateur de flexion du modèle de Koiter, et où g0

est la moyenne transverse

g0 =

∫ 1

−1

f 0 dx3

du premier terme du développement asymptotique du chargement f(ε) sur la
variété Ω .

Dans ce contexte, on montre le résultat suivant concernant l’opérateur A2 de la
résolution formelle :



Proposition 3.6 L’opérateur A2 étant donné par les équations (3.46) et (3.51) du
chapitre III, si VF désigne l’espace

VF = {z ∈ H1
0 × H1

0 × H2
0(S) | γαβ(z) = 0},

où γαβ(z) = 1
2
(Dαzβ + Dβzα) − bαβz3 , alors on a

∀z ,η ∈ VF , 〈A2z,η〉 = 〈FKz,η〉
où FK désigne l’opérateur de flexion associé au modèle de Koiter, soit

∀z ,η ∈ VF , 〈FKz,η〉 =
1

3

∫
S

Mαβσδραβ(z)ρσδ(η) dS

(voir les définitions 3.4 et 3.1).

Preuve. D’après la définition de VF et les équations (3.46) et (3.51) du chapitre
III, et en utilisant le fait que l’opérateur de membrane M se factorise par γαβ , on
a

A2
σ

∣∣
VF

= −2
3
µbννDακ

α
σ − 2

3
µpbββDσκ

ν
ν + 1

2
λpqDσ(b

α
ακ

ν
ν) + 2

3
λqDσb

α
βκ

β
α

+ 1
3
µpDαb

α
σκ

ν
ν + 2

3
µbαβDακ

β
σ + 2

3
µκα

βDαb
β
σ − 1

3
µDαb

β
σD

αθβ

+ 1
3
µDαb

α
βDβθσ + 2

3
µbββDαΛα ·

·σ − 4
3
µDαb

α
νΛν ·

·σ − 2
3
µΛα ·

· νDαb
ν
σ

+ 2
3
µΛβ ·

·σDαb
α
β ,

(3.5)

et

A2
3

∣∣
VF

= 2
3
µpDαDακ

ν
ν + 2

3
µDσDακ

α
σ + µpcαακ

ν
ν + 4

3
µcαβκ

β
α + 1

3
µp(p− 2q)bααb

β
βκ

ν
ν

+ 2
3
µ(p− q)bααb

ν
βκ

β
ν + 2

3
µDσDα Sb(ω)ασ .

(3.6)

Rappelons que d’après l’équation (3.8) du chapitre II, on a

ραβ = καβ + Sb(γ)αβ + Sb(ω)αβ,

et l’équation (3.10) du chapitre II montre que

Λαβ = Ab(γ)αβ − Sb(ω)αβ.

On en déduit donc que sur l’espace VF , on a

ραβ = καβ + Sb(ω)αβ

= καβ − Λαβ.
(3.7)

En particulier, le tenseur Λαβ est symétrique sur VF , et on note donc Λβ
α ses

composantes dans une base locale de Γ(T 1
1 S) . On en déduit donc en utilisant les

équations de la proposition 3.3 du chapitre II que

A2
3

∣∣
VF

= 2
3
µpDαDαρ

ν
ν + 2

3
µDσDαρ

α
σ + µpcαακ

ν
ν

+ 4
3
µcαβρ

β
α + 1

3
µp(p− 2q)bααb

β
βρ

ν
ν + 2

3
µ(p− q)bααb

ν
βρ

β
ν (3.8)



et

A2
σ

∣∣
VF

= −2
3
µbννDαρ

α
σ − 2

3
µpbββDσρ

ν
ν + 1

2
λpqDσ(b

α
αρ

ν
ν) + 2

3
λqDσb

α
βρ

β
α

+ 1
3
µpDαb

α
σρ

ν
ν + 2

3
µbαβDαρ

β
σ + 2

3
µbαβDαΛβ

σ + 2
3
µρα

βDαb
β
σ + 2

3
µΛα

βDαb
β
σ

− 1
3
µDαb

β
σD

αθβ + 1
3
µDαb

α
βDβθσ − 4

3
µDαb

α
νΛν

σ − 2
3
µΛα

νDαb
ν
σ + 2

3
µΛβ

σDαb
α
β ,

soit

A2
σ

∣∣
VF

= −2
3
µbννDαρ

α
σ − 2

3
µpbββDσρ

ν
ν + 1

2
λpqDσ(b

α
αρ

ν
ν) + 2

3
λqDσb

α
βρ

β
α

+ 1
3
µpDαb

α
σρ

ν
ν + 2

3
µbαβDαρ

β
σ − 2

3
µDαb

α
βΛβ

σ + 2
3
µρα

βDαb
β
σ

− 1
3
µDαb

β
σD

αθβ + 1
3
µDαb

α
βDβθσ.

(3.9)

Pour tout z et η dans l’espace VF , on a

〈A2z,η〉 =

∫
S

(
ησA2

σ(z) + η3A
2
3(z)

)
dS.

En utilisant alors les expressions (3.8) et (3.9), et par intégration par partie en
utilisant les conditions aux limites sur le bord latéral ∂S , on a que

〈A2z,η〉 =
∫
S

[
2
3
µρα

σ(z)Dαb
ν
νη

σ + 2
3
µpρν

ν(z)Dσb
α
αη

σ − µp2bααρ
ν
ν(z)D

σησ
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β
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ν
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σ − 2
3
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σ
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σ + 2
3
µpρν
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µρα

σ(z)DαDση3

+ µpcααρ
ν
ν(z)η3 + 4

3
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β
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ν
ν(z)η3

+ 2
3
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β
ν (z)η3

]
dS.

(3.10)

Dans l’intégrale précédente, les termes dépendant de η3 s’écrivent encore
2
3
µpρν

ν(z)D
αDαη3 + 2

3
µρα

σ(z)DαDση3 + µpcααρ
ν
ν(z)η3 + 4

3
µρβ

α(z)cαβη3

+ 1
3
µp(p− 2q)bααb

β
βρ

ν
ν(z)η3 + 2

3
µ(p− q)bααb

ν
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β
ν (z)η3

= 2
3
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ν(z)ρ
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α(η) + 2

3
µρα

σ(z)ρσ
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3
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ν
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β
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3
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− 2
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σ.



Dans cette expression, on remarque que

2

3
µpρν

ν(z)ρ
α
α(η) +

2

3
µρα

σ(z)ρσ
α(η) =

1

3
Mαβσδραβ(z)ρσδ(η).

En définitive, en reportant cette équation dans l’intégrale (3.10), il suffit pour prou-
ver le résultat de montrer l’équation
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µρα

σ(z)Dαb
ν
νη
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µpρν

ν(z)Dσb
α
αη

σ − µp2bααρ
ν
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σησ

− 4
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β
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σ − 2
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σ
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β
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µρα
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− 2
3
µρα

β(z)Dαb
β
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σ = 0,

(3.11)

pour tout z et η dans l’espace VF . Dans l’équation (3.11), les termes en facteurs
de ρν

ν(z) s’écrivent
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ν
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Or le fait que η ∈ VF implique que

bαβη3 = 1
2
(Dαηβ + Dβηα). (3.13)

Les termes de l’équation (3.12) s’écrivent donc

ρν
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[
2
3
µpDσb
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3
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,

soit encore

ρν
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.

Finalement, en utilisant le fait que

Dσb
α
α = Dβb

β
σ, (3.14)

ce terme s’écrit encore
2

3
µpρν

ν(z)(1 − p− q)bααDση
σ = 0

en vertu de l’égalité p + q = 1 . Pour montrer l’équation (3.11), il suffit donc de



montrer
2
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(3.15)

Rappelons que d’après l’équation (3.7), on a

Λαβ = 1
2
(Dαθβ + Dβθα) − ραβ.

Le membre de gauche de l’équation (3.15) s’écrit donc, en utilisant une fois de plus
l’équation (3.14),
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L’équation (3.13) montre alors, compte tenu des symétries des champs de tenseurs
bβα et ραβ que l’expression précédente devient

η3
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σ(z)bννb
σ
α − 4

3
µpbαβρ

β
α(z)bνν − 2

3
µρβ

σ(z)c
σ
β

− 2
3
µcσβρ

β
σ(z) + 2

3
µcαβρ

β
α(z) + 2µρβ

α(z)cαβ

+ 2
3
µ(p− q)bααb

ν
βρ

β
ν (z) − 2

3
µρα

β(z)cβα − 2
3
µρα

β(z)bβα
]
.

Le terme entre crochet dans l’expression précédente s’écrit encore

2

3
µ(1 − 2p + p− q)bννb

σ
αρ

α
σ(z) +

2

3
µ(−2 + 1 + 3− 2)ρβ

σ(z)c
σ
β = 0,

grâce à l’équation p + q = 1 . Ceci termine la preuve de la proposition.
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Chapitre V

Développements complets pour les
modèles 2D admissibles

Dans toute cette partie, la surface S est supposée elliptique. Sa courbure de Gauss
est donc strictement positive. Le but de ce chapitre est de déterminer, sous cette
hypothèse géométrique, le développement asymptotique de la solution d’un modèle
2D admissible au sens du chapitre IV associé aux conditions aux limites de Dirichlet.
Lorsque la surface S est elliptique, l’opérateur de membrane M est elliptique
de multidegré (2, 2, 0) au sens d’Agmon, Douglis et Nirenberg. Un modèle 2D
admissible K(ε) = M + ε2F est alors une perturbation singulière de multidegré
(2, 2, 4) de l’opérateur M .

Les méthodes employées pour obtenir le résultat s’inspirent des travaux de Vishik
& Lyusternik [54] effectués dans le cas de perturbations singulières d’opérateurs
scalaires. Ainsi, nous allons montrer que le développement asymptotique de la solu-
tion est constitué de deux types de termes : d’une part des termes classiques dont les
coefficients sont des fonctions indépendantes de ε sur la surface S , de l’autre des
termes de couches limites qui sont définis dans un voisinage du bord de la surface,
et qui sont exponentiellement décroissants dans la direction de la normale rentrante
le long de ∂S . Cela permet de donner des estimations d’erreurs optimales entre la
solution d’un modèle 2D admissible et la solution fournie par l’opérateur de mem-
brane. De plus, dans le chapitre VI, nous utiliserons ce résultat pour comparer la
solution d’un modèle 2D admissible avec le déplacement tridimensionnel.

1 Opérateurs de construction du développement

Dans cette section, après avoir posé le problème, on étudie les deux opérateurs qui
fournissent l’existence des termes du développement. Le premier est l’opérateur de
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membrane M (voir la définition 3.1 du chapitre III), et le second est un opérateur
écrit dans un système de coordonnées locales particulier dans un voisinage de ∂S .

Comme dans le chapitre IV, on note S la surface moyenne S0 , et H�(S) les
espaces de Sobolev.

1.1 Position du problème

Dans tout ce chapitre, l’opérateur K(ε) désigne un modèle 2D admissible au sens
de la définition 2.2 du chapitre IV. Cet opérateur s’écrit donc K(ε) = M + ε2F
où F est un opérateur de flexion (voir la définition 2.1 du chapitre IV).

Par définition, l’opérateur K(ε) est inversible, et le but de ce chapitre est
d’étudier la solution z(ε) de l’équation

K(ε)z(ε) = g dans S,

z(ε)
∣∣
∂S

= c,

∂rz3(ε)
∣∣
∂S

= cn,

(1.1)

où le second membre g est un élément de Γ(T1S) × C∞(S) , où c = (cr, cs, c3) ∈
C

∞(∂S)3 est la restriction au bord ∂S d’un élément de Γ(T1S) × C∞(S) , et où
cn ∈ C∞(∂S) . Le second membre (g, c, cn) peut dépendre de ε , et on verra dans
la section suivante quelles hypothèses peuvent être faites. Sous ces hypothèses, et
d’après la définition d’un modèle 2D admissible, la solution z(ε) est un élément de
Γ(T1S) × C∞(S) .

Dans toute la suite, on désigne par (r, s) le système de coordonnées au voisinage
de ∂S construit de la manière suivante : supposons que le bord ∂S est donné par
la courbe s �→ α(s) où s est l’abscisse curviligne. Le long de cette courbe, on
peut considérer le champ de vecteurs normal rentrant n(s) . Le long de α(s) , les
champs de vecteurs

(
α′(s), n(s)

)
sont orthogonaux et de norme 1. On considère

alors l’application
(r, s) �→ P (r, s) := expα(s)

(
rn(s)

)
pour r assez petit (voir le chapitre I). Pour s fixé, la courbe r �→ P (r, s) est la
géodésique de longeur r dans la direction n(s) issue du point P (0, s) , et le point
P (r, s) est donc à une distance géodésique r du bord. Cette application détermine
le système de coordonnées (r, s) dans un voisinage tubulaire du bord ∂S . Ce
système est en fait un système de coordonnées normales pour le bord ∂S plongé
dans la variété S de dimension 2 (voir le chapitre I). En particulier, les champs
vecteurs

∂

∂r
et

∂

∂s



sont orthogonaux, et le premier est de norme 1. Le second est égal à α′(s) le long
de ∂S , mais il n’est en général pas de norme 1 en des points de coordonnées (r, s)
pour r > 0 . On note arr , ars et ass les composantes du tenseur métrique dans ce
système de coordonnées. On a alors les relations :arr(r, s) = 1,

ars(r, s) = 0,
et

arr(r, s) = 1,

ars(r, s) = 0,
(1.2)

et le fait que s restreint au bord soit l’abscisse curviligne montre que

ass(0, s) = 1 et ass(0, s) = 1. (1.3)

Les fonctions ass(r, s) et ass(r, s) ne sont en général pas identiquement égales à 1 .
Les symboles de Christoffel liés à cette métrique vérifient donc les relations suivantes
(comparables aux relations (3.18) du chapitre I).

Γr
rr(r, s) = 0,

Γs
rr(r, s) = 0,

Γr
rs(r, s) = 0,

et

Γs
rs(r, s) = 1

2
ass(r, s)∂rass(r, s),

Γr
ss(r, s) = −1

2
∂rass(r, s),

Γs
ss(r, s) = 1

2
∂sass(r, s).

(1.4)

En particulier, on a Γs
ss(0, s) = 0 . Les composantes brr , bss et brs de la seconde

forme fondamentale ne sont pas nulles en général.

Le système de coordonnées (r, s, x3) est donc un système de coordonnées nor-
males - normales au voisinage de ∂S × (−1, 1) sur la variété Ω .

Dans la suite, on utilise la notation suivante :

Notation 1.1 Si c est la restriction au bord d’un élément de Γ(T1S)×C∞(S) et
si cn ∈ C∞(∂S) . Alors on note

-c = (c, cn).

Puisque dans un voisinage de ∂S , le système de coordonnées (r, s) est systémati-
quement utilisé, on identifie -c avec un élément de C∞(∂S)4 selon l’équation

-c = (cr, cs, c3, cn) ∈ C∞(∂S)4. (1.5)

Dans cette section, on étudie l’opérateur M ainsi que le premier terme du
développement en ε de l’opérateur K(ε) dans le système de coordonnées (T, s)
où T = r/

√
ε . Les raisons de l’introduction de la variable T apparâıtront dans la

sous-section 1.3.



1.2 Propriétés de l’opérateur de membrane

Le but de cette sous-section est d’étudier les propriétés de l’opérateur de membrane
dans le cas où la surface moyenne S est elliptique (et donc uniformément elliptique,
car elle est compacte). Rappelons que l’opérateur de membrane à pour expression,
si z ∈ Γ(T1S) × C∞(S)

M(z) =

−λ̃Dσγ
ν
ν (z) − 2µDαγ

α
σ (z),

−λ̃bααγ
ν
ν (z) − 2µbβαγ

α
β (z),

avec λ̃ = 2λµ(λ + 2µ)−1 . Les ordres de dérivations de l’opérateur de membrane se
représentent par la matrice

degM =

(
2 1
1 0

)
.

Le résultat suivant donne les propriétés de l’opérateur de membrane dans le cas où
la surface S est elliptique (voir aussi [28] et [50]) :

Théorème 1.2 La surface S étant elliptique, l’opérateur de membrane M =
(Mα,M3) agissant sur les inconnues z = (zα, z3) est fortement elliptique de multi-
degré (2, 2, 0) au sens d’Agmon, Douglis et Nirenberg. L’opérateur de Dirichlet au
bord

z →
(
zr, zs

)∣∣
∂S

recouvre l’opérateur M . De plus, le noyau de l’opérateur avec conditions aux limites
est réduit à {0} , et on a l’estimation valable pour tout z ∈ Γ(T1S) × C∞(S)

‖z‖
Hp+1×Hp+1×Hp(S)

≤ C
(
‖M(z)‖

Hp−1×Hp−1×Hp(S)
+ ‖(zr, zs)‖Hp+1/2(∂S)2

)
, (1.6)

où p est un indice de régularité fixé p > −1
2

et C une constante ne dépendant que
de S et p .

Preuve. Soit P un point fixé de la surface S . Dans un voisinage de ce point,
il existe un système de coordonnées tel qu’au point P , les vecteurs de bases soient
orthonormés pour la métrique et orthogonaux pour la courbure. Si 1 et 2 désignent
les indices des vecteurs coordonnées, les composantes des formes fondamentales dans
ce système de coordonnées vérifient donc a11 = a22 = 1 , a12 = 0 , et b12 = 0 . Ceci
implique en particulier que b1

1 = b11 et b2
2 = b22 . Dans ce système de coordonnées,

l’opérateur de membrane agissant sur une 1-forme z = (z1, z2, z3) ∈ Γ(T1S)×C∞(S)



s’écrit

M1(z) = −λ̃∂1(∂1z1 + ∂2z2) − 2µ∂11z1 − µ∂22z1 − µ∂12z2

+ λ̃(b11 + b22)∂1z3 + 2µb11∂1z3 + · · · ,

M2(z) = −λ̃∂2(∂1z1 + ∂2z2) − 2µ∂22z2 − µ∂11z2 − µ∂12z1

+ λ̃(b11 + b22)∂2z3 + 2µb22∂2z3 + · · · ,

M3(z) = −λ̃(b11 + b22)(∂1z1 + ∂2z2) − 2µb1∂1z1 − 2µb2∂2z2

+ λ̃(b11 + b22)
2z3 + 2µ(b2

11 + b2
22)z3 + · · · ,

(1.7)

où les · · · désignent des termes de dérivations d’ordres inférieurs. Si (ξ1, ξ2) ∈ R
2 ,

le symbole principal de ce système vaut(λ̃ + 2µ)ξ2
1 + µξ2

2 (λ̃ + µ)ξ1ξ2 −iA

(λ̃ + µ)ξ1ξ2 (λ̃ + 2µ)ξ2
2 + µξ2

1 −iB
iA iB C

 (1.8)

avec

A =
(
λ̃(b11 + b22) + 2µb11

)
ξ1,

B =
(
λ̃(b11 + b22) + 2µb22

)
ξ2,

C = (λ̃ + 2µ)(b2
11 + b2

22) + 2λ̃b11b22.

(1.9)

Soit (ζ1, ζ2, ζ3) ∈ C
3 . Pour montrer que l’opérateur est fortement elliptique, on

calcule la partie correspondant au terme en accolade dans la formule (1.16) du
chapitre IV. On trouve(

(λ̃ + 2µ)ξ2
1 + µξ2

2

)
|ζ1|2 + (λ̃ + µ)ξ1ξ2(ζ2ζ1 + ζ1ζ2) +

(
(λ̃ + 2µ)ξ2

2 + µξ2
1

)
|ζ2|2

+
(
λ̃(b11 + b22) + 2µb11

)
(iξ1ζ1ζ3 − iξ1ζ1ζ3)

+
(
λ̃(b11 + b22) + 2µb22

)
(iξ2ζ2ζ3 − iξ2ζ2ζ3)

+
(
(λ̃ + 2µ)(b2

11 + b2
22) + 2λ̃b11b22

)
|ζ3|2.

(1.10)



Dans cette expression, les termes dépendant de λ̃ s’écrivent encore

λ̃
(
ξ2
1 |ζ1|2 + ξ2

2 |ζ2|2 + ξ1ζ1ξ2ζ2 + ξ1ζ1ξ2ζ2 + (b11 + b22)
2|ζ3|2

− i(b11 + b22)ζ3(ξ1ζ1 + ξ2ζ2) + i(b11 + b22)ζ3(ξ1ζ1 + ξ2ζ2)
)

= λ̃|ξ1ζ1 + ξ2ζ2 + i(b11 + b22)ζ3|2 ≥ 0.

Les termes en 2µ s’écrivent alors

2µ
(
ξ2
1 |ζ1|2 + 1

2
ξ2
2 |ζ1|2 + ξ2

2 |ζ2|2 + 1
2
ξ2
1 |ζ2|2 + 1

2
ξ1ζ2ξ2ζ1 + 1

2
ξ1ζ2ξ2ζ1

+ ib11ζ3ξ1ζ1 − ib11ζ3ξ1ζ1 + ib22ζ3ξ2ζ2 − ib22ζ3ξ2ζ2 + (b2
11 + b2

22)|ζ3|2
)

= 2µ
(
|ξ1ζ1 + ib11ζ3|2 + |ξ2ζ2 + ib22ζ3|2 + 1

2
|ξ2ζ1 + ξ1ζ2|2

)
.

(1.11)

D’après les équations (1.10) et (1.11), il suffit de montrer l’existence d’une constante
c > 0 telle que pour tout (ξ1, ξ2) ∈ R

2 et pour tout (ζ1, ζ2, ζ3) ∈ C
3 , on ait

|ξ1ζ1 + ib11ζ3|2 + |ξ2ζ2 + ib22ζ3|2 + 1
2
|ξ2ζ1 + ξ1ζ2|2 ≥ c

(
|ξ|2(|ζ1|2 + |ζ2|2) + |ζ3|2

)
.

(1.12)

Supposons (ξ1, ξ2) ∈ R
2 et (ζ1, ζ2, ζ3) ∈ C

3 fixés, et définissons

Y1 = ξ1ζ1 + ib11ζ3,

Y2 = ξ2ζ2 + ib22ζ3,

Y3 = ξ2ζ1 + ξ1ζ2.

Cette relation s’écrit encore matriciellementY1

Y2

Y3

 =

ξ1 0 ib11

0 ξ2 ib22

ξ2 ξ1 0

 ζ1

ζ2

ζ3

 .

Le déterminant de la matrice de l’équation précédente vaut −i(b11ξ
2
2 + b22ξ

2
1) . On

a donc, en calculant la comatrice associée, la relation

−i(b11ξ
2
2 + b22ξ

2
1)

ζ1

ζ2

ζ3

 =

−ib22ξ1 ib11ξ1 −ib11ξ2

ib22ξ2 −ib11ξ2 −ib22ξ1

−ξ2
2 −ξ2

1 ξ1ξ2

 Y1

Y2

Y3

 . (1.13)

Or le fait que la surface soit elliptique implique qu’il existe une constante c > 0
telle que

|b11ξ
2
2 + b22ξ

2
1 | ≥ c0|ξ|2.



En écrivant l’équation (1.13) composante par composante, on en déduit qu’il existe
une constante C > 0 telle que

c0|ξ|2|ζ1| ≤ C|ξ|(|Y1| + |Y2| + |Y3|),
c0|ξ|2|ζ2| ≤ C|ξ|(|Y1| + |Y2| + |Y3|),
c0|ξ|2|ζ3| ≤ C|ξ|2(|Y1| + |Y2| + |Y3|).

Ces relations montrent donc la relation (1.12), et ceci termine la démonstration de
la forte ellipticité de l’opérateur de membrane.

On en déduit donc que les conditions aux limites de Dirichlet z → (zr, zs)
∣∣
∂S

re-
couvrent l’opérateur.

Enfin, on a le lemme suivant (voir [11],[15] ou [50]) :

Lemme 1.3 La surface S étant elliptique, soit z ∈ H1
0 × H1

0 × L2(S) tel que
γαβ(z) = 0 . Alors on a z = 0 .

En utilisant la forme bilinéaire a0 associée à l’opérateur de membrane, ceci montre
que le noyau de M est réduit à {0} . L’opérateur M est autoadjoint, et on en
déduit qu’il est inversible et satisfait l’estimation (1.6).

Remarque 1.4 Le théorème précédent montre que les modèles 2D admissibles sont
plus nombreux lorsque la surface S est elliptique. Ainsi, la condition (3.2) du
chapitre IV est toujours vérifiée dans ce cas. En particulier, le modèle classique
(voir la définition 3.1 du chapitre IV) associé au tenseur

χαβ = καβ =
1

2
(Dαθβ + Dβθα)

avec θα(z) = Dαz3 + bβαzβ est un modèle 2D admissible sur une surface elliptique.

Dans la pratique, on utilise le résultat suivant, qui est une conséquence immédiate
du théorème précédent.

Théorème 1.5 La surface S étant elliptique, soit g ∈ Γ(T1S)× C∞(S) et soient
cr et cs deux fonctions de C∞(∂S) . Alors il existe un unique ζ ∈ Γ(T1S)×C∞(S)
tel que M(ζ) = g dans S,

ζr
∣∣
∂S

= cr et ζs
∣∣
∂S

= cs.

Comme dans [54], ces propriétés vont permettre de construire un développement
asymptotique de la solution de l’opérateur K(ε) qui est considéré comme une per-
turbation singulière de l’opérateur M . Supposons en effet que les seconds membres



g , c et cn du problème (1.1) ne dépendent pas de ε . Suivant la stratégie de [54],
on cherche d’abord une solution du problème (1.1) sous forme de série entière en ε .
Le fait que l’opérateur K(ε) = M + ε2F ne contienne que des puissances paires
de ε incite à chercher z(ε) de la forme

z(ε) �
∑
k≥0

ε2kz2k,

où les z2k sont des 1-formes. Si on injecte cet Ansatz dans l’équation intérieure
de (1.1), on trouve la famille d’équations

M(z0) = g et ∀ k ≥ 1 , M(z2k) = −F (z2k−2). (1.14)

D’après le théorème précédent, si le second membre g est de classe C
∞ , on

peut trouver une famille z2k de champs de 1-forme satisfaisant ces équations de
récurrence ayant des traces arbitraires sur le bord. Mais si on peut imposer à z0

d’avoir les traces cr et cs sur le bord, la solution z0 ne satisfait en général pas à
la condition de Dirichlet z0

3 = c3 sur ∂S . C’est pourquoi le développement en série
entière est insuffisant pour décrire le comportement de la solution. Comme dans
[54], on fait un changement de variables pour obtenir un opérateur dans le voisi-
nage du bord ∂S dont les conditions aux limites complètent celles de l’opérateur
de membrane.

1.3 Opérateur au bord

Avant d’introduire le changement de variable dans l’opérateur K(ε) , considérons
à titre d’exemple explicatif le problème plus simple suivant, traité dans [54] : soit
l’opérateur

L(ε) := −ε2 d2

dx2
+ Id

sur l’intervalle (0, 1) . Soit g ∈ C∞(0, 1) , et soit u(ε) la solution du problèmeL(ε)u(ε) = g sur (0, 1),

u(ε)(0) = u(ε)(1) = 0.

Comme précédemment, on cherche d’abord une solution de ce problème sous la forme
u(ε) �

∑
k≥0 ε

2ku2k . La famille de fonction {u2k} doit alors vérifier les équations

u0 = g et ∀ k ≥ 1 u2k = (u2k−2)′′.

Il est alors clair qu’on peut trouver une famille de fonctions vérifiant ces conditions,
mais qu’on ne peut pas en général imposer les conditions u0(0) = u0(1) = 0 . Comme



dans [54], afin de compenser la trace u0(0) , on homogénéise l’opérateur L(ε) en
effectuant un changement de variable dans un voisinage du point x = 0 qui ramène
la partie en ε2 au niveau de la partie en ε0 . Puisque l’opérateur coefficient de ε2

est d’ordre 2 , on effectue le changement de variable t0 = x/ε . On a alors

d

dx
=

1

ε

d

dt0
.

L’opérateur L(ε)(x) exprimé en variable t0 s’écrit alors simplement

L(ε)(t0) = L =
d2

dt20
− Id.

L’ensemble des solutions de l’équation L(U) = 0 est un espace de dimension 2
engendré par les fonctions

t0 �→ et0 et t0 �→ e−t0 .

On en déduit que sur R
+ , si c ∈ R est donné, il existe une unique solution U(t0)

exponentiellement décroissante de l’équation

L(U) = 0 et U(0) = c.

Ainsi, la fonction u0 = g étant donnée, il existe un unique terme U0
0 (t0) exponen-

tiellement décroissant sur R
+ satisfaisant

L(U0
0 ) = 0 et U0

0 (0) = −u0(0).

De même, on homogénéise l’opérateur L(ε) au voisinage du point x = 1 pour
trouver un terme U0

1 (t1) exponentiellement décroissant en t1 = ε−1(1 − x) et sat-
isfaisant la condition U0

1 (0) = −u0(1) . On peut ainsi construire un développement
asymptotique de la solution u(ε) (voir [54]) dont les premiers termes, compte-tenu
de la relation u0 = g , s’écrivent

u(ε)(x) � g(x) − χ(x)g(0)e−x/ε − χ(1 − x)g(1)e−(1−x)/ε + · · · ,

où χ(x) est une fonction de troncature valant 1 dans un voisinage de 0 et étant
identiquement nulle pour x > ρ , où ρ est indépendant de ε .

Revenons maintenant à l’étude de l’opérateur K(ε) . Le but est donc de trouver
un changement de variable qui homogénéise l’opérateur pour compenser les traces
des termes fournis par l’opérateur de membrane. Pour cela, on se place dans le
système de coordonnées (r, s) au voisinage du bord. La composante transverse F3

de l’opérateur de flexion F est un opérateur d’ordre 4 en z3 . De plus, l’opérateur



M3 est un opérateur d’ordre 0 en z3 . Pour ramener l’opérateur F3 au niveau de
M3 , le changement de variable a effectuer est donc

T =
r√
ε
, soit ∂r =

1√
ε
∂T . (1.15)

La variable T est une variable rapide. Dans le chapitre VI on introduit une autre
variable rapide R = r/ε qui est la même que celle décrivant les termes de couches
limites dans les plaques (voir [17, 16]). En notant K(ε)(r, s; ∂r, ∂s) l’opérateur K(ε)
dans les variables (r, s) , on définit donc l’opérateur K(ε) de la façon suivante :

K(ε)(T, s; ∂T , ∂s) :=K(ε)(ε1/2T, s; ε−1/2∂T , ∂s). (1.16)

L’opérateur K(ε) agit sur les 1-formes de la variété

S̆ := [ 0,+∞ [×∂S.

En effectuant des développements de Taylor en T = 0 des coefficients de l’opérateur
K(ε) , on associe à cet opérateur une série formelle en ε1/2 . Puisque l’espace des
séries formelles en ε1/2 est distinct de l’espace des séries formelles en ε , on note
K[ε1/2] la série formelle en ε1/2 liée à l’opérateur K(ε) . Remarquons que puisque
l’opérateur M est d’ordre 2 , la série formelle K[ε1/2] a une puissance de démarrage
égale à −2 en ε1/2 . On a donc

K[ε1/2] =
∑
k≥−2

εk/2Kk/2, (1.17)

où les Kk/2 : Γ(T1S̆) × C∞(S̆) → Γ(T1S̆) × C∞(S̆) sont des opérateurs en ∂T et
∂s polynomiaux en T . Dans la suite, on s’intéresse à la résolution du problème en
série formelle

K[ε1/2]Z[ε1/2] = G[ε1/2], (1.18)

où Z[ε1/2] =
∑

k≥0 ε
k/2Zk/2 et G[ε1/2] =

∑
k≥0 ε

k/2Gk/2 sont des séries formelles à

coefficients dans Γ(T1S̆) × C∞(S̆) .

Remarquons que le premier terme non nul de la série formelle K[ε1/2] est l’opé-
rateur K−1 , qui s’écrit

K−1
T (Z) = − (λ̃ + 2µ) ∂TTZT ,

K−1
s (Z) = − µ ∂TTZs,

K−1
3 (Z) = 0.

(1.19)



De plus, dans l’opérateur K−1/2 , la composante K−1/2
3 ne dépend que de M3 , et

s’écrit

K−1/2
3 (Z) = −2(λ̃H + µbrr) ∂TZT − 2µbrs ∂TZs, (1.20)

où H est la courbure moyenne de S le long du bord, et où brr et brs désignent les
composantes de la deuxième forme fondamentale le long du bord. C’est seulement
l’opérateur K0

3 qui fait intervenir des parties issues de l’opérateur F3 . C’est la
raison pour laquelle on effectue des changements d’échelles dans le problème (1.18)
pour se ramener à une équation en série formelle dont le premier terme opérateur a
toutes ses composantes non nulles et fait intervenir les termes issus de l’opérateur
F3 . On pose doncZ̆α[ε1/2] = Zα[ε1/2],

Z̆3[ε
1/2] = ε1/2Z3[ε

1/2],
et

Ğα[ε1/2] = εGα[ε1/2],

Ğ3[ε
1/2] = ε1/2G3[ε

1/2],
(1.21)

et on définit alors la série formelle K̆[ε1/2] par l’équation en série formelle

K̆[ε1/2] Z̆[ε1/2] =
(
εKσ[ε

1/2]Z[ε1/2] , ε1/2K3[ε
1/2]Z[ε1/2]

)
. (1.22)

On vérifie alors que le problème (1.18) est équivalent au problème

K̆[ε1/2] Z̆[ε1/2] = Ğ[ε1/2]. (1.23)

La série formelle
K̆[ε1/2] =

∑
k≥0

εk/2K̆k/2

a alors pour premier terme l’opérateur K̆0 dont les trois composantes s’écrivent,
pour Z̆ ∈ Γ(T1S̆) × C∞(S̆) :

K̆0
T (Z̆) = − (λ̃ + 2µ) ∂TT Z̆T + 2(λ̃H + µbrr) ∂T Z̆3,

K̆0
s(Z̆) = − µ ∂TT Z̆s + 2µbrs ∂T Z̆3,

K̆0
3(Z̆) = − 2(λ̃H + µbrr) ∂T Z̆T − 2µbrs ∂T Z̆s

+ 1
3
(λ̃ + 2µ) ∂TTTT Z̆3 + 4

(
(λ̃ + 2µ)H2 − µK

)
Z̆3,

(1.24)

où brr , brs et bss désignent les courbures sur le bord brr(0, s) , brs(0, s) et bss(0, s) ,
et où H = 1

2
(brr + bss) est la courbure moyenne et K = brrbss − b2

rs la courbure
de Gauss de la surface S aux points considérés (rappelons que la métrique en
coordonnées (r, s) est la métrique identité). Cette expression de l’opérateur K̆0



est commune à tous les modèles 2D admissibles, et aussi au modèle en carte (voir
la définition 2.8 du chapitre IV).

Remarquons que la variable s n’apparâıt que dans les coefficients de K̆0 . Elle
joue donc un rôle de paramètre. Pour s fixé, l’opérateur K̆0 est un système
d’équations différentielles ordinaires en T sur l’intervalle [ 0,+∞ [ .

Le but étant de résoudre l’équation (1.23), on étudie maintenant les propriétés
de l’opérateur K̆0 . Pour cela, on forme le symbole de ce système d’équations
différentielles en T (à s fixé) en remplaçant dans chacune d’elles ∂T par iτ où τ
est un nombre complexe. Ce symbole est donc représenté par la matrice : (λ̃ + 2µ)τ 2 0 2i(λ̃H + µbrr)τ

0 µτ 2 2iµbrsτ

−2i(λ̃H + µbrr)τ −2iµbrsτ
1
3
(λ̃ + 2µ)τ 4 + b

 , (1.25)

où b = 4
(
(λ̃ + 2µ)H2 − µK

)
. Le déterminant de cette matrice est égal à

µτ 4

(
1

3
(λ̃ + 2µ)2τ 4 + 4µ(λ̃ + µ)b2

ss

)
. (1.26)

Ce polynôme en τ admet 0 comme racine d’ordre 4 , et 4 racines complexes

e
iπ
4 4
√
a, e−

iπ
4 4
√
a, e

3iπ
4 4
√
a et e−

3iπ
4 4
√
a, où a =

12µ(λ̃ + µ)

(λ̃ + 2µ)2
b2
ss > 0,

compte tenu du fait que, la surface S étant compacte et elliptique, elle est elliptique
jusqu’au bord.

Parmi ces racines, seules deux sont à parties imaginaires positives, e
iπ
4 4
√
a et

e
3iπ
4 4
√
a . On pose alors η1 la partie imaginaire de ces deux racines, soit

η1 =

(
3µ(λ̃ + µ)

(λ̃ + 2µ)2

)1/4 √
bss. (1.27)

Remarquons que les 4 racines non nulles du polynôme (1.26) s’écrivent encore

η1(1 + i), η1(1 − i), −η1(1 + i) et − η1(1 − i).

Considérons maintenant l’équation à s fixé

K̆0(ϕ̆) = 0 sur R
+.



Compte tenu du fait que (λ̃H + µbrr) �= 0 , on peut transformer ce système en un
système triangulaire qui s’écrit :

2(λ̃H + µbrr) ∂T ϕ̆T + 2µbrs ∂T ϕ̆s

−1
3
(λ̃ + 2µ) ∂TTTT ϕ̆3 − 4

(
(λ̃ + 2µ)H2 − µK

)
ϕ̆3 = 0,

µ ∂TT ϕ̆s − 2µbrs ∂T ϕ̆3 = 0,(
1
3
(λ̃ + 2µ)2∂TTTT + 4µ(λ̃ + µ)b2

ss

)
∂T ϕ̆3 = 0.

(1.28)

La dernière équation est une équation différentielle en ϕ̆3 dont le symbole s’écrit

iτ

(
1

3
(λ̃ + 2µ)2τ 4 + 4µ(λ̃ + µ)b2

ss

)
.

On en déduit donc qu’en toute généralité, ϕ̆3 s’écrit

ϕ̆3 = A1 + A2e
−Tη1(1+i) + A3e

−Tη1(1−i) + A4e
Tη1(1+i) + A5e

Tη1(1+i),

où A1 , A2 , A3 , A4 et A5 sont des constantes complexes. Or on recherche des
solutions ϕ̆ exponentiellement décroissantes en T . Sous cette hypothèse, on a alors
nécessairement A1 = A4 = A5 = 0 . Il existe donc deux degrés de liberté A3 et
A4 pour ϕ̆3 , et on peut alors naturellement imposer les valeurs de ϕ̆3 et ∂T ϕ̆3 en
T = 0 : si c3 et cn sont des réels donnés, l’équation

ϕ̆3(T ) = e−η1T

(
1

η1

cn sin(η1T ) + c3

(
cos(η1T ) + sin(η1T )

))
(1.29)

détermine l’unique solution exponentiellement décroissante de la troisième com-
posante du système (1.28) sous la condition ϕ̆3

∣∣
T=0

= c3 et ∂T ϕ̆3

∣∣
T=0

= cn .

La deuxième équation du système (1.28) montre alors que

ϕ̆s(T ) = 2brs

∫ +∞

T

ϕ̆3(T ) dT (1.30)

est l’unique solution ϕ̆s exponentiellement décroissante. Enfin, l’équation

ϕ̆T (T ) = −µbrs(λ̃H + µbrr)
−1ϕ̆s(T )

+ (λ̃H + µbrr)
−1

∫ ∞

T

(
1
6
(λ̃ + 2µ) ∂TTTT ϕ̆3(T ) + 2

(
(λ̃ + 2µ)H2 − µK

)
ϕ̆3(T )

)
dT

(1.31)



donne l’unique solution exponentiellement décroissante de la première équation du
système (1.28). Ainsi, la condition ϕ̆3

∣∣
T=0

= c3 et ∂T ϕ̆3

∣∣
T=0

= cn détermine une

unique solution ϕ̆ exponentiellement décroissante du système K̆0(ϕ̆) = 0 , donnée
par les équations (1.29), (1.30) et (1.31).

On résume ce résultat par la proposition suivante :

Proposition 1.6 Soit s ∈ ∂S fixé, et soient c3 et cn deux nombres réels. Il
existe une unique fonction ϕ̆ ∈ C∞(R+)3 exponentiellement décroissante, solution
du système K̆0(ϕ̆) = 0 dans [ 0,+∞ [

ϕ̆3

∣∣
T=0

= c3 et ∂T ϕ̆3

∣∣
T=0

= cn.

De plus ∀η ≤ η1 , eηT ϕ̆ est borné quand T →∞ .

Preuve. Les équations (1.29), (1.30) et (1.31) montrent que la solution ϕ̆ vérifie
bien la condition de décroissance à l’infini.

Pour trouver la solution du système avec second membre, on introduit l’espace

T(R+) := { f ∈ C∞(R+) | ∀ i, k ∈ N, ∀η < η1, eηTT k∂i
Tf ∈ L2(R+) }.

(1.32)

A cet espace, on associe l’espace de déplacements

T(R+) := { ϕ̆ = (ϕ̆T , ϕ̆s, ϕ̆3) ∈ T(R+)3 }. (1.33)

Si Ğ ∈ T(R+) , on peut construire sur [ 0,+∞ [ une solution particulière exponen-
tiellement décroissante du systèmeK̆0(Z̆) = Ğ dans [ 0,+∞ [,

Z̆3 = ∂T Z̆3 = 0 pour T = 0,

grâce à des descriptions explicites des solutions à l’aide d’intégrales : voir les for-
mules de la page 48 dans [2]. Cette solution particulière est alors exponentiellement
décroissante, avec un exposant de décroissance plus petit que η1 . La construction de
cette solution, ainsi que la proposition précédente permettent d’énoncer le résultat
suivant :

Théorème 1.7 Supposons que s ∈ ∂S soit fixé. Soit Ğ ∈ T(R+) , et soient c3 et
cn des réels. Il existe un unique Z̆ ∈ T(R+) solution du systèmeK̆0(Z̆) = Ğ dans R

+,

Z̆3

∣∣
T=0

= c3 et ∂T Z̆3

∣∣
T=0

= cn.
(1.34)



De plus, si le second membre Ğ ∈ C∞(
∂S,T(R+)

)
et si c3(s) et cn(s) sont des

fonctions C∞ sur ∂S , alors la solution Z̆ du système (1.34) définit un élément
de C∞(

∂S,T(R+)
)
.

Le résultat final provient de ce que la solution admet une représentation intégrale
dépendant linéairement des coefficients de K̆0 et des termes du second membre. Si
les termes du second membre et les coefficients de K̆0 dépendent de s de manière
C

∞ , il en est de même de la solution.

L’opérateur K̆0 est associé à une forme bilinéaire sur C∞(
∂S,T(R+)

)
qui s’écrit

pour Z̆ et Y̆ dans l’espace C∞(
∂S,T(R+)

)
ă(Z̆, Y̆ ) =

∫
∂S×R+

Mαβσν(0, s)γ̆αβ(Z̆)γ̆σν(Y̆ ) dT ds

+
1

3

∫
∂S×R+

Mαβσν(0, s)τ̆αβ(Z̆)τ̆σν(Y̆ ) dT ds,

où les tenseurs γ̆αβ et τ̆σν sont définis par les équations
γ̆TT (Y̆ ) = ∂T Y̆T − brrY̆3,

γ̆Ts(Y̆ ) = 1
2
∂T Y̆s − brsY̆3,

γ̆ss(Y̆ ) = −bssY̆3,

et


τ̆TT (Y̆ ) = ∂TT Y̆3,

τ̆Ts(Y̆ ) = 0,

τ̆ss(Y̆ ) = 0.

Si Y̆ vérifie les conditions au bord Y̆3 = ∂T Y̆3 = 0 en T = 0 , une intégration par
parties montre que

ă(Z̆, Y̆ ) =
〈
K̆0(Z̆), Y̆

〉
L2(S̆)

.

La forme bilinéaire ă suggère d’introduire l’ensemble

{ Y̆ ∈ C∞(S̆) | γ̆αβ(Y̆ ) = τ̆αβ(Y̆ ) = 0 }. (1.35)

Puisque la surface S est elliptique, bss �= 0 , et l’ensemble précédent se réduit donc
à l’ensemble

{ Y̆ ∈ C∞(S̆) | Y̆α = Y̆α(s) et Y̆3 = 0 }.
Remarquons que ces éléments correspondent à des traces et on verra dans la suite
que les traces Z̆T

∣∣
∂S

et Z̆s

∣∣
∂S

des solutions fournies par le théorème 1.7 permettent
de déterminer ensuite la partie de l’asymptotique construite à l’aide de l’opérateur
M .

La combinaison du théorème 1.7 et du théorème 1.5 va permettre de construire
un développement en séries formelles complet pour la solution du problème (1.1).
Cette étude fait l’objet de la section suivante.



2 Développement complet en séries formelles

On utilise maintenant les opérateurs de la section précédente pour construire un
développement en séries formelles qui satisfait les équations à l’intérieur et les
équations au bord du problème (1.1). On pose tout d’abord le problème dans
des algèbres de séries formelles en ε1/2 . On s’intéresse ensuite à la résolution des
équations et aux différentes solutions en fonction des seconds membres.

2.1 Position du problème en séries formelles

La sous-section précédente montre l’existence de deux types de termes qui induisent
deux types de séries formelles : d’une part les termes ζ(x1, x2) ∈ Γ(T1S)×C∞(S) ,
qui sont déterminés dans la construction du développement par l’opérateur de mem-
brane M , d’autre part les termes Z(T, s) ∈ Γ(T1S̆)×C∞(S̆) qui sont déterminés
par l’opérateur K̆0 (après changement d’échelle).

A priori, puisque les modèles 2D ne dépendent que de ε2 , les séries formelles
faisant intervenir les termes ζ ne sont que des séries formelles en ε2 , tandis que
les séries formelles des termes de couches limites sont des séries formelles en ε1/2 .
Mais K(ε) induit aussi de manière évidente une série formelle en ε1/2 notée

K[ε1/2] :=M + ε2F =
∑
k≥0

εk/2Kk/2,

avec {
K0 = M
K2 = F

et Kk/2 = 0 pour k = 1, 2, 3 et k ≥ 5.

Ainsi, si ζ[ε1/2] =
∑

k≥0 ε
k/2ζk/2 et g[ε1/2] =

∑
k≥0 ε

k/2gk/2 sont des séries formelles
à coefficients dans l’espace Γ(T1S) × C∞(S) , l’équation

K[ε1/2] ζ[ε1/2] = g[ε1/2] (2.1)

a un sens, et signifie qu’on a

∀ k ≥ 0 M(ζk/2) = −F (ζ(k−4)/2) + gk/2 dans S, (2.2)

avec la convention que les termes d’indice négatif sont nuls.

D’autre part, on rappelle qu’on associe à K(ε) la série formelle K[ε1/2] (voir
l’équation (1.17)) à coefficients opérateurs en coordonnées (T, s) , et si

Z[ε1/2] =
∑
k≥0

εk/2Zk/2 et G[ε1/2] =
∑
k≥0

εk/2Gk/2



sont des séries formelles à coefficients dans l’espace C∞(
∂S,T(R+)

)
, on considérera

des équations de la forme

K[ε1/2]Z[ε1/2] = G[ε1/2],

qui, comme on l’a vu, sont encore équivalents aux équations

K̆[ε1/2] Z̆[ε1/2] = Ğ[ε1/2] (2.3)

où les séries formelles Z̆[ε1/2] et Z[ε1/2] ainsi que Ğ[ε1/2] et G[ε1/2] sont liées par
les relations (1.21). Si on note

Z̆[ε1/2] =
∑
k≥0

εk/2Z̆k/2 et Ğ[ε1/2] =
∑
k≥0

εk/2Ğk/2,

les relations (1.21) s’écrivent encore

∀k ≥ 0,

Z
k/2
α = Z̆

k/2
α ,

Z
k/2
3 = Z̆

(k+1)/2
3 ,

et

G
k/2
α = Ğ

(k+2)/2
α ,

G
k/2
3 = Ğ

(k+1)/2
3 .

(2.4)

Si la série formelle Z̆[ε1/2] a une puissance de démarrage égale à 0 , ceci implique
que la série formelle Z[ε1/2] correspondante a une puissance de démarrage égale à
−1/2 . La relation (2.3) s’écrit

∀ k ≥ 0, K̆0(Z̆k/2) = −
k∑

�=0

K̆�/2(Z̆(k−�)/2) + Ğk/2 dans S̆.

Soient g[ε1/2] et G[ε1/2] des séries formelles à coefficients respectivement dans
les espaces Γ(T1S) × C∞(S) et C∞(

∂S,T(R+)
)
. Les équations (2.1) et (2.3)

donnent les équations devant être satisfaites à l’intérieur par les séries formelles
ζ[ε1/2] et Z[ε1/2] . Le but est de raccorder les traces aux bord de ces séries formelles.

Or sur ∂S , on peut définir les séries formelles à coefficients dans C∞(∂S) :

ζ[ε1/2]
∣∣
∂S

:=
∑
k≥0

εk/2ζk/2
∣∣
∂S

et Z[ε1/2]
∣∣
∂S

:=
∑
k≥0

εk/2Zk/2
∣∣
T=0

.

Ainsi, les sommes
ζr[ε

1/2]
∣∣
∂S

+ ZT [ε1/2]
∣∣
∂S

,

ζs[ε
1/2]

∣∣
∂S

+ Zs[ε
1/2]

∣∣
∂S

,

ζ3[ε
1/2]

∣∣
∂S

+ Z3[ε
1/2]

∣∣
∂S

,



ont bien un sens, et on note ces relations

ζ[ε1/2]
∣∣
∂S

+Z[ε1/2]
∣∣
∂S

.

Dans toute la suite, une opération (addition, combinaison linéaire) sur le bord ∂S
liant un générateur 2D ζ et un élément Z de l’espace C∞(

∂S,T(R+)
)

signifie
toujours qu’on considère que la composante r du générateur 2D est en relation avec
la composante T de Z .

D’autre part, on peut définir la dérivée normale rentrante de la série ζ[ε1/2] le
long du bord ∂S par la formule

∂rζ[ε
1/2] :=

∑
k≥0

εk/2∂rζ
k/2,

où ∂rζ
k/2 est la dérivée de ζk/2 par rapport à la coordonnée r dans le système de

coordonnées (r, s) le long du bord. Compte tenu de la relation T = ε−1/2r on peut
aussi définir l’action de ∂r sur la série formelle Z[ε1/2] grâce à la formule

∂rZ[ε1/2] := ε−1/2∂TZ[ε1/2].

On a donc

∂rZ[ε1/2] :=
∑
k≥0

ε(k−1)/2∂TZ
k/2(T, s)

=
∑
k≥−1

εk/2∂TZ
(k+1)/2(T, s).

Avec la convention que ζ
−1/2
3 = 0 , on peut donc considérer la somme

∂rζ3[ε
1/2]

∣∣
∂S

+ ∂rZ3[ε
1/2]

∣∣
∂S

=
∑
k≥−1

εk/2
(
∂rζ

k/2
3

∣∣
∂S

+ ∂TZ
(k+1)/2
3

∣∣
T=0

)
. (2.5)

Les équations précédentes permettent d’associer au problème (1.1) un problème
en séries formelles avec conditions aux limites. Pour cela, on suppose donc données
deux séries formelles de second membre à l’intérieur :

g[ε1/2] =
∑
k≥0

εk/2gk/2 et G[ε1/2] =
∑
k≥0

εk/2Gk/2, (2.6)

où les termes gk/2 sont des éléments de Γ(T1S)×C∞(S) et où les termes Gk/2(T, s)
sont des éléments de C∞(

∂S,T(R+)
)
, et de même, on se donne des séries formelles

en ε1/2 de second membre de traces :

c[ε1/2] =
∑
k≥0

εk/2ck/2 et cn[ε
1/2] =

∑
k≥0

εk/2ck/2n , (2.7)



où pour tout k , ck/2 = (c
k/2
r , c

k/2
s , c

k/2
3 ) est la restriction au bord d’un générateur

2D, et où c
k/2
n est un élément de C∞(∂S) . En accord avec la notation 1.1, le second

membre de trace se note donc -c [ε1/2] =
∑

k≥0 ε
k/2-c k/2 avec -c k/2 = (ck/2, c

k/2
n ) .

Dans la suite de cette section, on cherche donc une solution
(
ζ[ε1/2],Z[ε1/2]

)
du

problème en séries formelles

K[ε1/2] ζ[ε1/2] = g[ε1/2],

K[ε1/2]Z[ε1/2] = G[ε1/2],

ζ[ε1/2]
∣∣
∂S

+Z[ε1/2]
∣∣
∂S

= c[ε1/2],

∂rζ3[ε
1/2]

∣∣
∂S

+ ∂rZ3[ε
1/2]

∣∣
∂S

= cn[ε
1/2].

(2.8)

Remarquons que la deuxième équation de ce système est équivalente à l’équation

K̆[ε1/2] Z̆[ε1/2] = Ğ[ε1/2]

en utilisant le changement d’échelle (1.21).

En utilisant les équations précédentes et les relations (2.4), le système (2.8)
équivaut au système suivant : trouver les séries formelles ζ[ε1/2] =

∑
k≥0 ε

k/2ζk/2

et Z̆[ε1/2] =
∑

k≥0 ε
k/2Z̆k/2 solutions des équations suivantes, pour tout k ≥ 0 ,

M(ζk/2) = −F (ζ(k−4)/2) + gk/2 dans S,

K̆0(Z̆k/2) = −
∑k

�=1 K̆�/2(Z̆(k−�)/2) + Ğk/2 dans S̆,

ζ
k/2
r

∣∣
∂S

+ Z̆
k/2
T

∣∣
T=0

= c
k/2
r ,

ζ
k/2
s

∣∣
∂S

+ Z̆
k/2
s

∣∣
T=0

= c
k/2
s ,

ζ
k/2
3

∣∣
∂S

+ Z̆
(k+1)/2
3

∣∣
T=0

= c
k/2
3 ,

∂rζ
k/2
3

∣∣
∂S

+ ∂T Z̆
(k+2)/2
3

∣∣
T=0

= c
k/2
n .

(2.9)

Dans la suite, on fait l’hypothèse que les termes d’indices négatifs sont nuls. On verra
à la fin de cette section quels sont les différents résultats en fonction des hypothèses
sur les puissances de démarrages du second membre.

Les propriétés des opérateurs M et K̆0 dégagées dans la section précédente
vont maintenant permettre de résoudre le système (2.9).

2.2 Théorème d’existence

En utilisant les notations de la sous-section précédente, le but de cette sous-section
est de montrer le résultat suivant :



Théorème 2.1 La surface S étant elliptique, soit K(ε) un modèle 2D admissible.
Soit de plus g[ε1/2] =

∑
k≥0 ε

k/2gk/2 une série formelle à coefficients dans l’espace

Γ(T1S) × C∞(S) , G[ε1/2] =
∑

k≥0 ε
k/2Gk/2 une série formelle à coefficients dans

l’espace C∞(
∂S,T(R+)

)
, et -c [ε1/2] =

∑
k≥0 ε

k/2-c k/2 une série formelle à coeffi-

cients dans l’espace C∞(∂S)4 . Alors il existe un unique couple
(
ζ[ε1/2],Z[ε1/2]

)
de séries formelles à coefficients respectivement dans les espaces Γ(T1S) × C∞(S)
et C∞(

∂S,T(R+)
)
, solution du système



K[ε1/2] ζ[ε1/2] = g[ε1/2],

K[ε1/2]Z[ε1/2] = G[ε1/2],

ζ[ε1/2]
∣∣
∂S

+Z[ε1/2]
∣∣
∂S

= c[ε1/2],

∂rζ3[ε
1/2]

∣∣
∂S

+ ∂rZ3[ε
1/2]

∣∣
∂S

= cn[ε
1/2].

(2.10)

Preuve. L’existence des termes du développement se montre par récurrence. Les
relations (2.4) montrent que la série formelle Ğ[ε1/2] vérifie

Ğ0 = 0 et Ğ1/2 = (0, G0
3).

Les équations vérifiées par les séries formelles inconnues ζ[ε1/2] et Z̆[ε1/2] s’écrivent
alors

∀k ≥ 0,


K̆0(Z̆k/2) = −

∑k
�=1 K̆�/2(Z̆(k−�)/2) + Ğk/2 dans S̆,

Z̆
k/2
3

∣∣
T=0

+ ζ
(k−1)/2
3

∣∣
∂S

= c
(k−1)/2
3 ,

∂T Z̆
k/2
3

∣∣
T=0

+ ∂rζ
(k−2)/2
3 = c

(k−2)/2
n ,

(2.11)

pour les équations des termes de couches limites, et

∀k ≥ 0,


M(ζk/2) = −F (ζ(k−4)/2) + gk/2 dans S,

ζ
k/2
r

∣∣
∂S

+ Z̆
k/2
T

∣∣
T=0

= c
k/2
r ,

ζ
k/2
s

∣∣
∂S

+ Z̆
k/2
s

∣∣
T=0

= c
k/2
s ,

(2.12)

pour les termes définis sur toute la surface S . Remarquons que ces deux groupes
d’équations ne sont pas indépendants l’un de l’autre, mais liés par des termes au
bord.



Pour k = 0 , ces équations s’écrivent
K̆0(Z̆0) = 0 dans S̆,

Z̆0
3

∣∣
T=0

= 0,

∂T Z̆
0
3

∣∣
T=0

= 0

et


M(ζ0) = g0 dans S,

ζ0
r

∣∣
∂S

+ Z̆0
T

∣∣
T=0

= c0
r,

ζ0
s

∣∣
∂S

+ Z̆0
s

∣∣
T=0

= c0
s.

(2.13)

En utilisant le théorème 1.7, on voit que le premier groupe d’équations implique que
Z̆0 = 0 . Grâce aux propriétés de l’opérateur M énoncées dans le théorème 1.5, il
existe alors ζ0 ∈ Γ(T1S) × C∞(S) tel queM(ζ0) = g0 dans S,

ζ0
r

∣∣
∂S

= c0
r et ζ0

s

∣∣
∂S

= c0
s.

Les équations (2.13) sont alors vérifiées. Pour k = 1 , les équations (2.11) et (2.12)
s’écrivent alors compte tenu de Z̆0 = 0

K̆0(Z̆1/2) = Ğ1/2 dans S̆,

Z̆
1/2
3

∣∣
T=0

= c0
3 − ζ0

3

∣∣
∂S

,

∂T Z̆
1/2
3

∣∣
T=0

= 0,

et


M(ζ1/2) = g1/2 dans S,

ζ
1/2
r

∣∣
∂S

= c
1/2
r − Z̆

1/2
T

∣∣
T=0

,

ζ
1/2
s

∣∣
∂S

= c
1/2
s − Z̆

1/2
s

∣∣
T=0

.

(2.14)

Le théorème 1.7 montre alors l’existence de Z̆1/2 ∈ C∞(
∂S,T(R+)

)
satisfaisant le

premier groupe d’équation, (le terme ζ0 est déterminé), et le théorème 1.5 montre
l’existence de ζ1/2 ∈ Γ(T1S)× C∞(S) satisfaisant le deuxième groupe d’équations.

Supposons alors que les termes ζ�/2 ∈ Γ(T1S)×C∞(S) et Z̆�/2 ∈ C∞(
∂S,T(R+)

)
soient déterminés pour H = 0, . . . , k où k est un entier, et qu’ils satisfont les
équations (2.11) et (2.12) jusqu’à l’ordre k . L’équation (2.11) s’écrit alors au rang
k + 1 :

K̆0(Z̆(k+1)/2) = −
∑k+1

�=1 K̆�/2(Z̆(k+1−�)/2) + Ğ(k+1)/2 dans S̆,

Z̆
(k+1)/2
3

∣∣
T=0

+ ζ
k/2
3

∣∣
∂S

= c
k/2
3 ,

∂T Z̆
(k+1)/2
3

∣∣
T=0

+ ∂rζ
(k−1)/2
3 = c

(k−1)/2
n .

Grâce aux propriétés des opérateurs K̆k/2 pour k ≥ 0 et de la définition de l’espace
T(R+) , le second membre de l’équation à l’intérieur du système précédent définit
bien un élément de C∞(

∂S,T(R+)
)
. Le théorème 1.7 garantit alors l’existence du

terme Z̆(k+1)/2 dans l’espace C∞(
∂S,T(R+)

)
. Les équations (2.12) au rang k + 1



s’écrivent alors
M(ζ(k+1)/2) = −F (ζ(k−3)/2) + g(k+1)/2 dans S,

ζ
(k+1)/2
r

∣∣
∂S

+ Z̆
(k+1)/2
T

∣∣
T=0

= c
(k+1)/2
r ,

ζ
(k+1)/2
s

∣∣
∂S

+ Z̆
(k+1)/2
s

∣∣
T=0

= c
(k+1)/2
s ,

et le théorème 1.5 montre l’existence du terme ζ(k+1)/2 dans l’espace Γ(T1S) ×
C

∞(S) satisfaisant ces équations. Ceci montre l’hypothèse de récurrence au rang
k + 1 , et termine la preuve du théorème.

En examinant la démonstration précédente, le fait que Z̆0 = 0 implique en
utilisant les relations (2.4) que Z

−1/2
3 = 0 et Z0

α = 0 . Le premier terme de couches
limites est donc le terme Z0 = (0, Z0

3) . On a donc

ζ[ε1/2] = ζ0 +
∑
k≥1

εk/2ζk/2 et Z[ε1/2] = (0, Z0
3) +

∑
k≥1

εk/2Zk/2. (2.15)

Par linéarité, le théorème précédent se généralise sans problème aux cas où le
second membre admet des puissances de démarrages différentes de 0 . On étudie
dans la sous-section suivante les différentes possibilités de structure de la solution(
ζ[ε1/2],Z[ε1/2]

)
en fonction de la structure du second membre.

Remarque 2.2 Le théorème 2.1 est encore valable pour le modèle en carte (voir la
définition 2.8 du chapitre IV). Ceci est dû aux propriétés de l’opérateur K̆0 , qui
est commun aux modèles 2D admissibles et au modèle en carte. La structure de la
solution est la même que celle de l’équation (2.15).

2.3 Influence des seconds membres

On étudie maintenant les 6 cas génériques de seconds membres en séries formelles
pour le problème (2.10). Dans certains cas, on peut en effet montrer l’annulation de
certains termes, ce qui entrâıne que les puissances de démarrage du développement
de la solution

(
ζ[ε1/2],Z[ε1/2]

)
ne sont pas celles de (2.15).

Par linéarité, il suffit de considérer des développements qui sont d’ordres 0 en
ε1/2 , c’est-à-dire des seconds membres tels que g[ε1/2] = g0 , G[ε1/2] = G0 et
-c [ε1/2] = -c 0 = (c0

r, c
0
s, c

0
3, c

0
n) .

Dans tous les cas qui suivent, la démonstration du théorème 2.1 montre que le
terme Z̆0 est nul. Le premier terme de couche limite ne peut donc être que le terme
Z̆1/2 , et ceci implique qu’on a toujours Z0

α = 0 .



Cas 1 : g0 �= 0 , G0 = 0 et -c 0 = 0 . Le terme ζ0 est non nul en vertu de
l’équation (2.13). Le terme Z̆1/2 est alors fourni par l’équationK̆0(Z̆1/2) = 0 dans S̆,

Z̆
1/2
3

∣∣
T=0

= −ζ0
3

∣∣
∂S

et ∂T Z̆
1/2
3

∣∣
T=0

= 0,

ce qui montre que Z̆1/2 �= 0 en général. Le développement de la solution de (2.10)
s’écrit donc :

ζ[ε1/2] = ζ0 +
∑
k≥1

εk/2ζk/2 et Z[ε1/2] = (0, Z0
3) +

∑
k≥1

εk/2Zk/2,

et on est dans la situation de l’équation (2.15).

Cas 2 : g0 = 0 , G0 = (G0
α, 0) et -c 0 = 0 . Dans ce cas, on a Ğ0 = Ğ1/2 = 0 .

L’équation (2.13) montre que ζ0 = 0 par unicité de la solution de l’opérateur de
membrane. D’après l’équation (2.14), le terme Z̆1/2 vérifie alors l’équationK̆0(Z̆1/2) = 0 dans S̆,

Z̆
1/2
3

∣∣
T=0

= 0 et ∂T Z̆
1/2
3

∣∣
T=0

= 0,

ce qui montre que Z̆1/2 = 0 . Toujours d’après l’équation (2.14), le terme ζ1/2

vérifie alors l’équation M(ζ1/2) = 0 dans S,

ζ
1/2
α

∣∣
∂S

= 0,

ce qui implique que ζ1/2 = 0 . Mais Z̆1 �= 0 en général, car ce dernier terme vérifie
l’équation K̆0(Z̆1) = Ğ1 = (G0

α, 0) dans S̆,

Z̆1
3

∣∣
∂S

= ∂T Z̆
1
3

∣∣
∂S

= 0.

Ceci implique alors que ζ1 �= 0 en général. On en déduit donc que le développement
est du type

ζ[ε1/2] = ε ζ1 +
∑
k≥3

εk/2ζk/2 et Z[ε1/2] = (0, ε1/2Z0
3) +

∑
k≥2

εk/2Zk/2.



Cas 3 : g0 = 0 , G0 = (0, G0
3) et -c 0 = 0 . Dans ce cas, l’équation (2.13) montre

que ζ0 = 0 . En revanche, d’après l’équation (2.14) le terme Z̆1/2 vérifie l’équationK̆0(Z̆1/2) = Ğ1/2 = (0, G0
3) dans S̆,

Z̆
1/2
3

∣∣
T=0

= 0 et ∂T Z̆
1/2
3 = 0,

ce qui montre que ce terme n’est pas nul en général, et ceci entrâıne que le terme
ζ1/2 n’est pas nul en général. On en déduit donc que

ζ[ε1/2] = ε1/2ζ1/2 +
∑
k≥2

εk/2ζk/2 et Z[ε1/2] = (0, Z0
3) +

∑
k≥1

εk/2Zk/2.

Cas 4 : g0 = 0 , G0 = 0 et -c 0 = (c0
α, 0, 0) . Le terme ζ0 vérifie l’équationM(ζ0) = 0 dans S,

ζ0
α = c0

α.

Ce terme est donc non nul en général, et le développement est du même type que
dans le cas 1.

Cas 5 : g0 = 0 , G0 = 0 et -c 0 = (0, c0
3, 0) . L’équation (2.13) montre que

ζ0 = 0 . En revanche, le terme Z̆1/2 vérifie l’équationK̆0(Z̆1/2) = 0 dans S̆,

Z̆
1/2
3

∣∣
T=0

= c0
3 et ∂T Z̆

1/2
3 = 0,

et donc on a Z̆1/2 �= 0 en général. Le développement est donc du même type que
dans le cas 3.

Cas 6 : g0 = 0 , G0 = 0 et -c 0 = (0, 0, cn) . Dans ce cas, l’équation (2.13) montre
que ζ0 = 0 . De plus, le terme Z̆1/2 vérifie l’équationK̆0(Z̆1/2) = 0 dans S̆,

Z̆
1/2
3

∣∣
T=0

= 0 et ∂T Z̆
1/2
3 = 0,

et il est donc nul, ce qui entrâıne que ζ1/2 est nul car il vérifie alors d’après l’équation
(2.14) M(ζ1/2) = 0 dans S,

ζ
1/2
α

∣∣
∂S

= 0.



En revanche, le terme Z̆1 �= 0 en général, car il vérifie l’équationK̆0(Z̆1) = 0

Z̆1
3

∣∣
∂S

= 0 et ∂T Z̆
1
3

∣∣
∂S

= c0
n.

Le développement est donc du même type que dans le cas 2.

On résume les calculs précédents dans le tableau suivant. Les trois premières
colonnes donnent l’expression du second membre, et les deux dernières colonnes
donnent l’expression du premier terme non nul dans les développements ζ[ε1/2] et
Z[ε1/2] de la solution. Les points de suspension désigne un développement en série
formelle dont la puissance de démarrage est supérieure au premier terme écrit.

g[ε1/2] G[ε1/2] �c [ε1/2] Z[ε1/2] ζ[ε1/2]

g0 0 0 (0, Z0
3 ) + · · · ζ0 + · · ·

0 (G0
α, 0) 0 (0, ε1/2Z

1/2
3 ) + · · · ε ζ1 + · · ·

0 (0, G0
3) 0 (0, Z0

3 ) + · · · ε1/2ζ1/2 + · · ·

0 0 (c0
α, 0, 0) (0, Z0

3 ) + · · · ζ0 + · · ·

0 0 (0, c0
3, 0) (0, Z0

3 ) + · · · ε1/2ζ1/2 + · · ·

0 0 (0, 0, c0
n) (0, ε1/2Z

1/2
3 ) + · · · ε ζ1 + · · ·

Tableau 1. Structures des développements en fonction du second membre.

Dans le chapitre VI, on montre comment on peut utiliser ce tableau dans la
construction du développement asymptotique du déplacement tridimensionnel.

3 Développement asymptotique

Dans cette dernière section, on montre que les séries formelles construites dans la
section précédente permettent de construire des développements asymptotiques des
solutions des modèles 2D admissibles. Cela a un intérêt si on travaille avec un modèle
2D admissible fixé, c’est-à-dire si on considère que ce modèle 2D est la réalité et si on
cherche à approcher la solution fournie par ce modèle. Mais on verra dans le chapitre
VI que cela permet aussi de comparer la différence entre la solution d’un modèle
2D admissible et le déplacement tridimensionnel. Le but est donc de déterminer
le développement asymptotique de la solution du problème (1.1) dans le cas où le
second membre g est de classe C∞ et où les données au bord sont nulles (-c = 0 ).



3.1 Ansatz de développement asymptotique

Dans toute la suite, on suppose que le second membre g du problème (1.1) dépend
de ε , et admet un développement asymptotique

g = g(ε) �
∑
k≥0

εk/2 gk/2

où les gk/2 sont des fonctions de classe C∞ sur S indépendante de ε . Cette
hypothèse signifie donc que pour tout N ∈ N fixé, il existe une constante CN > 0
telle que

‖g(ε) −
N∑

k=0

εk/2gk/2‖ ≤ CNε(N+1)/2

pour une norme quelconque sur S indépendante de ε . Soit K(ε) un modèle 2D
admissible, le but de cette section est de trouver le développement asymptotique de
z(ε) ∈ Γ(T1S) × C∞(S) solution du systèmeK(ε)z(ε) = g(ε) dans S,

zi(ε)
∣∣
∂S

= ∂rz3(ε)
∣∣
∂S

= 0.
(3.1)

La section précédente montre l’existence de deux séries formelles en ε1/2

ζ[ε1/2] =
∑
k≥0

εk/2ζk/2 et Z[ε1/2] =
∑
k≥0

εk/2Zk/2 (3.2)

qui vérifient les équations (2.10) avec second membre -c [ε1/2] = 0 , G[ε1/2] = 0 et
g[ε1/2] =

∑
k≥0 ε

k/2 gk/2 , la série formelle induite par le développement asympto-
tique de la 1-forme g .

Remarquons que pour tout k ≥ 0 , les sommes ζk/2 +Zk/2 ne peuvent pas être
définies, car les termes ζk/2 et Zk/2 ne sont pas de même nature et ne peuvent
pas être additionnés pour former un élément de Γ(T1S) × C∞(S) . Afin de donner
un sens aux sommes partielles correspondant à un développement asymptotique, on
introduit une fonction de troncature χ(r) au voisinage du bord :

Définition 3.1 Supposons que le système de coordonnées (r, s) soit bien défini le
long de ∂S pour r < ρ , où ρ > 0 est un réel indépendant de ε . On note alors
χ(r) une fonction fixée de classe C∞ définie dans le système de coordonnées (r, s) ,
telle qu’il existe deux nombres 0 < ρ1 < ρ2 < ρ indépendants de ε vérifiant

χ(r) ≡ 1 pour r < ρ1 et χ(r) ≡ 0 pour r > ρ2.



On vérifie alors que la somme

ζk/2 + χ(r)Zk/2,

définit alors bien un élément de Γ(T1S) × C∞(S) . Hors du voisinage tubulaire de
∂S où le système de coordonnées (r, s) est défini, cette somme vaut simplement
ζk/2 , et pour r < ρ , cette somme vaut

ζk/2(r, s) + χ(r)Zk/2
(

r√
ε
, s

)
,

c’est-à-dire dans le système de coordonnées (r, s)
ζ
k/2
r (r, s) + χ(r)Z

k/2
T

(
r√
ε
, s

)
ζ
k/2
s (r, s) + χ(r)Z

k/2
s

(
r√
ε
, s

)
ζ
k/2
3 (r, s) + χ(r)Z

k/2
3

(
r√
ε
, s

)
 .

Dans la suite de cette section, on montre que le développement∑
k≥0

εk/2
(
ζk/2 + χ(r)Zk/2

)
(3.3)

est un développement asymptotique de la solution z du problème (3.1).

Remarque 3.2 On peut aussi supposer que le second membre g du problème (3.1)
admet un développement asymptotique

g(ε) �
∑
k≥0

εk/2
(
gk/2 + χ(r)Gk/2

)
.

La section précédente fournit une solution
(
ζ[ε1/2],Z[ε1/2]

)
en séries formelles du

problème (2.10) associé au second membre g[ε1/2] =
∑

k≥0 ε
k/2gk/2 et G[ε1/2] =∑

k≥0 ε
k/2Gk/2 , et les mêmes méthodes que celles développées ci-dessous montre-

raient que le développement (3.3) est un développement asymptotique de la solution
z(ε) .

3.2 Validation du développement

Le but de cette sous-section est d’estimer la différence entre z(ε) solution du
système (3.1) et les sommes partielles du développement (3.3). Pour cela, on pose
tout d’abord :



Définition 3.3 Le couple de séries formelle
(
ζ[ε1/2],Z[ε1/2]

)
étant solution du

problème (2.10) associé aux seconds membres g[ε1/2] =
∑

k≥0 ε
k/2gk/2 , G[ε1/2] = 0

et -c [ε1/2] = 0 , on note pour tout N ∈ N ,

zN(ε) :=
N∑

k=0

εk/2
(
ζk/2 + χ(r)Zk/2

)
∈ Γ(T1S) × C∞(S). (3.4)

On a alors zN = θN(ε) + χ(r)ΛN(ε) avec par définition

θN(ε) :=
N∑

k=0

εk/2ζk/2 et ΛN(ε) :=
N∑

k=0

εk/2Zk/2.

Pour évaluer la différence entre z(ε) et zN(ε) , on utilise le même procédé que
dans [17] : on estime d’abord cette différence de façon grossière en utilisant une
estimation a priori de la solution du système (1.1), puis on utilise cette estimation
pour un rang N élevé en évaluant les normes des termes négligés. Ce procédé
fournit des estimations d’erreur optimales, c’est-à-dire des estimations où la norme
de l’erreur est du même ordre de grandeur en ε que le premier terme négligé.

Soit donc K(ε) =M + ε2F un modèle 2D admissible. D’après la propriété (i)
de la définition 2.2 du chapitre IV, il vérifie en particulier l’inégalité〈

K(ε)z, z
〉
L2(S)3

≥ Cε2‖z‖2

H1×H1×H2(S)
(3.5)

pour z ∈ Γ(T1S)×C∞(S) vérifiant les conditions au bord z
∣∣
∂S

= 0 et ∂rz3

∣∣
∂S

= 0 .

Cette inégalité permet de montrer le résultat suivant :

Proposition 3.4 Pour tout N ∈ N , on a l’estimation

‖z(ε) − zN(ε)‖
H1×H1×H2(S)

≤ C εN/2−9/4. (3.6)

Preuve. D’après la démonstration du théorème 2.1, il est clair que le terme
zN(ε) =

∑N
k=0 ε

k/2
(
ζk/2 + χ(r)Zk/2

)
vérifie

zN(ε)
∣∣
∂S

= 0 et ∂rz
N
3 (ε)

∣∣
∂S

= εN/2∂rζ
N/2
3

∣∣
∂S

.

On définit alors l’élément de Γ(T1S) × C∞(S)

tN :=

(
0

−
(
∂rζ

N/2
3

∣∣
∂S

)
rχ(r)

)
.

Le champ de tenseurs zN(ε) := zN(ε) + εN/2tN vérifie alors les conditions aux
limites de Dirichlet zN(ε)

∣∣
∂S

= 0 et ∂rz
N
3 (ε)

∣∣
∂S

= 0 . On peut donc appliquer



à l’élément z(ε) − zN(ε) l’estimation (3.5). Il est reste alors à estimer le terme
K(ε)

(
z(ε) − zN(ε)

)
.

La série formelle ζ[ε1/2] vérifie l’équation

K[ε1/2] ζ[ε1/2] = g[ε1/2].

On a donc pour N ∈ N ,

K(ε)θN(ε) − g(ε) = O(ε(N+1)/2),

où O(ε(N+1)/2) désigne un élément de Γ(T1S)×C∞(S) borné par CNε(N+1)/2 pour
n’importe quelle norme sur S , où CN est une constante indépendante de ε . On
en déduit donc que

K(ε)
(
θN(ε) + εN/2tN

)
− g(ε) = O(εN/2). (3.7)

De plus, si y ∈ Γ(T1S) × C∞(S) on a la relation∣∣∣ 〈
K(ε)

(
χΛN(ε)

)
,y

〉
L2(S)3

−
〈
K(ε)

(
ΛN(ε)

)
, χy

〉
L2(S)3

∣∣∣ ≤ C e−β/
√
ε‖y‖

H1×H1×H2(S)
,

(3.8)

où η1 > β > 0 . Cette dernière relation est due au fait que ∂rχ(r) a un support
dans un ouvert (ρ1, ρ2) × ∂S de S qui est à une distance de ∂S indépendante
de ε et que les termes de couches limites du type Z

(
r√
ε
, s

)
sont uniformément

exponentiellement décroissants en T = r√
ε
.

Enfin, par définition, on a en se plaçant dans le système de coordonnées (T, s) , en
faisant le changement d’échelle (1.21) et en utilisant (1.16),〈

K(ε)
(
ΛN(ε)

)
, χy

〉
L2(S)3

=
1√
ε

〈
K̆(ε)

(
Λ̆N(ε)

)
, y̆

〉
L2(S̆)3

,

où on a posé

y̆(T, s) := χ(ε1/2T )
(
yT , ys, ε

1/2y3

)
(ε1/2T, s),

et où

Λ̆N(ε) =
N∑

k=0

εk/2Z̆k/2 + ε(N+1)/2(0, Z̆
(N+1)/2
3 ).

L’opérateur K̆(ε) est l’opérateur K(ε) après changement de variable et change-
ment d’inconnues. Le développement de Taylor en T = 0 de l’opérateur K̆(ε)
correspond donc à la série formelle K̆[ε1/2] . Remarquons que le produit scalaire
précédent a bien un sens car y̆ a un support compact. Or la série formelle Z[ε1/2]
à partir de laquelle est bâtie le champ de tenseurs ΛN(ε) vérifie l’équation

K̆[ε1/2] Z̆[ε1/2] = 0.



On en déduit que〈
K(ε)

(
ΛN(ε)

)
, χy

〉
L2(S)3

= O(εN/2)‖y̆‖
H1×H1×H2(S̆)

.

La norme H1 × H1 × H2(S̆) dans la dernière équation est la norme sur S̆ calculée
en variables (T, s) . Un calcul montre alors que

‖y̆‖
H1×H1×H2(S̆)

≤ Cε−1/4‖y‖
H1×H1×H2(S)

où la dernière norme est une norme sur la surface S . On en déduit finalement〈
K(ε)

(
ΛN(ε)

)
, χy

〉
L2(S)3

= O(εN/2−1/4)‖y‖
H1×H1×H2(S)

. (3.9)

En regroupant les équations (3.7), (3.8) et (3.9), on trouve en définitive que pour
y ∈ Γ(T1S) × C∞(S) , on a〈

K(ε)
(
z(ε) − zN(ε)

)
,y

〉
L2(S)3

= O(εN/2−1/4)‖y‖
H1×H1×H2(S)

.

Or on peut appliquer cette estimation à y = z(ε) − zN(ε) . Compte tenu du
fait que z(ε) − zN(ε) vérifie les conditions au bord

(
z(ε) − zN(ε)

)∣∣
∂S

= 0 et

∂r

(
z(ε) − zN(ε)

)∣∣
∂S

= 0 , on peut alors appliquer l’équation (3.5) pour trouver
l’estimation

‖z(ε) − zN(ε)‖
H1×H1×H2(S)

≤ C εN/2−9/4.

Or on a ‖zN(ε) − zN(ε)‖
H1×H1×H2(S)

= O(εN/2) , et l’équation précédente montre

l’estimation de la proposition.

Cette proposition donne donc une estimation grossière de la différence z(ε)−zN(ε) .
On en déduit alors le résultat suivant :

Théorème 3.5 Soit K(ε) un modèle 2D admissible. Soit z(ε) la solution du
problème (3.1) et zN(ε) le champ de tenseurs défini par l’équation (3.4) à partir
de la solution en séries formelles du problème associé. Alors on a les estimations
suivantes :

‖z(ε) − zN(ε)‖
H1×H1×H2(S)

≤ C εN/2−1/4,

‖z(ε) − zN(ε)‖
H1×H1×H1(S)

≤ C εN/2+1/4,

‖z(ε) − zN(ε)‖
H1×H1×L2(S)

≤ C εN/2+1/4,

‖z(ε) − zN(ε)‖
L2×L2×L2(S)

≤ C εN/2+1/2.

(3.10)

Preuve. L’estimation (3.6) montre que pour N ∈ N , on a

‖z(ε) − zN+6(ε)‖
H1×H1×H2(S)

≤ CεN/2+3/4,



d’où,

‖z(ε) − zN(ε)‖
H1×H1×H2(S)

≤
N+6∑

k=N+1

εk/2
(
‖ζk/2‖

H1×H1×H2(S)
+ ‖χZk/2‖

H1×H1×H2(S)

)
+ CεN/2+3/4. (3.11)

Or on vérifie que pour tout k ≥ 0 , ‖ζk/2‖
H1×H1×H2(S)

est borné par une constante

indépendante de ε . De plus, en passant en coordonnées (T, s) , un calcul montre
que pour une composante i fixée, on a pour tout k ≥ 0 , avec des constantes C
indépendantes de ε

‖χZ
k/2
i ‖

L2(S)
≤ C ε1/4,

‖χZ
k/2
i ‖

H1(S)
≤ C ε−1/4,

‖χZ
k/2
i ‖

H2(S)
≤ C ε−3/4.

(3.12)

En reportant alors dans l’équation (3.11), on trouve alors

‖z(ε) − zN(ε)‖
H1×H1×H2(S)

≤ CNεN/2−1/4, (3.13)

où CN est une constante indépendante de ε . Ceci montre l’inégalité (3.10). Cette
inégalité est optimale au sens ou l’erreur est du même ordre de grandeur en ε que
le premier terme négligé dans l’approximation zN(ε) .

En utilisant le fait que

‖z(ε) − zN(ε)‖
L2×L2×L2(S)

≤ ‖z(ε) − zN(ε)‖
H1×H1×L2(S)

≤ ‖z(ε) − zN(ε)‖
H1×H1×H1(S)

≤ ‖z(ε) − zN(ε)‖
H1×H1×H2(S)

,

on obtient des inégalités similaires à l’inégalité (3.11) pour les normes L2 × L2 ×
L2(S) , H1 × H1 × L2(S) et H1 × H1 × H1(S) . Les inégalités (3.12) permettent
alors de montrer les deux dernières inégalités de (3.10) et ceci termine la preuve du
théorème.

Remarque 3.6 Ce théorème est aussi valable pour le modèle en carte de la défini-
tion 2.8 du chapitre chapitre IV. La démonstration est la même que pour les modèles
2D admissibles, car le modèle en carte vérifie les mêmes estimations et possède les
mêmes propriétés d’inversibilité que les modèles 2D admissibles.

Le théorème précédent permet de comparer la solution d’un modèle 2D classique
avec la solution fournie par l’opérateur de membrane.



Proposition 3.7 Supposons que g ∈ Γ(T1S) × C∞(S) soit indépendant de ε , et
soit ζ ∈ Γ(T1S) × C∞(S) la solution du problèmeM(ζ) = g sur S,

ζα
∣∣
∂S

= 0.

Alors si z(ε) ∈ Γ(T1S) × C∞(S) est la solution du problèmeK(ε)
(
z(ε)

)
= g sur S,

zi(ε)
∣∣
∂S

= ∂nz3(ε)
∣∣
∂S

= 0,

on a les estimations suivantes :

‖z(ε) − ζ‖
H1×H1×H2(S)

≤ C ε−3/4,

‖z(ε) − ζ‖
H1×H1×H1(S)

≤ C ε−1/4,

‖z(ε) − ζ‖
H1×H1×L2(S)

≤ C ε1/4,

‖z(ε) − ζ‖
L2×L2×L2(S)

≤ C ε1/4.

(3.14)

Preuve. D’après le théorème précédent pour N = 0 , on a

‖z(ε) − ζ0 − χZ0‖
H1×H1×H2(S)

≤ Cε−1/4,

d’où avec la définition de ζ ,

‖z(ε) − ζ‖
H1×H1×H2(S)

≤ ‖χZ0
3‖H2(S)

+ Cε−1/4.

De même on a

‖z(ε) − ζ‖
H1×H1×H1(S)

≤ ‖χZ0
3‖H1(S)

+ Cε1/4,

‖z(ε) − ζ‖
H1×H1×L2(S)

≤ ‖χZ0
3‖L2(S)

+ Cε1/4,

‖z(ε) − ζ‖
L2×L2×L2(S)

≤ ‖χZ0
3‖L2(S)

+ Cε1/2,

et l’équation (3.12) montre le résultat.

Comme dans la remarque 3.6, on vérifie que la proposition précédente est encore
valable pour le modèle 2D en carte.

3.3 Comparaisons entre les modèles

La proposition 3.7 permet de comparer la solution d’un modèle 2D admissible avec la
solution de l’opérateur de membrane. De la même manière, le théorème 3.5 permet



d’évaluer la différence entre la solution d’un modèle 2D admissible donné avec celle
fournie par un autre modèle 2D admissible (et aussi avec le modèle 2D en carte).
Ceci fait l’objet du résultat suivant :

Théorème 3.8 Soient K(ε) et K ′(ε) deux modèles 2D admissibles. Soit g ∈
Γ(T1S) × C∞(S) un champ de tenseurs admettant un développement asymptotique
g =

∑
k≥0 ε

k/2gk/2 . On note z(ε) et z′(ε) les solutions des problèmesK(ε)
(
z(ε)

)
= g sur S,

z
∣∣
∂S

= 0 et ∂nz3

∣∣
∂S

= 0,
et

K
′(ε)

(
z′(ε)

)
= g sur S,

z′
∣∣
∂S

= 0 et ∂nz
′
3

∣∣
∂S

= 0,
(3.15)

Les estimations suivantes sont alors valables :

‖z(ε) − z′(ε)‖
H1×H1×H2(S)

≤ C ε1/4,

‖z(ε) − z′(ε)‖
H1×H1×H1(S)

≤ C ε3/4,

‖z(ε) − z′(ε)‖
H1×H1×L2(S)

≤ C ε5/4,

‖z(ε) − z′(ε)‖
L2×L2×L2(S)

≤ C ε5/4.

(3.16)

Si de plus on note z̃(ε) la solution pour le problème (3.15) pour le modèle 2D en

carte K̃(ε) (ce qui implique que S soit représentée par une unique carte locale),
alors on a

‖z(ε) − z̃(ε)‖
H1×H1×H2(S)

≤ C ε−1/4,

‖z(ε) − z̃(ε)‖
H1×H1×H1(S)

≤ C ε1/4,

‖z(ε) − z̃(ε)‖
H1×H1×L2(S)

≤ C ε3/4,

‖z(ε) − z̃(ε)‖
L2×L2×L2(S)

≤ C ε3/4.

(3.17)

Preuve. Un opérateur de flexion est par définition égal à F = F 0 +H où F 0

est l’opérateur de flexion standard intrinsèque, et où H est un opérateur 2D dont
les ordres de dérivations sont représentés par la matrice

degH =

(
2 3
3 2

)
.

Pour tous les modèles 2D admissibles, on a vu que les opérateurs K̆0 étaient
identiques. Pour calculer l’opérateur K̆1/2 , on définit tout d’abord les opérateurs



M(ε)(T, s; ∂T , ∂s) et F(ε)(T, s; ∂T , ∂s) sur la variété S̆ à partir des opérateurs
M(ε)(r, s; ∂r, ∂s) et F (ε)(r, s; ∂r, ∂s) par les équations

M(ε)(T, s; ∂T , ∂s) :=M(Tε1/2, s; ε−1/2∂T , ∂s),

et
F(ε)(T, s; ∂T , ∂s) := F (Tε1/2, s; ε−1/2∂T , ∂s).

Si Z est un champ de 1-forme sur la variété S̆ , on a alors Z̆ = (ZT , Zs, ε
1/2Z3) ,

et on définit les opérateurs

M̆(ε)(Z̆) :=
(
εMT (ε)(Z), εMs(ε)(Z), ε1/2M3(ε)(Z)

)
,

et
F̆(ε)(Z̆) :=

(
εFT (ε)(Z), εFs(ε)(Z), ε1/2F3(ε)(Z)

)
.

Les développements de Taylor en T = 0 des coefficients des opérateurs M̆(ε) et
F̆(ε) déterminent deux séries formelles

M̆[ε1/2] =
∑
k≥0

εk/2M̆k/2 et F̆ [ε1/2] =
∑
k≥−4

εk/2F̆k/2,

et on a alors par définition la relation

K̆[ε1/2] = M̆[ε1/2] + ε2F̆ [ε1/2].

Or par définition, l’opérateur F s’écrit d’après l’équation (1.3) du chapitre IV,
Fσ(z) = Hσ(z),

F3(z) =
1

3
λ̃DαDαDβD

βz3 +
2

3
µDαDβDβD

αz3 + H3(z).

Dans le calcul de l’opérateur F̆−3/2 , l’opérateur H n’intervient pas, et on trouve
que pour tout opérateur de flexion F , on a

F̆−3/2
T Z̆ = 0,

F̆−3/2
s Z̆ = 0,

F̆−3/2
3 Z̆ =

2

3
λ̃Γr

ss(0, s) ∂TTT Z̆3,

(3.18)

où Γr
ss(r, s) est un symbole de Christoffel en coordonnées (r, s) (voir l’équation

(1.4)). Ainsi, l’opérateur K̆1/2 = M̆1/2 + F̆−3/2 est indépendant de l’opérateur de
flexion F choisi.

En revanche, pour le modèle en carte, l’opérateur K̆1/2 est égal à M̆1/2 car
l’opérateur de flexion F̃ est précisemment construit en omettant les symboles de
Christoffel par rapport à l’opérateur de flexion standard F 0 , et on a donc F̆−3/2 = 0
avec les notations ci-dessus. L’opérateur K̆1/2 est donc différent dans le cas du
modèle en carte.



Désignons par
(
ζ[ε1/2],Z[ε1/2]

)
et

(
ζ ′[ε1/2],Z ′[ε1/2]

)
les séries formelles données

par le théorème 2.1 appliqué aux opérateurs K(ε) et K ′(ε) pour le même second
membre g[ε1/2] =

∑
k≥0 ε

k/2gk/2 , G[ε1/2] = 0 et -c [ε1/2] = 0 . La démonstration
du théorème 2.1 montre que ces développements en séries formelles ont les mêmes
termes ζ0 , Z̆1/2 et ζ1/2 (voir les équations (2.13) et (2.14)). Compte tenu des
second membres, les termes Z̆1 et ζ1 sont solutions des équations

K̆0(Z̆1) = −K̆1/2(Z̆1/2) dans S̆,

Z̆1
3

∣∣
T=0

= −ζ
1/2
3

∣∣
∂S

,

∂T Z̆
1
3

∣∣
T=0

= −∂rζ
0
3

∣∣
∂S

,

et


M(ζ1) = 0 dans S,

ζ1
r

∣∣
∂S

= −Z̆1
T

∣∣
T=0

,

ζ1
s

∣∣
∂S

= −Z̆1
s

∣∣
T=0

.

(3.19)

Puisque les opérateurs K̆1/2 sont les mêmes, on en déduit que les termes Z̆1 et
ζ1 sont identiques dans les développements des séries formelles

(
ζ[ε1/2],Z[ε1/2]

)
et

(
ζ ′[ε1/2],Z ′[ε1/2]

)
. En revanche, l’équation vérifiée par Z̆3/2 fait intervenir

dans le second membre l’opérateur K̆1 qui diffère selon le modèle 2D admissible
choisi. On en déduit que la différence entre les séries formelles

(
ζ[ε1/2],Z[ε1/2]

)
et(

ζ ′[ε1/2],Z ′[ε1/2]
)

est du type

ζ[ε1/2] − ζ ′[ε1/2] = ε3/2e3/2 +
∑
k≥4

εk/2ek/2 et

Z[εk/2] −Z ′[εk/2] = (0, ε E1
3) +

∑
k≥3

εk/2Ek/2,
(3.20)

où ek/2 et Ek/2 désignent des termes génériques des espaces Γ(T1S) × C∞(S) et
C

∞(
∂S,T(R+)

)
respectivement. Les ek/2 sont donc des éléments de Γ(T1S) ×

C
∞(S) indépendants de ε et les Ek/2

(
r√
ε
, s

)
sont des termes de couches limites

tels que Ek/2(T, s) ∈ C∞(
∂S,T(R+)

)
.

De même, l’équation (3.19) montre qu’entre le développement
(
ζ[ε1/2],Z[ε1/2]

)
de

la solution en séries formelles d’un modèle 2D classique et la solution en série formelle(
ζ̃[ε1/2], Z̃[ε1/2]

)
du problème (2.10) écrit pour le modèle en carte, les termes Z̆1

ne sont pas les mêmes, car l’opérateur K̆1/2 est différent. On en déduit donc qu’on
a cette fois

ζ[ε1/2] − ζ ′[ε1/2] = ε e1 +
∑
k≥2

εk/2ek/2 et

Z[εk/2] −Z ′[εk/2] = (0, ε1/2E1
3) +

∑
k≥2

εk/2Ek/2,
(3.21)



avec la même convention d’écriture que précédemment pour les termes génériques
d’un développement en séries formelles.

En utilisant le théorème 3.5 pour N assez grand, on peut estimer la différence entre
la solution z(ε) et une somme finie de termes provenant du développement en séries
formelles

(
ζ[ε1/2],Z[ε1/2]

)
. En faisant la même chose pour z′(ε) , les estimations

du théorème reviennent alors à estimer des différences de sommes partielles des
développements

(
ζ[ε1/2],Z[ε1/2]

)
et

(
ζ ′[ε1/2],Z ′[ε1/2]

)
. La formule (3.20) et les

équations (3.12) permettent alors de conclure. La formule (3.21) montre de même
le résultat pour les estimations concernant le modèle en carte.



Chapitre VI

Développement asymptotique
tridimensionnel complet

Dans ce chapitre, on construit un développement asymptotique du déplacement
shifté w(ε) solution des équations de l’élasticité tridimensionnelle après changement
d’échelle sur une coque dont la surface moyenne est elliptique. Le champ w(ε) est
donc solution des équations

L(ε)w(ε) = −f ε(ε) dans Ω,

B(ε)w(ε) = 0 sur Γ−+,

w(ε) = 0 sur Γ0,

(0.1)

où les opérateurs L(ε) et B(ε) sont définis par l’équation (2.22) du chapitre II, et
où f ε(ε) satisfait l’hypothèse 4.2 du chapitre II.

Dans ce but, on introduit une nouvelle échelle de développement constituée de
termes de couches limites en r/ε , comme dans le cas des plaques. L’introduction
de cette échelle et l’utilisation de la réduction canonique du chapitre III ramènent
le problème tridimensionnel à un problème bidimensionnel posé sous forme de séries
formelles, avec conditions aux limites sur le bord de la surface. On appelle ce
problème un problème réduit théorique.

Tel qu’il est posé, le problème réduit théorique ne possède pas de solution.
Comme dans le chapitre V, on passe dans des algèbres de séries formelles en ε1/2

en introduisant des termes de couches limites en r/
√
ε pour obtenir un problème

réduit effectif qui possède alors une solution. On construit ensuite un développement
asymptotique du déplacement qui contient trois types de termes : des termes indé-
pendants de ε sur S0 , des termes de couches limites 2D en r/

√
ε , et des termes

de couches limites 3D en r/ε . La validation de ce développement fait l’objet de la
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dernière section de ce chapitre. Enfin, les résultats concernant le déplacement shifté
permettent de déduire des résultats similaires pour le déplacement 3D non shifté, et
ainsi de comparer les solutions des modèles 2D admissibles et la solution 3D.

1 Séries formelles de couches limites tridimen-

sionnelles

Dans le chapitre III, on a montré comment la réduction canonique (et plus généra-
lement les réductions admissibles) permet de réduire le problème 3D d’une dimen-
sion en omettant les conditions d’encastrement sur le bord latéral. Néanmoins, ces
réductions sont insuffisantes pour décrire la solution des équations de l’élasticité 3D
avec les conditions de Dirichlet sur le bord latéral. Comme dans le cas des plaques
(voir [17] et [43]), il est nécessaire d’introduire une nouvelle échelle de développement
asymptotique, ce qui induit un nouveau problème en séries formelles.

Dans tout ce chapitre, on travaille avec la réduction canonique introduite dans
le lemme 2.1 du chapitre III. Tous les résultats sont cependant encore valable dans
le cas d’une réduction admissible quelconque.

Toute cette première section est indépendante du fait que la surface S0 est
supposée elliptique. Elle est en particulier commune au cas des plaques, et les
résultats concernant les propriétés de l’opérateur fournissant les termes de couches
limites 3D sont identiques à ceux figurant dans [18, 19] et [16]. Le but est d’étudier
l’opérateur d’élasticité 3D dans un système de coordonnées qui contient une variable
rapide différente de celle introduite au chapitre V. Cette étude induit naturellement
un problème dans des espaces de séries formelles à coefficients exponentiellement
décroissants. On montre alors un théorème liant la réduction canonique du chapitre
III aux termes de couches limites par des conditions au bord. Ce théorème permet
de dégager la notion de problème réduit théorique.

1.1 Motivations

Dans toute la suite de ce chapitre, la série formelle f [ε] désigne la série f [ε] =∑
k≥0 ε

kfk associée au champ de 1-formes f ε(ε) en utilisant l’hypothèse 4.2 du
chapitre II.

On rappelle qu’on note (V [ε],Q[ε],A[ε],G[ε]) la réduction canonique (voir la
définition 2.6 du chapitre III), et que si z[ε] est une série formelle à coefficients
générateurs 2D (voir la définition 1.2 du chapitre III) satisfaisant l’équation

A[ε]z[ε] = G[ε]f [ε],



alors la série formelle

w[ε] = V [ε]z[ε] +Q[ε]f [ε] (1.1)

est solution des équations {
L[ε]w[ε] = −f [ε],

B[ε]w[ε] = 0.
(1.2)

En revanche, on peut montrer que quelle que soit la série formelle z[ε] =
∑

k≥0 ε
kzk

à coefficients générateurs 2D, la trace

w[ε]
∣∣
Γ0

=
(
V [ε]z[ε] +Q[ε]f [ε]

)∣∣
Γ0

est non nulle en général.

Le but de cette section est de montrer que sous certaines conditions, on peut
trouver une série formelle

ϕ[ε] =
∑
k≥0

εkϕk(R, s, x3)

à coefficients termes de couches limites ϕk(R, s, x3) exponentiellement décroissant
en R = r/ε , et satisfaisant les équations

L [ε]ϕ[ε] = 0,

B[ε]ϕ[ε] = 0,

ϕ[ε]
∣∣
R=0

+
(
V [ε]z[ε] +Q[ε]f [ε]

)∣∣
Γ0

= 0,

(1.3)

où les séries formelles L [ε] et B[ε] sont obtenues en effectuant les changement
de variables (r, s, x3) �→ (R, s, x3) dans les séries formelles L[ε] et B[ε] (voir la
définition 1.1 ci-dessous).

On montre alors que pour qu’il existe une série formelle ϕ[ε] à coefficients ex-
ponentiellement décroissants satisfaisant les équations (1.3), la série formelle z[ε]
doit satisfaire une condition qui s’écrit

-δ[ε]z[ε] = -H [ε]f [ε],

où -δ[ε] est une série formelle à coefficients opérateurs à valeurs dans C∞(∂S0)
4 et

telle que
-δ0z = (zr, zs, z3, ∂rz3)

∣∣
∂S0

.



Ainsi, si z[ε] vérifie les équations{
A[ε]z[ε] = G[ε]f [ε],

-δ[ε]z[ε] = -H [ε]f [ε],
(1.4)

alors il existe une série formelle ϕ[ε] de termes de couches limites 3D vérifiant (1.3),
et de plus, la série formelle w[ε] définie par l’équation (1.1) satisfait le système (1.2).
Le problème (1.4) s’appelle problème réduit théorique.

Posé sous cette forme, ce problème n’admet en général pas de solution z[ε] à coef-
ficients générateurs 2D. Comme dans le chapitre V, il est alors nécessaire d’introduire
des termes de couches limites en r/

√
ε , et ainsi de reformuler le problème réduit

théorique pour obtenir un problème réduit effectif qui possède une solution. Ce
problème réduit effectif diffère du problème réduit théorique par l’introduction d’une
nouvelle équation en séries formelles portant sur les termes de couches limites 2D,
et d’une condition au bord qui mixe les différent types de termes (voir l’équation
(2.28)).

Dans la suite de cette section, on étudie donc la mise en équation du problème
réduit théorique en introduisant les termes de couches limites 3D exponentiellement
décroissants en R = r/ε .

1.2 Opérateurs de couches limites 3D

Comme dans le chapitre V, on note (r, s) le système de coordonnées normales le
long du bord ∂S0 par rapport à la surface S0 . La fonction r est donc la distance
géodésique à ∂S0 , et la restriction de s au bord est l’abscisse curviligne le long de
∂S0 . On note alors

R =
r

ε
soit ∂r =

1

ε
∂R. (1.5)

La variable R est donc une variable rapide différente de la variable T = r/
√
ε

introduite dans le chapitre V.

Le système de coordonnées (R, x3, s) existe sur la variété Σ+ × ∂S0 où

Σ+ := R
+ × I � (R, x3)

est une demi-bande. La frontière de Σ+ est composée d’un bord latéral

γ0 := {R = 0} × I,

et de deux demi-droites
γ−+ := R

+ × {x3 = −+1}.



Les deux coins de la demi-bande sont les points de coordonnées (R = 0, x3 = −+1) .
Il s’agit des points où la frontière de Σ+ n’est pas régulière.

Rappelons que les opérateurs d’élasticité 3D, L et B , sont définis par les for-
mules (2.20) et (2.21) du chapitre II. Dans le système de coordonnées (r, s, h) au
voisinage du bord Γ0 de la coque, on note encore

L(r, s, h; ∂r, ∂s, ∂h) et B(r, s, h; ∂r, ∂s, ∂h)

ces opérateurs. Remarquons que les dérivées partielles ont ici une existence globale
dans un voisinage du bord Γ0 , car le système de coordonnées (r, s, x3) est global
dans un voisinage tubulaire de ce bord latéral. On pose alors la définition suivante :

Définition 1.1 Pour tout ε ≤ ε0 , on appelle opérateur d’élasticité 3D en variables
rapides (R, s, x3) l’opérateur

(
L (ε),B(ε)

)
défini parL (ε)(R, s, x3; ∂R, ∂s, ∂3) := L(εR, s, εx3; ε

−1∂R, ∂s, ε
−1∂3) et

B(ε)(R, s, x3; ∂R, ∂s, ∂3) := B(εR, s, εx3; ε
−1∂R, ∂s, ε

−1∂3).
(1.6)

On définit alors
(
L [ε],B[ε]

)
les séries formelles en puissances de ε associées à ces

opérateurs par le développement de Taylor en R = 0 et x3 = 0 des coefficients des
opérateurs définis dans l’équation (1.6).

On note alors ces séries formelles

L [ε] = ε−2
∑
k≥0

εkL k et B[ε] = ε−1
∑
k≥0

εkBk,

où
L

k : C∞(
Σ+ × ∂S0

)3 → C
∞(

Σ+ × ∂S0

)3

et
B

k : C∞(
Σ+ × ∂S0

)3 → C
∞(

γ−+ × ∂S0

)3

sont des opérateurs de degrés 2 et polynomiaux en R et en x3 .

Compte tenu des relations (1.2) et (1.3) du chapitre V, la restriction à Γ0 de
la métrique en coordonnées (r, s, x3) est la métrique représentée par la matrice
identité. On calcule alors que le premier terme de la série formelle L [ε] s’écrit

L
0
R(ψ) = µ(∂RRψR + ∂33ψR) + (λ + µ)∂R(∂RψR + ∂3ψ3),

L
0
s (ψ) = µ(∂RRψs + ∂33ψs),

L
0
3 (ψ) = µ(∂RRψ3 + ∂33ψ3) + (λ + µ)∂3(∂RψR + ∂3ψ3).

(1.7)



Cet opérateur est indépendant de l’abscisse curviligne s , et il est remarquable que
cet opérateur ne dépend pas de la géométrie de la surface S0 . En particulier, il est
identique dans le cas où S0 est uniformément elliptique et dans le cas où S0 est
une plaque. De même, le premier terme de la série formelle B[ε] est l’opérateur sur
les faces supérieures et inférieures qui s’écrit

B
0
R(ψ) = µ(∂3ψR + ∂Rψ3),

B
0
s(ψ) = µ∂3ψs,

B
0
3(ψ) = (λ + 2µ)∂3ψ3 + λ∂RψR.

(1.8)

On s’intéresse aux propriétés de ces opérateurs agissant dans des espaces de
fonctions exponentiellement décroissantes. Dans le chapitre V, l’étude de l’opérateur
K̆0 avait conduit à introduire les espaces T(R+) de fonctions exponentiellement
décroissantes en T = r/

√
ε (voir l’équation (1.33) et le théorème 1.7 du chapitre

V). Par analogie, et comme dans [16], on introduit les espaces suivants : soit
H(Σ+) l’espace des fonctions ϕ de classe C

∞ sur toute la demi-bande fermée
privée des points non réguliers du bord (R = 0, x3 = −+1) , possédant les propriétés
de décroissance exponentielle lorsque R →∞ au sens suivant :

∀ i, j, k ∈ N, eδR Rk ∂i
R∂

j
3ϕ ∈ L2(Σ+),

où δ > 0 est un réel inférieur au plus petit des exposants de Papkovich-Fadle
(voir [31]). De plus, on impose le comportement au voisinage des deux coins de
la demi-bande : si ρ désigne la distance d’un point de Σ+ à un de ces coins
(R = 0, x3 = −+1) , on suppose que tout élément ϕ de H(Σ+) vérifie

∀ i, j ∈ N, i + j �= 0, ρi+j−1 ∂i
R∂

j
3ϕ ∈ L2(Σ+).

On définit alors l’espace de déplacements correspondant

H(Σ+) :=
{
ϕ = (ϕR, ϕs, ϕ3) ∈ H(Σ+)3

}
.

Dans le cas présent où l’abscisse curviligne intervient comme paramètre, l’espace
qui intervient dans les équations est l’espace C∞(

∂S0,H(Σ+)
)
.

On définit alors les espaces images associés aux espaces précédents. On pose
K(Σ+) l’espace des éléments ψ ∈ C∞(Σ+) tels que

∀ i, j, k ∈ N, eδR Rk ∂i
R∂

j
3ψ ∈ L2(Σ+)

et
∀ i, j ∈ N, ρi+j+1 ∂i

R∂
j
3ψ ∈ L2(Σ+)



avec les notations précédentes. On introduit de même l’espace correspondant aux
traces imposées sur les composantes γ−+ de la demi-bande : soit K(γ−+) l’espace des
couples de fonctions ψ−+ ∈ C∞(γ−+) telles que

∀ i, k ∈ N, eδR Rk ∂i
Rψ

−+ ∈ L2(γ−+)

et

∀ i, j ∈ N, ρi+j+1/2 ∂i
Rψ

−+ ∈ L2(γ−+).

On définit alors les espaces

K(Σ+) :=
{
ψ = (ψR, ψs, ψ3) ∈ K(Σ+)3

}
,

et

K(γ−+) :=
{
ψ−+ = (ψ−+

R, ψ
−+
s , ψ

−+

3 ) ∈ K(γ−+)3
}
.

Ainsi, les opérateurs L 0 et B0 agissant sur l’espace C∞(
∂S0,H(Σ+)

)
prendront

leurs valeurs respectivement dans les espaces C∞(
∂S0,K(Σ+)

)
et C∞(

∂S0,K(γ−+)
)
.

Pour étudier les propriétés des opérateurs L 0 et B0 , on introduit l’espace des
déplacements rigides Z engendré par les quatre déplacements écrits en coordonnées
(R, s, x3) (voir [19]) :

Z1 =

 1
0
0

 Z2 =

 0
1
0

 Z3 =

 0
0
1

 Z4 =

 −x3

0
R

 . (1.9)

Ces déplacements sont dans le noyau de l’opérateur (L 0,B0) sans conditions aux
limites sur le bord latéral. La proposition suivante montre quel est leur rôle dans la
recherche de solutions exponentiellement décroissantes.

Rappelons que γ0 désigne le bord latéral de la demi-bande Σ+ , et que Γ0 est le
bord latéral de la coque correspondant à ∂S0×I dans une paramétrisation normale.
Les opérateurs L 0 et B0 possèdent alors les propriétés suivantes (voir par exemple
[19, section 5]) :

Proposition 1.2 Soient ψ ∈ K(Σ+) , ψ−+ ∈ K(γ−+) et v ∈ C∞(γ0)
3 . Il existe

alors un unique ϕ ∈ H(Σ+) et un unique Z ∈ Z tels que
L

0(ϕ−Z) = ψ dans Σ−+,

B
0(ϕ−Z) = ψ−+ sur γ+ × γ−,

(ϕ−Z)
∣∣
R=0

+ v
∣∣
γ0

= 0.

(1.10)



Remarquons que puisque dans l’équation précédente, Z ∈ Z , les membres de gauche
des deux premières équations sont encore égaux à L 0(ϕ) et B0(ϕ) .

Dans la suite, cette proposition est utile pour déterminer la structure des opé-
rateurs à valeurs dans les espaces de couches limites 3D. Le corollaire suivant est
immédiat, en tenant compte du fait que l’opérateur (L 0,B0) est indépendant de
s :

Corollaire 1.3 Si dans la proposition précédente, on a ψ ∈ C
∞(

∂S0,K(Σ+)
)
,

ψ−+ ∈ C∞(
∂S0,K(γ−+)

)
et v ∈ C∞(Γ0)

3 alors les fonctions solutions du problème

(1.10) sont dans les espaces ϕ ∈ C∞(
∂S0,H(Σ+)

)
et Z ∈ C∞(

∂S0,Z
)
.

1.3 Résolution formelle

Comme il était annoncé dans la sous-section 1.1, et compte tenu des propriétés de
l’opérateur (L 0,B0) énoncées dans la sous-section précédente, on cherche alors à
résoudre le problème suivant : supposons donnée une série formelle z[ε] =

∑
k≥0 ε

kzk

à coefficients générateurs 2D, et soit (V [ε],Q[ε],A[ε],G[ε]) la réduction canonique,
on cherche une série formelle

ϕ[ε] =
∑
k≥0

εkϕk(R, s, x3)

à coefficients dans l’espace C∞(
∂S0,H(Σ+)

)
satisfaisant les relations
L [ε]ϕ[ε] = 0,

B[ε]ϕ[ε] = 0,

ϕ[ε]
∣∣
R=0

+
(
V [ε]z[ε] +Q[ε]f [ε]

)∣∣
Γ0

= 0.

(1.11)

En notant w[ε] =
∑

k≥0 ε
kwk = V [ε]z[ε] + Q[ε]f [ε] , le système précédent est

équivalent à la collection d’équations suivante, pour tout k ≥ 0 ,
L

0ϕk = −
∑k

�=1L
�ϕk−� dans ∂S0 × Σ+,

B
0ϕk = −

∑k
�=1B

�ϕk−� sur ∂S0 × γ+ × γ−,

ϕk
∣∣
R=0

+wk
∣∣
Γ0

= 0.

Comme dans le chapitre V, la somme ϕ[ε]
∣∣
R=0

+w[ε]
∣∣
Γ0

n’a de sens que sur le bord,
et le bord est l’unique lieu où les termes des deux échelles différentes peuvent entrer
en interaction. De plus, dans le système de coordonnées (r, s, x3) , cette somme
s’écrit

ϕR[ε]
∣∣
R=0

+ wr[ε]
∣∣
Γ0

,

ϕs[ε]
∣∣
R=0

+ ws[ε]
∣∣
Γ0

,

ϕ3[ε]
∣∣
R=0

+ w3[ε]
∣∣
Γ0

,



c’est-à-dire que la composante r de w[ε] est liée avec la composante R de ϕ[ε] .

D’après le résultat de la proposition 1.2 concernant l’opérateur (L 0,B0) , on
peut s’attendre à ce que le système (1.11) possède une solution qui se décompose en
somme de deux séries formelles à coefficients respectivement dans l’espace

C
∞(

∂S0,H(Σ+)
)

de fonctions exponentiellement décroissantes et dans l’espace Z des déplacements
rigides. Ainsi, l’existence d’une série formelle ϕ[ε] à coefficients exponentiellement
décroissants satisfaisant l’équation (1.11) dépend de la condition d’annulation de la
partie appartenant à Z . Ces termes dépendant de z[ε] et f [ε] , on trouve ainsi
une nouvelle équation liant ces deux séries formelles.

Le but de cette sous-section est alors de montrer le théorème suivant :

Théorème 1.4 Le quadruplet (V [ε],Q[ε],A[ε],G[ε]) désignant la réduction cano-
nique, il existe pour tout k ≥ 0

• un opérateur Ψk : Γ(T1S0) × C∞(S0) → C
∞(

∂S0,H(Σ+)
)
,

• un opérateur Θk : C∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
→ C

∞(
∂S0,H(Σ+)

)
,

• un opérateur -dk : Γ(T1S0) × C∞(S0) → C
∞(∂S0,Z) ,

• un opérateur -hk : C∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
→ C

∞(∂S0,Z) ,

tels que si z[ε] est une série formelle à coefficients générateurs 2D satisfaisant la
relation

-d[ε]z[ε] = -h[ε]f [ε],

alors la série formelle
ϕ[ε] := Ψ[ε]z[ε] + Θ[ε]f [ε]

est une solution du problème en séries formelles
L [ε]ϕ[ε] = 0,

B[ε]ϕ[ε] = 0,

ϕ[ε]
∣∣
R=0

+
(
V [ε]z[ε] +Q[ε]f [ε]

)∣∣
Γ0

= 0.

(1.12)

De plus, Ψ0 , Θ0 et Θ1 , -h0 et -h1 sont les opérateurs nuls, et on a

-d0z =
(
zr

∣∣
∂S0

)
Z1 +

(
zs

∣∣
∂S0

)
Z2 +

(
z3

∣∣
∂S0

)
Z3.

Remarque 1.5 En raison de son emploi ultérieur, ce théorème est énoncé pour
la réduction canonique. Mais en réalité, il est plus général : d’une part, seules
les séries formelles V [ε] et Q[ε] de la réduction interviennent, et d’autre part,



le fait que ces séries possèdent les propriétés de la réduction canonique (ainsi que
celles des réductions admissibles) ne joue aucun rôle. Le même théorème est donc
en fait valable pour deux séries formelles V [ε] et Q[ε] quelconques, à coefficients
opérateurs

V k : Γ(T1S0) × C∞(S0) → C
∞(

I,Γ(T1S0) × C∞(S0)
)

et
Qk : C∞(

I,Γ(T1S0) × C∞(S0)
)
→ C

∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
.

Preuve. Comme dans le lemme 2.1 du chapitre III, on montre séparément
l’existence des séries formelles Ψ[ε] et -d[ε] agissant sur les générateurs 2D et celles

des séries formelles Θ[ε] et -h[ε] agissant sur la série formelle f [ε] . On conclut
ensuite par sommation.

1. Montrons tout d’abord l’existence de séries formelles Ψ[ε] =
∑

k≥0 ε
kΨk et

-d[ε] =
∑

k≥0 ε
k-dk satisfaisant les équations :

L [ε]Ψ[ε] = 0,

B[ε]Ψ[ε] = 0,(
Ψ[ε] − -d[ε]

)∣∣
R=0

+ V [ε]
∣∣
Γ0

= 0,

(1.13)

dans l’espace des séries formelles à coefficients opérateurs sur Γ(T1S0) × C∞(S0) .

Le fait que V [ε] soit une série formelle dont le premier terme non nul est V 0 montre
que les puissances de démarrages des séries formelles Ψ[ε] et -d[ε] sont égales à 0 .

Pour k = 0 , les équations devant être vérifiées par Ψ0 et -d0 sont, pour tout
générateur 2D z ,

L
0Ψ0z = 0 dans ∂S0 × Σ+,

B
0Ψ0z = 0 sur ∂S0 × γ+ × γ−,

(Ψ0z − -d0z)
∣∣
R=0

+ V 0z
∣∣
Γ0

= 0.

Compte tenu de l’expression de V 0z = I ◦ z , où I est le plongement canonique
(voir l’équation (1.10) du chapitre III), on en déduit que Ψ0 = 0 et l’opérateur -d0

donné dans l’énoncé de la proposition satisfont les équations précédentes.

Supposons les opérateurs Ψk et -dk construits pour k ≤ n , où n est un entier.
Soit z un générateur 2D. Considérons l’équation en ψ :

L
0ψ = −

∑n+1
�=1 L

�Ψn+1−�z dans ∂S0 × Σ+,

B
0ψ = −

∑n+1
�=1 B

�Ψn+1−�z sur ∂S0 × γ+ × γ−,

ψ
∣∣
R=0

+ V n+1z
∣∣
Γ0

= 0.

(1.14)



D’après les propriétés des opérateurs L � et B� , les seconds membres des deux
premières équations de ce système appartiennent respectivement aux espaces

C
∞(

∂S0,K(Σ+)
)

et C
∞(

∂S0,K(γ−+)
)
.

Le corollaire 1.3 montre alors l’existence de ϕ ∈ C∞(
∂S0,H(Σ+)

)
et d’un terme

Z ∈ C∞(
∂S0,Z

)
telle que ψ = ϕ−Z soit solution de ce système.

En posant alors Ψn+1z := ϕ et -dn+1z := Z , on obtient l’existence des opérateurs
au rang n + 1 , compte tenu du fait que les éléments de Z sont dans le noyau de
l’opérateur (L 0,B0) .

2. De même, on montre l’existence de séries formelles Θ[ε] =
∑

k≥0 ε
kΘk et -h[ε] =∑

k≥0 ε
k-hk satisfaisant les équations :

L [ε]Θ[ε] = 0,

B[ε]Θ[ε] = 0,(
Θ[ε] + -h[ε]

)∣∣
R=0

+Q[ε]
∣∣
Γ0

= 0,

(1.15)

dans l’espace des séries formelles à coefficients opérateurs agissant sur l’espace
C

∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
.

Cette fois, le fait que Q0 = Q1 = 0 montre que les puissances de démarrages des
séries formelles Θ[ε] et -h[ε] sont égales à 2 , ce qui revient à prendre pour Θ0 ,

Θ1 , -h0 et -h1 les opérateurs nuls.

Pour k = 2 , les équations devant être vérifiées par Θ2 et -h2 sont pour tout champ
de 1-formes f ,

L
0Θ2f = 0 dans ∂S0 × Σ+,

B
0Θ2f = 0 sur ∂S0 × γ+ × γ−,

(Θ2f + -h2f)
∣∣
R=0

+Q2f
∣∣
Γ0

= 0,

et le corollaire 1.3 montre l’existence des opérateurs Θ2 et -h2 . Remarquons que
l’expression de l’opérateur Q2 (voir l’équation (3.79) du chapitre III) montre que les

opérateurs Θ2 et -h2 sont non nuls. Supposons les opérateurs Θk et -hk construits
pour k ≤ n , où n est un entier supérieur ou égal à 2 . Soit f une 1-forme 2D.
Considérons l’équation en ψ :

L
0ψ = −

∑n+1
�=1 L

�Θn+1−�f dans ∂S0 × Σ+,

B
0ψ = −

∑n+1
�=1 B

�Θn+1−�f sur ∂S0 × γ+ × γ−,

ψ
∣∣
R=0

+Qn+1f
∣∣
Γ0

= 0.

D’après les propriétés des opérateurs L � et B� , les seconds membres des deux



premières équations de ce système appartiennent respectivement aux espaces

C
∞(

∂S0,K(Σ+)
)

et C
∞(

∂S0,K(γ−+)
)
.

Le corollaire 1.2 montre alors l’existence de ϕ ∈ C∞(
∂S0,H(Σ+)

)
et d’un terme

Z ∈ C∞(
∂S0,Z

)
tels que ψ = ϕ − Z soit solution du système précédent. En

posant alors Θn+1z := ϕ et -hn+1z := −Z , on obtient l’existence des opérateurs
au rang n + 1 .

3. Soit maintenant z[ε] une série formelle à coefficients générateurs 2D. En som-
mant alors les équations du système (1.13) appliquées à z[ε] et celles du système
(1.15) appliquées à f [ε] , on voit que la série formelle ϕ[ε] := Ψ[ε]z[ε] + Θ[ε]f [ε]
satisfait les équations {

L [ε]ϕ[ε] = 0,

B[ε]ϕ[ε] = 0,

avec les conditions aux limites

ϕ[ε]
∣∣
R=0

+
(
V [ε]z[ε] +Q[ε]f [ε]

)∣∣
Γ0

+
(
− -d[ε]z[ε] + -h[ε]f [ε]

)∣∣
R=0

= 0.

On déduit alors immédiatement le théorème de ces relations.

Remarque 1.6 Comme dans le chapitre III, il n’y a pas unicité du quadruplet
de séries formelles (Ψ[ε],Θ[ε], -d[ε], -h[ε]) associé à la réduction canonique par le
théorème 1.4. Toutefois, si la distinction avait de l’importance dans le chapitre III
en raison de la nécessité de pousser les calculs jusqu’à l’ordre 2 pour l’opérateur
réduit, il n’est pas nécessaire d’entrer dans ces distinctions pour les opérateurs de
couches limites 3D.

Comme dans le chapitre III on peut contrôler les ordres de dérivation des opé-
rateurs exhibés dans le théorème précédent. Cela permettra dans la suite de définir
l’action de ces opérateurs sur les séries formelles dont les coefficients sont des termes
de couches limites 2D appartenant à l’espace C∞(

∂S0,T(R+)
)

(voir le chapitre V).

1.4 Contrôle des ordres des opérateurs

Rappelons que l’opérateur V 1 de la réduction canonique est défini par la formule

V 1(z) =

−x3θσ(z),

−x3pγ
α
α(z),

avec θσ(z) = Dσz3 + bασzα , γα
α(z) = Dαzα − bααz3 et p = λ(λ + 2µ)−1 . Le résultat

suivant donne alors la valeur des opérateurs -d1 et Ψ1 donnés dans le théorème 1.4.



Proposition 1.7 Soit z un générateur 2D.

(i) L’opérateur -d1 a pour expression

-d1z =
(
c1pγ

α
α(z)

∣∣
∂S0

)
Z1 +

(
θr(z)

∣∣
∂S0

)
Z4, (1.16)

où c1 est un coefficient numérique ne dépendant que des coefficients de Lamé λ et
µ .

(ii) L’opérateur Ψ1 a pour expression
Ψ1

Rz =
(
pγα

α(z)
∣∣
∂S0

)
ϕ1

R,

Ψ1
sz =

(
θs(z)

∣∣
∂S0

)
ϕ1

s,

Ψ1
3z =

(
pγα

α(z)
∣∣
∂S0

)
ϕ1

3,

(1.17)

où ϕ1 = (ϕ1
R, ϕ

1
s, ϕ

1
3) est un élément de C∞(

∂S0,H(Σ+)
)

indépendant de ε .

Preuve. Les équations vérifiées par les opérateurs Ψ1 et -d1 du théorème 1.4
s’écrivent pour tout générateur 2D z ,

L
0Ψ1z = 0,

B
0Ψ1z = 0,

(Ψ1z − -d1z)
∣∣
R=0

+ V 1z
∣∣
∂S0

= 0.

(1.18)

Rappelons que les composantes de l’opérateur V 1 en coordonnées (r, s, x3) agissant
sur z s’écrivent 

V 1
r (z) = −x3θr(z),

V 1
s (z) = −x3θs(z),

V 1
3 (z) = −x3pγ

α
α(z).

On remarque alors que l’opérateur (L 0,B0) ne dépend pas de s et n’agit pas sur
la variable s . Puisque l’opérateur V 1 n’apparâıt dans l’équation (1.18) que par
la trace V 1z

∣∣
∂S0

, on en déduit ainsi par linéarité qu’on peut factoriser le second

membre dépendant de V 1 par les traces θr(z)
∣∣
∂S0

, θs(z)
∣∣
∂S0

et pγα
α(z)

∣∣
∂S0

et

décomposer ainsi la solution du problème (1.18) en trois problèmes faisant intervenir
une seule des composantes V 1 réduite au monôme −x3 .

1. Etudions donc tout d’abord la solution (ϕ,Z) du problème
L

0ϕ = 0,

B
0ϕ = 0,

(ϕ−Z)
∣∣
R=0

+ (−x3, 0, 0)
∣∣
∂S0

= 0.



Rappelons que l’élément Z4 de la base (1.9) s’écrit Z4 = (−x3, 0, R) . La solution
du système précédent est donc simplement le couple ϕ = 0 et Z = Z4 . Par
linéarité, on vérifie alors que le couple

ϕ = 0 et Z =
(
θr(z)

∣∣
∂S0

)
Z4

vérifie les équations
L

0ϕ = 0,

B
0ϕ = 0,

(ϕ−Z)
∣∣
R=0

+ (V 1
r (z), 0, 0)

∣∣
∂S0

= 0,

(1.19)

en utilisant le fait que (L 0,B0) ne dépend pas de s et n’agit pas sur la variable
s , si bien qu’on a

(L 0,B0)
(
θr(z)

∣∣
∂S0

)
Z4 =

(
θr(z)

∣∣
∂S0

)
(L 0,B0)Z4 = 0.

2. Considérons maintenant le système
L

0ϕ = 0,

B
0ϕ = 0,

(ϕ−Z)
∣∣
R=0

+ (0,−x3, 0)
∣∣
∂S0

= 0.

(1.20)

On remarque alors que les opérateurs L 0 et B0 se découplent en deux parties : les
opérateurs L 0

s et B0
s agissant sur la composante ϕs d’une part, et les opérateurs

(L 0
R,L

0
3 ) et (B0

R,B
0
3) agissant sur (ϕR, ϕ3) d’autre part. En particulier, les

composantes ϕR et ϕ3 ainsi que les composantes de Z sur les vecteurs Z1 ,
Z3 et Z4 des éléments ϕ et Z vérifiant le système (1.20) sont nulles.

D’autre part, d’après la proposition 5.4 et le lemme 5.5 de [19], il existe un unique
élément non nul ϕ1

s de l’espace H(Σ+) tel que
L

0
s ϕ

1
s = 0 dans Σ+,

B
0
sϕ

1
s = 0 sur γ+ × γ−,

ϕ1
s

∣∣
R=0

= x3.

Les termes ϕ = (0, ϕ1
s, 0) et Z = 0 sont alors solutions des équations (1.20). On

vérifie donc que pour tout générateur 2D, les termes

Z = 0 et ϕ =
(
θs(z)

∣∣
∂S0

)
(0, ϕ1

s, 0)



vérifient les équations
L

0ϕ = 0,

B
0ϕ = 0,

(ϕ−Z)
∣∣
R=0

+ (0, V 1
s (z), 0)

∣∣
∂S0

= 0.

(1.21)

3. Etudions enfin les équations
L

0ϕ = 0,

B
0ϕ = 0,

(ϕ−Z)
∣∣
R=0

+ (0, 0,−x3)
∣∣
∂S0

= 0.

(1.22)

Le découplage de l’opérateur (L 0,B0) en composantes s d’une part et (R, x3)
d’autre part montre que les composantes s des solutions Z et ϕ du système
(1.22) sont nulles.

D’autre part, d’après les équations (6.4) et (6.5) de [19] qui utilisent la parité des
opérateurs L 0 et B0 , il existe un unique élément (ϕ1

R, ϕ
1
3) de l’espace H(Σ+)2 et

une unique constante c1 ne dépendant que de λ et µ , tels que
(L 0

R,L
0
3 )(ϕ1

R, ϕ
1
3) = 0 dans Σ+,

(B0
R,B

0
3)(ϕ

1
R, ϕ

1
3) = 0 sur γ+ × γ−,

ϕ1
R

∣∣
R=0

− c1 = 0,

ϕ1
3

∣∣
R=0

= x3.

Le couple ϕ = (ϕ1
R, 0, ϕ

1
3) et Z = c1Z1 est alors solution du système (1.22). On

en déduit donc que le couple

Z =
(
c1pγ

α
α(z)

∣∣
∂S0

)
Z1 et ϕ =

(
pγα

α(z)
∣∣
∂S0

)
(ϕ1

R, 0, ϕ
1
3)

est solution des équations
L

0ϕ = 0,

B
0ϕ = 0,

(ϕ−Z)
∣∣
R=0

+ (0, 0, V 1
3 (z))

∣∣
∂S0

= 0.

(1.23)

Par sommation des identités précédentes, on en déduit que les éléments -d1(z) et
Ψ1(z) donnés par les équations (1.16) et (1.17) sont solutions des équations (1.18),
d’où le résultat.

Pour tout entier k , on peut décomposer les opérateurs -dk en 4 opérateurs

dk
i : Γ(T1S0) × C∞(S0) → C

∞(∂S0)



pour i = 1, 2, 3 et 4 , déterminés par l’équation suivante, valable pour tout géné-
rateur 2D z et pour tout k ≥ 0 :

-dkz := (dk
1z)Z1 + (dk

2z)Z2 + (dk
3z)Z3 + (dk

4z)Z4.

De même, les opérateurs -hk se décomposent en 4 opérateurs

hk
i : C∞(

I,Γ(T1S0) × C∞(S0)
)
→ C

∞(∂S0)

pour i = 1, 2, 3 et 4 , correspondant aux traces sur les éléments {Z1,Z2,Z3,Z4}
constituant une base de Z .

D’après le théorème 1.4, on a

d0
1z = zr

∣∣
∂S0

, d0
2z = zs

∣∣
∂S0

, d0
3z = z3

∣∣
∂S0

, et d0
4z = 0.

De plus, d’après la proposition précédente, l’opérateur d4
1 est l’opérateur défini par

la relation suivante, où z est un générateur 2D :

d1
4z = (∂rz3 + brrzr + bsrzs)

∣∣
∂S0

. (1.24)

Dans le lemme suivant, on donne plus généralement la structure des opérateurs dk
i :

Lemme 1.8 Soient Ψ[ε] et -d[ε] les séries formelles associées à la réduction cano-
nique par le théorème 1.4. Alors pour tout k fixé, il existe un sous ensemble fini
Fk de N tel que

• pour tout j ∈ Fk , il existe des fonctions ϕk,j de l’espace C∞(
∂S0,H(Σ+)

)
,

ne dépendant que de S0 et de λ et µ .

• pour tout j ∈ Fk , il existe des opérateurs 2D à valeurs scalaires, notés P k
j ,

de degrés de dérivation au plus k en la variable r dans le système de coordonnées
(r, s) sur S0 ,

• pour tout i = 1, 2, 3, 4 , il existe des opérateurs 2D à valeurs scalaires, notés
Dk

i , de degrés de dérivation au plus k en la variable r dans le système de coor-
données (r, s) sur S0 ,

tels que pour tout k ≥ 0 et pour tout générateur 2D z , on ait

Ψkz =
∑
j∈Fk

(P k
j z)

∣∣
∂S0
ϕk,j et -dkz =

4∑
i=1

(Dk
i z)

∣∣
∂S0

Z i. (1.25)

Preuve. Montrons le résultat par récurrence.

Rappelons que pour k = 0 , on a Ψ0 = 0 et

-d0z =
(
zr

∣∣
∂S0

)
Z1 +

(
zs

∣∣
∂S0

)
Z2 +

(
z3

∣∣
∂S0

)
Z3.



Cette écriture montre donc la formule (1.25) au rang k = 0 en posant F0 = ∅ ,
D0

1z = zr , D0
2z = zs , D0

3z = z3 et D0
4z = 0 .

Pour k = 1 , l’équation (1.17) de la proposition 1.7 montre que l’on peut écrire

Ψ1z =
(
pγα

α(z)
∣∣
∂S0

)
ϕ1,1 +

(
θs(z)

∣∣
∂S0

)
ϕ1,2

avec

ϕ1,1 = (ϕ1
R, 0, ϕ

1
3) et ϕ1,2 = (0, ϕ1

s, 0).

La première équation de la formule (1.25) est donc valable pour k = 1 en posant
F1 = {1, 2} et

P 1
1 z = pγα

α(z) et P 1
2 z = θs(z).

De plus, d’après l’équation (1.16) on a

-d1z =
(
c1pγ

α
α(z)

∣∣
∂S0

)
Z1 +

(
θr(z)

∣∣
∂S0

)
Z4,

ce qui montre que la deuxième formule de l’équation (1.25) pour k = 1 en posant

D1
1z = c1pγ

α
α(z),

D1
2z = 0,

et
D1

3z = 0,

D1
4z = θr(z).

Ceci montre donc le résultat pour k = 1 .

Supposons le résultat vrai pour k ∈ N fixé. D’après la démonstration du théorème
1.4, les opérateurs Ψk+1 et -dk+1 sont obtenus par la résolution du problème en
ϕ : 

L
0ϕ = −

∑k+1
�=1 L

�Ψk+1−�z dans ∂S0 × Σ+,

B
0ϕ = −

∑k+1
�=1 B

�Ψk+1−�z sur ∂S0 × γ+ × γ−,

ϕ
∣∣
R=0

+ V k+1z
∣∣
Γ0

= 0,

où V k+1 est l’opérateur intervenant dans la série formelle V [ε] de la réduction
canonique. En particulier, les composantes V k+1

σ et V k+1
3 définissent des opérateurs

2D d’ordres au plus k+1 , d’après les estimations 2.32 du chapitre III pour les ordres
de dérivations de V k+1 .

La solution du problème précédent se décompose en somme des solutions des deux
problèmes suivants : d’une part le problème en ϕ

L
0ϕ = 0 dans ∂S0 × Σ+,

B
0ϕ = 0 sur ∂S0 × γ+ × γ−,

ϕ
∣∣
R=0

+ V k+1z
∣∣
Γ0

= 0,

(1.26)



et d’autre part la solution du problème en ψ
L

0ψ = −
∑k+1

�=1 L
�Ψk+1−�z dans ∂S0 × Σ+,

B
0ψ = −

∑k+1
�=1 B

�Ψk+1−�z sur ∂S0 × γ+ × γ−,

ψ
∣∣
R=0

= 0.

(1.27)

Considérons le premier problème (1.26). L’opérateur V k+1 est un polynôme en x3

de degré k + 1 à coefficients opérateurs 2D de degrés au plus k + 1 . On peut alors
décomposer le problème (1.26) par linéarité en problèmes similaires où l’opérateur
V k+1z est remplacé par un opérateur dont une seule composante n’est pas nulle,
et où cette composante est du type xj

3(Pz) où j est un entier et où P est un
opérateur 2D scalaire de degré de dérivation au plus k + 1 .

La proposition 1.2 montre alors l’existence d’une solution ϕ − Z à ce dernier
problème qui est simplement la multiplication par (Pz)

∣∣
∂S0

de la solution particu-

lière fournie par le cas où le second membre (ψ,ψ−+,v) est nul, sauf une composante
de v , qui est égale à xj

3 .

On en déduit donc l’existence d’un ensemble fini F 1
k+1 tel que la solution ϕ du

problème (1.26) se décompose en la somme d’une solution exponentiellement dé-
croissante de l’espace C∞(

∂S0,H(γ−+)
)

et d’un élément de l’espace Z qui admettent
des décompositions du type (1.25) pour l’ensemble F 1

k+1 . Il est alors clair que les
opérateurs 2D intervenant dans cette décomposition sont de degrés au plus k + 1 .

Considérons maintenant le problème (1.27). Les opérateurs Ψ� , pour H = 0, . . . , k
admettent par hypothèse de récurrence une décomposition du type de l’équation
(1.25).

Grâce aux propriétés des opérateurs L k et Bk , les seconds membres de l’équation
(1.27) admettent donc aussi des décomposition du type de l’équation (1.25) : ces
seconds membres sont des combinaisons linéaires d’éléments des espaces de fonc-
tions exponentiellement décroissantes C∞(

∂S0,K(Σ+)
)

et C∞(
∂S0,K(γ−+)

)
, à co-

efficients restrictions sur ∂S0 d’opérateurs 2D sur S0 de degrés de dérivation au
plus k en r .

En raisonnant comme précédemment en introduisant des solutions fondamentales
fournies par le corollaire 1.3 avec des seconds membres exponentiellement décrois-
sants, on en déduit l’existence d’un ensemble F 2

k tel que la solution du problème
(1.27) admette une décomposition du type de l’équation (1.25) associée à l’ensemble
F 2

k .

En réunissant alors ces deux résultats, et en formant l’ensemble Fk = F 1
k ∪ F 2

k , on
en déduit le lemme.



1.5 Problème 2D en séries formelles

Avant de regrouper les propriétés de la réduction canonique et le résultat du théo-
rème 1.4, on transforme l’équation -d[ε]z[ε] = -h[ε]f [ε] en équation en séries formelles
à valeurs dans l’espace C∞(∂S0)

4 , en tenant compte des formes particulières des

opérateurs -d[ε] et -h[ε] .

Le fait que d0
4 soit nul, ainsi que h0

4 , et la forme de l’opérateur d1
4 incite à poser

la définition suivante :

Définition 1.9 Le quadruplet (V [ε],Q[ε],A[ε],G[ε]) désignant la réduction ca-

nonique, et en notant (Ψ[ε],Θ[ε], -d[ε], -h[ε]) le quadruplet de séries formelles à co-
efficients opérateurs associé par le théorème 1.4, on définit alors les séries formelles
-δ[ε] et -H [ε] à coefficients

-δk : Γ(T1S0) × C∞(S0) → C
∞(∂S0)

4,

et
-Hk : C∞(

I,Γ(T1S0) × C∞(S0)
)
→ C

∞(∂S0)
4,

par les équations suivantes :

-δ[ε] =
(
δr[ε], δs[ε], δ3[ε], δn[ε]

)
(1.28)

avec 
δr[ε] = d1[ε],

δs[ε] = d2[ε],

δ3[ε] = d3[ε],

δn[ε] = ε−1d4[ε] − brrd1[ε] − bsrd2[ε],

(1.29)

et

-H [ε] =
(
Hr[ε], Hs[ε], H3[ε], Hn[ε]

)
, (1.30)

avec 
Hr[ε] = h1[ε],

Hs[ε] = h2[ε],

H3[ε] = h3[ε],

Hn[ε] = ε−1h4[ε] − brrh1[ε] − bsrh2[ε],

(1.31)

où brr et bsr désignent les composantes brr(r, s) et bsr(r, s) évaluées sur le bord ∂S0 ,
et où les séries formelles di[ε] et hi[ε] pour i = 1, 2, 3, 4 sont les séries formelles

formées à partir des coefficients des séries formelles -d[ε] et -h[ε] dans la base formée
des Z i pour i = 1, 2, 3, 4 .



Les équations (1.29) et (1.31) signifient donc que pour tout k ≥ 0 , on a

δkr = dk
1, δks = dk

2, δk3 = dk
3, δkn = dk+1

4 − brrd
k
1 − bsrd

k
2, (1.32)

et
Hk

r = hk
1, Hk

s = hk
2, Hk

3 = hk
3, Hk

n = hk+1
4 − brrh

k
1 − bsrh

k
2.

On en déduit en particulier que -H0 est l’opérateur nul, mais que l’opérateur -H1

n’est pas nul en général. L’opérateur -δ0 est alors défini par la formule

-δ0z = (zr, zs, z3, ∂rz3)
∣∣
∂S0

. (1.33)

Les séries formelles -δ[ε] et -H [ε] possèdent alors la propriété suivante :

Proposition 1.10 Soient z[ε] une série formelle à coefficients générateurs 2D,
alors les équations en séries formelles

-d[ε]z[ε] = -h[ε]f [ε] et -δ[ε]z[ε] = -H [ε]f [ε],

sont équivalentes.

Preuve. En effet la première équation est encore équivalente aux 4 équations en
séries formelles, pour i = 1, 2, 3, 4 ,

di[ε]z[ε] = hi[ε]f [ε].

Or l’application qui détermine les séries formelles -δ[ε] et -H [ε] en fonction des

séries formelles -d[ε] et -h[ε] est inversible, et on a

-d[ε] =
(
δr[ε], δs[ε], δ3[ε], ε δn[ε] + ε brrδr[ε] + ε bsrδs[ε]

)
et

-h[ε] =
(
Hr[ε], Hs[ε], H3[ε], εHn[ε] + ε brrHr[ε] + ε bsrHs[ε]

)
.

On en déduit alors immédiatement l’équivalence des deux équations en séries for-
melles de l’énoncé.

En utilisant le lemme 1.8, on peut contrôler les ordres des opérateurs -δ[ε] .
Remarquons tout d’abord que ce lemme implique que les opérateurs δkr , δks , δk3
et δkn sont des traces sur S0 d’opérateurs 2D sur S0 à valeurs dans C∞(S0) . On
pose donc la définition suivante :

Définition 1.11 On définit les opérateurs 2D

-Dk : Γ(T1S0) × C∞(S0) → C
∞(S0)

4

tels que si on note
-Dk = (Dk

r , D
k
s , D

k
3 , D

k
n)



ses composantes, on a les équations suivantes, similaires aux équations (1.32) :

Dk
r = Dk

1, Dk
s = Dk

2, Dk
3 = Dk

3, Dk
n = Dk+1

4 − brrD
k
1 − bsrD

k
2,

où les opérateurs Dk
i sont ceux apparaissant dans le lemme 1.8. On a alors

-δkz = ( -Dkz)
∣∣
∂S0

. (1.34)

On a alors le résultat suivant :

Proposition 1.12 Soit -δ[ε] la série formelle de la définition 1.9 associée à la
réduction canonique. Alors, avec la définition 1.11, les opérateurs Dk

r , Dk
s et Dk

3

sont des opérateurs à valeurs dans C∞(S0) de degré de dérivation en r au plus
égal à k , tandis que Dk

n est un opérateur d’ordre au plus k + 1 en r .

Preuve. Le résultat est clair d’après le lemme 1.8 et les équations (1.32).

On regroupe alors les propriétés de la réduction canonique avec le résultat du
théorème 1.4 :

Théorème 1.13 Rappelons que (V [ε],Q[ε],A[ε],G[ε]) est la réduction canonique,

et que (Ψ[ε],Θ[ε], -δ[ε], -H [ε]) est le quadruplet de séries formelles à coefficients
opérateurs associé par le théorème 1.4 et la définition 1.9. Ces deux quadruplets de
séries formelles possèdent la propriété suivante : si f [ε] est le champ de 1-forme
3D associé à f ε(ε) , et si z[ε] est une série formelle à coefficients générateurs 2D
satisfaisant les équations {

A[ε]z[ε] = G[ε]f [ε],

-δ[ε]z[ε] = -H [ε]f [ε],
(1.35)

alors les séries formelles w[ε] := V [ε]z[ε]+Q[ε]f [ε] et ϕ[ε] := Ψ[ε]z[ε]+Θ[ε]f [ε]
sont solutions des équations{

L[ε]w[ε] = −f [ε],

B[ε]w[ε] = 0,
et

{
L [ε]ϕ[ε] = 0,

B[ε]ϕ[ε] = 0,

avec la condition au bord

w[ε]
∣∣
Γ0

+ϕ[ε]
∣∣
R=0

= 0.

Définition 1.14 L’équation (1.35) associée à la réduction canonique s’appelle la
problème réduit théorique.



Le théorème 1.13 ramène donc le problème 3D à un problème 2D en séries formelle
avec conditions aux limites. La section suivante étudie ce problème réduit dans le
cas où la surface S0 est elliptique. On verra que posé sous cette forme, le problème
réduit n’a pas de solution, et il est nécessaire d’introduire une nouvelle échelle de
séries formelles, entrâınant ainsi une reformulation du problème réduit théorique,
pour obtenir un problème réduit effectif qui possède alors une solution.

Remarque 1.15 Dans le cas des plaques (voir [17]), on montre que le problème
réduit (1.35) admet une solution dans l’algèbre des séries formelles à coefficients
générateurs 2D sous l’hypothèse que la série formelle f [ε] a une puissance de
démarrage égale à 2 en ε . Des estimations d’erreurs analogues à celles de la sec-
tion 4 ci-dessous montrent alors l’existence d’un développement asymptotique du
déplacement 3D qui comporte des termes indépendants de ε sur la surface moyenne,
ainsi que des termes de couches limites en r/ε (multipliés par une fonction de tron-
cature comme dans le chapitre V).

D’autre part, en réduisant le problème d’une dimension (c’est-à-dire en considérant
que la “variété moyenne” S0 est une courbe plongée dans R

2 ), et en supposant la
courbe moyenne convexe, on peut montrer que le problème réduit (1.35) admet une
solution sous l’hypothèse que f [ε] démarre en ε2 (voir [26]).

Remarque 1.16 Le théorème 1.13 s’énonce aussi pour des conditions aux limites
différentes des conditions aux limites encastrées sur le bord latéral. On montre en
effet sans difficulté l’existence d’un problème réduit théorique semblable à (1.35)
dont la solution possède les mêmes propriétés que précédemment, mais où les séries
formelles w[ε] et ϕ[ε] données dans le théorème 1.13 satisfont les conditions au
limites

T [ε]ϕ[ε]
∣∣
R=0

+ T [ε]w[ε]
∣∣
∂S0

= 0,

où T [ε] est la série formelle issue d’un opérateur associé au problème 3D sur le
bord latéral, et où T [ε] est la série formelle obtenue à partir de la série T [ε] après

changement de variable (r, s, x3) �→ (R, s, x3) . L’opérateur -δ0 dépend alors de
l’opérateur T [ε] .

2 Problème réduit effectif

Dans cette section, on étudie le problème réduit théorique (1.35) pour dégager un
nouveau problème en série formelle qui soit résoluble. Remarquons que si on pose
g[ε] := G[ε]f [ε] et -c[ε] := -H [ε]f [ε] , alors le problème réduit s’écrit(M + ε2A2 + ε3A3 + · · · )z[ε] = g0 + ε g1 + · · ·

(-δ0 + ε-δ1 + · · · )z[ε] = ε-c1 + ε2-c2 + · · · ,



où M est l’opérateur de membrane, et -δ0 l’opérateur de Dirichlet (1.33).

Le problème (1.35) ressemble donc, au moins au regard de ses premiers ter-
mes, aux problèmes étudiés dans le chapitre V concernant les modèles 2D admissi-
bles. Comme dans ce chapitre, on peut “résoudre” le problème réduit à condition
d’introduire une nouvelle échelle de développement en série formelle, échelle con-
stitués de termes exponentiellement décroissants en T = r/

√
ε .

L’introduction de cette nouvelle échelle nécessite de poser les problèmes dans
des algèbres de séries formelles en ε1/2 . On montre donc pour commencer com-
ment les équations en séries formelles en ε sont naturellement des équations en
séries formelles en ε1/2 . On introduit alors une nouvelle notation pour désigner les
séries formelles en ε1/2 . Enfin, on dégage à partir du problème réduit théorique
un problème réduit effectif contenant des termes en séries formelles de couches li-
mites 2D. On montre alors un théorème d’existence pour le problème réduit effectif
analogue au théorème 2.1 du chapitre V.

2.1 Séries formelles en ε1/2

On introduit tout d’abord une notation pour les séries formelles en ε1/2 :

Notation 2.1 Dans toute la suite, la notation a[ε1/2] désigne une série formelle en
puissances de ε1/2 :

a[ε1/2] =
∑
k≥0

εk/2ak/2.

Si b[ε] =
∑

k≥0 ε
kbk est une série formelle en ε , on fait alors la convention que

b[ε1/2] désigne la série formelle

b[ε1/2] =
∑
k≥0

εk/2bk/2, avec ∀ H ≥ 0,

b(2�+1)/2 = 0 et

b(2�)/2 = b�.

Ainsi, toute série formelle en ε peut aussi être vue comme série formelle en ε1/2

avec ses “termes impairs” tous égaux à 0 . Dans toute la suite de ce chapitre, les
séries formelles sont toujours considérées comme des séries formelles en ε1/2 . En
particulier, la série formelle f [ε1/2] désigne la série formelle f [ε] vue comme série
formelle en puissances de ε1/2 .

Si (V [ε],Q[ε],A[ε],G[ε]) la réduction canonique, on appelle encore réduction
canonique le quadruplet de séries formelles en ε1/2 noté

(V [ε1/2],Q[ε1/2],A[ε1/2],G[ε1/2]).



De même, si (Ψ[ε],Θ[ε], -δ[ε], -H [ε]) est le quadruplet de séries formelles associé à
la réduction canonique par le théorème 1.4 et la définition 1.9, on note

(Ψ[ε1/2],Θ[ε1/2], -δ[ε1/2], -H [ε1/2])

ce quadruplet vu comme quadruplet de séries formelles en ε1/2 . Le théorème 1.13
est alors encore valable dans des espaces de séries formelles en ε1/2 , avec la différence
que la série

z[ε1/2] =
∑
k≥0

εk/2zk/2

est une “vraie” série formelle à coefficients générateurs 2D, c’est-à-dire que tous les
termes zk/2 sont non nuls à priori. Dans ce cas, la série formelle

w[ε1/2] := V [ε1/2] z[ε1/2] +Q[ε1/2]f [ε1/2]

est alors aussi une série formelle comprenant des termes non nuls à tous les ordres
en ε1/2 .

D’autre part, remarquons que ce résultat est encore valable si la série formelle
f [ε1/2] a tous ses termes éventuellement non nuls. Ainsi, on pourrait remplacer
l’hypothèse 4.2 du chapitre II sur f ε(ε) par l’hypothèse plus générale que f ε(ε)
admet un développement asymptotique en ε1/2 .

2.2 Position du problème réduit effectif

Rappelons que dans le chapitre V, l’étude des modèles 2D admissibles avait conduit
à poser des équations en séries formelles pour deux types de termes : d’une part
les termes ζ ∈ Γ(T1S0) × C∞(S0) , et d’autre part les termes de couches limites
exponentiellement décroissants Z ∈ C

∞(
∂S0,T(R+)

)
(voir l’équation (1.33) du

chapitre V) après avoir effectué le changement de variable T = ε−1/2r dans les
équations initiales.

Dans cette sous-section, on donne à partir du problème réduit (1.35) les équations
devant être vérifiées par ces deux types de termes. Il s’agit donc de la définition
d’un nouveau problème, appelé problème réduit effectif, et qui s’inspire du problème
réduit théorique.

Equations à l’intérieur.

Supposons donc que ζ[ε1/2] =
∑

k≥0 ε
k/2ζk/2 est une série formelle à coefficients

générateurs 2D. On peut alors considérer l’équation

A[ε1/2] ζ[ε1/2] = G[ε1/2]f [ε1/2] (2.1)



dans l’espace des séries formelles en puissances de ε1/2 à coefficients générateurs
2D. Cette équation signifie donc par définition

∀n ≥ 0,
n∑

�=0

A�/2ζ(n−�)/2 =
n∑

�=0

G�/2f (n−�)/2.

Pour donner un sens aux équations portant sur les termes de couches limites
2D, il est nécessaire de faire le changement de variable (r, s) �→ (T, s) avec T =
r/
√
ε . Considérons la série formelle A[ε1/2] =

∑
k≥0 ε

k/2Ak/2 . Lors du changement

de variables (r, s) �→ (T, s) , les opérateurs différentiels Ak deviennent alors des
opérateurs dépendant de ε dans les variables (T, s) . Comme dans l’équation (1.16)
du chapitre V, on pose alors la définition suivante :

Définition 2.2 Pour tout k ≥ 0 , on définit l’opérateur A(k)(ε) sur S̆ := R
+×∂S0

en variables (T, s) à partir de l’opérateur Ak(r, s; ∂r, ∂s) par l’équation

A(k)(ε)(T, s; ∂T , ∂s) := Ak(ε1/2T, s; ε−1/2∂T , ∂s).

Ces opérateurs dépendent donc en fait de ε1/2 , et comportent des puissances né-
gatives de ε1/2 qui dépendent des degrés des opérateurs. Les développements de
Taylor en T = 0 des coefficients permettent alors d’associer à ces opérateurs des
séries formelles A(k)[ε1/2] à coefficients opérateurs dans les variables (T, s) . On a
alors la proposition suivante :

Proposition 2.3 Les développements de Taylor en T = 0 des coefficients des
opérateurs A(k)(ε) déterminent des opérateurs Ak,�/2 sur la variété S̆ , polyno-
miaux en T , tels que pour tout k , on ait

A(k)[ε1/2] =
∑

�≥−(k+2)

ε�/2Ak,�/2. (2.2)

Preuve. C’est une conséquence des majorations des ordres de dérivations des
opérateurs Ak (voir l’équation (2.34) du chapitre III) qui montrent que les com-
posantes des opérateurs Ak sont des opérateurs de degré au plus k + 2 .

Le calcul des premiers termes des série (2.2) s’effectue manière similaire aux calculs
des premiers termes de la série formelle K[ε1/2] du chapitre V (voir les équations
(1.19) et (1.20) du chapitre V). D’après l’expression de A0 = M et la définition
des opérateurs A0,�/2 , on voit facilement que

A(0)[ε] = ε−1A0,−1 + ε−1/2A0,−1/2 + · · · ,



où A0,−1 est l’opérateur défini par l’équation
A0,−1

T (Z) = −(λ̃ + 2µ) ∂TTZT ,

A0,−1
s (Z) = −µ ∂TTZs,

A0,−1
3 (Z) = 0.

(2.3)

De plus, la composante transverse A0,−1/2
3 de l’opérateur A0,−1/2 s’écrit

A0,−1/2
3 (Z) = −2(λ̃H + µbrr) ∂TZT − 2µbrs ∂TZs. (2.4)

D’autre part, l’opérateur A1 est nul, donc aussi tous les opérateurs A1,�/2 .
Enfin, d’après l’expression de A2 , on a

A(2)[ε] = ε−2A2,−2 + ε−3/2A2,−3/2 + · · ·

où l’opérateur A2,−2 fait intervenir les parties d’ordre 4 de l’opérateur A2 . En
particulier, la composante transverse de cet opérateur s’écrit

A2,−2
3 (Z) =

1

3
(λ̃ + 2µ) ∂TTTTZ3. (2.5)

On peut alors considérer la série formelle à coefficients séries formelles formée
à partir des séries formelles A(k)[ε1/2] , puis identifier les coefficients en puissances
de ε1/2 :

Définition 2.4 On définit la série formelle A[ε1/2] par l’équation

A[ε1/2] :=
∑
k≥0

εkA(k)[ε1/2]. (2.6)

Cette définition a bien un sens grâce à (2.2). En effet, on calcule que

A[ε1/2] :=
∑
k≥0

εk
∑

�≥−(k+2)

ε�/2Ak,�/2,

soit
A[ε1/2] :=

∑
k≥0

∑
�≥0

ε(2k+�−k−2)/2Ak,(�−k−2)/2

d’où

A[ε1/2] :=
∑
n≥−2

εn/2
n+2∑
k=0

Ak,(n−2k)/2,



en tenant compte du fait que Ak,�/2 = 0 si H < −(k + 2) . On a donc la formule

A[ε1/2] :=
∑
n≥−2

εn/2An/2 avec An/2 =
n+2∑
k=0

Ak,(n−2k)/2. (2.7)

C’est pour éviter la confusion entre les coefficients An/2 et la série formelle
A(k)[ε1/2] qu’on note cette dernière avec un indice entre parenthèse.

La série formelle A[ε] s’écrit donc

A[ε] = ε−1A−1 + ε−1/2A−1/2 + A0 + · · · ,

avec, d’après l’équation (2.7) et le fait que les opérateurs A1,�/2 sont nuls,
A−1 = A0,−1,

A−1/2 = A0,−1/2,

A0 = A0,0 + A2,−2,

(2.8)

où l’opérateur A0,−1 est donné par l’équation (2.3). Remarquons que l’opérateur
A2 n’intervient que dans l’expression de l’opérateur A0 .

Dans la suite de cette section, on s’intéresse donc au problème suivant : trouver
une série formelle Z[ε1/2] à coefficients dans l’espace C∞(

∂S0,T(R+)
)

satisfaisant
l’équation

A[ε1/2]Z[ε1/2] = 0. (2.9)

Comme dans le chapitre V, on homogénéise l’opérateur en série formelle A[ε1/2] de
manière à obtenir un nouveau problème en série formelle dont le premier terme non
nul ait toutes ses composantes non nulles, et fasse intervenir les deux opérateurs
A0 = M et A2 . Dans ce but, rappelons que si Z[ε1/2] =

∑
k≥0 ε

k/2Zk/2 est une

série formelle à coefficients dans l’espace C∞(
∂S0,T(R+)

)
, la série formelle Z̆[ε1/2]

est définie par les relations suivantes (voir les équations (1.21) du chapitre V) :Z̆σ[ε
1/2] = Zσ[ε

1/2],

Z̆3[ε
1/2] = ε1/2Z3[ε

1/2].
(2.10)

On définit alors la série formelle Ă[ε1/2] par l’équation suivante (voir l’équation
(1.22) du chapitre V)

Ă[ε1/2] Z̆[ε1/2] =
(
εAσ[ε

1/2]Z[ε1/2] , ε1/2A3[ε
1/2]Z[ε1/2]

)
. (2.11)



Le problème (2.9) est alors équivalent au problème

Ă[ε1/2] Z̆[ε1/2] = 0. (2.12)

Compte tenu des ordres des opérateurs Ak , il suffit pour calculer le premier terme
de la série Ă[ε1/2] , de calculer les contributions des opérateurs A0 et A2 . Les
équations (2.3), (2.4), (2.5) et la définition de la série formelle Ă[ε] montrent alors
qu’on a

Ă0
T (Z̆) = − (λ̃ + 2µ) ∂TT Z̆T + 2

(
λ̃H + µbrr

)
∂T Z̆3,

Ă0
s(Z̆) = − µ ∂TT Z̆s + 2µbrs ∂T Z̆3,

Ă0
3(Z̆) = − 2

(
λ̃H + µbrr

)
∂T Z̆T − 2µbrs ∂T Z̆s

+ 1
3
(λ̃ + 2µ) ∂TTTT Z̆3 + 4

(
(λ̃ + 2µ)H2 − µK

)
Z̆3.

(2.13)

Le changement d’échelle (2.10) a ramené la partie A2,−2
3 intervenant dans la série

formelle A[ε] au niveau du terme A0,−1/2
3 (voir l’équation (2.8)).

L’opérateur Ă0 est donc identique à l’opérateur K̆0 donné par l’équation (1.24)
du chapitre V. En particulier, l’opérateur Ă0 possède les même propriétés que
l’opérateur K̆0 et vérifie le théorème 1.7 du chapitre V.

Ainsi, le problème que nous allons considérer est constitué des équations à
l’intérieur (2.1) sur la série formelle inconnue ζ[ε1/2] et (2.9) sur la série formelle
inconnue Z[ε1/2] . Ce sont les équations aux bords qui vont introduire des termes
de couplages entre ces deux types d’inconnues.

Conditions au bord.

Comme précédemment, si ζ[ε1/2] =
∑

k≥0 ε
k/2ζk/2 est une série formelle à coeffi-

cients générateurs 2D, on peut considérer la série formelle

-δ[ε1/2] ζ[ε1/2] =
∑
n≥0

εn/2
( n∑

�=0

-δ�/2ζ(n−�)/2
)
, (2.14)

à coefficients dans l’espace C∞(∂S0)
4 .

Pour donner un sens aux équations sur les termes de couches limites, rappelons
qu’à la série formelle -δ[ε1/2] on associe la série formelle -D[ε1/2] à coefficients

opérateurs sur S telle que -δ[ε1/2]z =
(
-D[ε1/2]z

)∣∣
∂S0

pour tout générateur 2D

z (voir la définition 1.11).

Comme précédemment, on fait d’abord le changement de variable T = ε−1/2r
dans les opérateurs -Dk :



Définition 2.5 Pour tout k ≥ 0 , on définit l’opérateur -D(k)(ε) sur la variété

S̆ := R
+ × ∂S0 en variables (T, s) à partir de l’opérateur -Dk(r, s; ∂r, ∂s) par

l’équation
-D(k)(ε)(T, s; ∂T , ∂s) := -Dk(ε1/2T, s; ε−1/2∂T , ∂s).

En effectuant des développements de Taylor en T = 0 des coefficients des opérateurs
-D(k)(ε) , on peut associer à ces opérateurs des séries formelles -D(k)[ε1/2] à coeffi-
cients opérateurs dans les variables (T, s) et polynomiaux en T . On a alors la
proposition suivante :

Proposition 2.6 Les développements de Taylor des coefficients en T = 0 des
opérateurs -D(k)(ε) déterminent des opérateurs -Dk,�/2 sur la variété S̆ , polyno-
miaux en T et à valeurs dans C∞(∂S0)

4 , tels que pour tout k , on ait

-D(k)[ε1/2] =
∑

�≥−(k+1)

ε�/2 -Dk,�/2. (2.15)

Preuve. C’est une conséquence du fait que pour tout k ≥ 0 , les opérateurs Dk
r ,

Dk
s et Dk

3 sont d’ordre au plus k , tandis que l’opérateur Dk
n est d’ordre au plus

k + 1 .

On définit alors la série formelle de séries formelles suivantes :

Définition 2.7 On définit la série formelle -D[ε1/2] par l’équation

-D[ε1/2] =
∑
k≥0

εk -D(k)[ε1/2].

Cette définition a bien un sens, car on a

-D[ε1/2] =
∑
k≥0

εk
∑

�≥−(k+1)

ε�/2 -Dk,�/2,

soit
-D[ε1/2] =

∑
k≥0

∑
�≥0

ε(2k+�−k−1)/2 -Dk,(�−k−1)/2,

d’où

-D[ε1/2] =
∑
n≥−1

εn/2
n+1∑
k=0

-Dk,(n−2k)/2,



compte tenu du fait que -Dk,�/2 = 0 pour H < −(k + 1) . On a donc la relation

-D[ε1/2] =
∑
k≥−1

εn/2 -Dn/2 avec -Dn/2 =
n+1∑
k=0

-Dk,(n−2k)/2.

Enfin, on pose la définition suivante :

Définition 2.8 On définit la série formelle -d[ε1/2] =
∑

k≥−1 ε
k/2-dk/2 à coefficients

opérateurs
-dk/2 : Γ(T1S̆) × C∞(S̆) → C

∞(∂S0)
4,

par l’équation suivante, valable pour tout Z ∈ Γ(T1S̆) × C∞(S̆) ,

-d[ε1/2]Z =
(
-D[ε1/2]Z

)∣∣
T=0

.

On note alors
-dk/2 =

(
d
k/2
T , dk/2

s , d
k/2
3 , dk/2

n

)
les composantes des opérateurs -dk/2 .

D’après l’équation (1.33), l’opérateur -D0 est donné par l’équation

-D0z = (zr, zs, z3, ∂rz3). (2.16)

Compte tenu des ordres de dérivation des opérateurs -Dk , on en déduit donc que
la série formelle -d[ε1/2] s’écrit

-d[ε1/2] = ε−1/2-d−1/2 + -d0 + · · · ,

avec

-d−1/2Z = (0, 0, 0, ∂TZ3)
∣∣
T=0

, (2.17)

et

-d0Z =
(
Zr, Zs, Z3, d

0
n(Z)

)∣∣
T=0

. (2.18)

Dans la suite, on considère donc le problème au bord suivant : trouver ζ[ε1/2] une
série formelle à coefficients générateur 2D et Z[ε1/2] une série formelle à coefficients
dans l’espace C∞(

∂S0,T(R+)
)

satisfaisant l’équation

-δ[ε1/2] ζ[ε1/2] + -d[ε1/2]Z[ε1/2] = -H [ε1/2]f [ε1/2]. (2.19)



Remarquons que dans cette expression, la série formelle -δ[ε1/2] à une puissance de

démarrage égale à 0, tandis que la série -d[ε1/2] démarre en ε−1/2 . Ainsi, il y a une
inhomogénéité des termes opérateurs constituant la condition au bord. Comme on le
verra dans la suite, c’est grâce à ce manque d’homogénéité en ε1/2 que le problème
admet une solution.

Enfin, comme les équations à l’intérieur seront étudiées sous la forme (2.12)

faisant intervenir l’inconnue Z̆[ε1/2] , on définit la série formelle
-̆D[ε1/2] par l’équa-

tion

-̆D[ε1/2] Z̆[ε1/2] := -D[ε1/2]Z[ε1/2]. (2.20)

et de même, on définit la série formelle
-̆
d[ε1/2] par l’équation

-̆
d[ε1/2] Z̆ =

( -̆D[ε1/2] Z̆
)∣∣

T=0
(2.21)

pour tout Z̆ ∈ Γ(T1S̆) × C∞(S̆) . On note d̆T [ε1/2] , d̆s[ε
1/2] , d̆3[ε

1/2] et d̆n[ε
1/2]

les composantes de
-̆
d[ε1/2] .

Ainsi, l’équation (2.19) est encore équivalente à l’équation

-δ[ε1/2] ζ[ε1/2] +
-̆
d[ε1/2] Z̆[ε1/2] = -H [ε1/2]f [ε1/2]. (2.22)

Rappelons que l’équation (2.10) liant les séries formelles Z[ε1/2] et Z̆[ε1/2] est
équivalente aux équations sur les coefficients :

∀ k,

Z̆
k/2
σ = Z

k/2
σ et,

Z̆
k/2
3 = Z

(k−1)/2
3 .

(2.23)

La série formelle
-̆
d[ε1/2] s’écrit donc

-̆
d[ε1/2] =

∑
k≥−2

εk/2
-̆
dk/2 = ε−1-̆d−1 + ε−1/2-̆d−1/2 +

-̆
d0 + · · · ,

avec, composantes par composantes,

d̆−1
n Z̆ = ∂T Z̆3

∣∣
T=0

, (2.24)

et  d̆−1
3 Z̆ = 0,

d̆
−1/2
3 Z̆ = Z̆3

∣∣
T=0

.
(2.25)



De plus, on a 
d̆−1
T Z̆ = 0,

d̆
−1/2
T Z̆ = 0,

d̆0
T Z̆ = Z̆T

∣∣
T=0

,

(2.26)

et enfin 
d̆−1
s Z̆ = 0,

d̆
−1/2
s Z̆ = 0,

d̆0
sZ̆ = Z̆s

∣∣
T=0

.

(2.27)

Ainsi, dans l’équation (2.22), les puissances de démarrage des diverses composantes
ne sont pas identiques : la composante n démarre en ε−1 , la composante 3 démarre
en ε−1/2 et les autres composantes démarrent en ε0 .

Les équations (2.1), (2.9) et (2.19) définissent un nouveau problème :

Définition 2.9 On appelle problème réduit effectif le problème suivant : trouver
une série formelle ζ[ε1/2] =

∑
k≥0 ε

k/2ζk/2 à coefficients dans l’espace Γ(T1S0) ×
C

∞(S0) et une série formelle Z[ε1/2] =
∑

k≥0 ε
k/2Zk/2 à coefficients dans l’espace

C
∞(

∂S0,T(R+)
)

satisfaisant les relations
A[ε1/2] ζ[ε1/2] = G[ε1/2]f [ε1/2],

A[ε1/2]Z[ε1/2] = 0,

-δ[ε1/2] ζ[ε1/2] + -d[ε1/2]Z[ε1/2] = -H [ε1/2]f [ε1/2].

(2.28)

Dans la sous-section suivante, on montre que ce problème admet une solution.

2.3 Résolution du problème réduit effectif

On étudie maintenant le système (2.28). La méthode employée est proche de celle
utilisée dans la démonstration du théorème 2.1 du chapitre V. On a le résultat
suivant :

Théorème 2.10 Considérons la réduction canonique, et soient -δ[ε1/2] et -H [ε1/2]
les opérateurs associés de la définition 1.9, et f [ε1/2] la série formelle à coefficients
dans l’espace C∞(

I,Γ(T1S0)×C∞(S0)
)

associée au second membre f ε(ε) . Alors,
sous l’hypothèse que la surface moyenne S0 est elliptique, il existe une unique série



formelle ζ[ε1/2] =
∑

k≥0 ε
k/2ζk/2 à coefficients dans l’espace Γ(T1S0) × C∞(S0)

et une unique série formelle Z[ε1/2] =
∑

k≥0 ε
k/2Zk/2 à coefficients dans l’espace

C
∞(

∂S0,T(R+)
)

satisfaisant les relations
A[ε1/2] ζ[ε1/2] = G[ε1/2]f [ε1/2],

A[ε1/2]Z[ε1/2] = 0,

-δ[ε1/2] ζ[ε1/2] + -d[ε1/2]Z[ε1/2] = -H [ε1/2]f [ε1/2],

(2.29)

où les séries formelles A[ε1/2] et -d[ε1/2] sont décrites dans la sous-section précé-
dente.

Preuve. Afin de simplifier les équations, on pose

g[ε1/2] := G[ε1/2]f [ε1/2] et -c[ε1/2] := -H [ε1/2]f [ε1/2].

Ces équations définissent des séries formelles g[ε1/2] =
∑

k≥0 ε
k/2gk/2 et c[ε1/2] =∑

k≥0 ε
k/2ck/2 , avec respectivement gk/2 ∈ Γ(T1S0)×C∞(S0) , et -ck/2 ∈ C∞(∂S0)

4 .

Remarquons que le fait que -H0 soit l’opérateur nul implique que -c0 = 0 .

Dans toute la suite, les séries formelles Z[ε1/2] et Z̆[ε1/2] sont liées par l’équation
(2.10). Les deux dernières équations du système (2.29) sont donc équivalentes aux
équations

Ă[ε1/2] Z̆[ε1/2] = 0 (2.30)

et

-δ[ε1/2] ζ[ε1/2] +
-̆
d[ε1/2] Z̆[ε1/2] = -H [ε1/2]f [ε1/2]. (2.31)

Soient deux séries formelles

ζ[ε1/2] =
∑
k≥0

εk/2ζk/2 et Z̆[ε1/2] =
∑
k≥0

εk/2Z̆k/2

à coefficients ζk/2 ∈ Γ(T1S0) × C∞(S0) et Zk/2 ∈ C
∞(

∂S0,T(R+)
)
. La série

formelle ζ[ε1/2] vérifie la première équation du système (2.29) si on a pour tout
k ≥ 0 ,

A0(ζk/2) = −
k∑

�=1

A�/2(ζ(k−�)/2) + gk/2 dans S0.

De même, l’équation (2.30) s’écrit, pour tout k ≥ 0 ,

Ă0(Z̆k/2) = −
k∑

�=1

Ă�/2(Z̆(k−�)/2) dans S̆.



Enfin, compte tenu du fait que la série formelle -̆d[ε1/2] démarre en ε−1 , le terme
en εk/2 pour k ≥ −2 dans l’équation (2.31) donne encore l’équation

k∑
�=0

-δ�/2(ζ(k−�)/2) + -̆d−1(Z̆(k+2)/2) + -̆d−1/2(Z̆(k+1)/2) +
k∑

�=0

-̆d�/2(Z̆(k−�)/2) = -ck/2.

En utilisant les équations (2.24)-(2.27) donnant les expressions des premiers termes

de la série -̆d[ε1/2] , et compte tenu de l’expression (1.33) de l’opérateur δ0 ces
équations s’écrivent encore composantes par composantes :

ζk/2
r

∣∣
∂S0

+
k∑

�=1

δ�/2r (ζ(k−�)/2) + Z̆
k/2
T

∣∣
T=0

+
k∑

�=1

d̆
�/2
T (Z̆(k−�)/2) = c

k/2
T ,

et

ζk/2
s

∣∣
∂S0

+
k∑

�=1

δ�/2s (ζ(k−�)/2) + Z̆k/2
s

∣∣
T=0

+
k∑

�=1

d̆�/2
s (Z̆(k−�)/2) = ck/2s ,

pour les composantes surfaciques. De plus, d’après l’équation (2.25) donnant l’ex-

pression de l’opérateur d̆
−1/2
3 , on a

ζ
k/2
3

∣∣
∂S0

+
k∑

�=1

δ
�/2
3 (ζ(k−�)/2) + Z̆

(k+1)/2
3

∣∣
T=0

+
k∑

�=0

d̆
�/2
3 (Z̆(k−�)/2) = c

k/2
3 ,

et de même, d’après l’expression (2.24) donnant l’expression de l’opérateur d̆−1
n , on

a

∂rζ
k/2
3

∣∣
∂S0

+
k∑

�=1

δ�/2n (ζ(k−�)/2) + ∂T Z̆
(k+2)/2
3

∣∣
T=0

+
k∑

�=−1

d̆�/2
n (Z̆(k−�)/2) = ck/2n .

Remarquons que les deux dernières équations permettent de déterminer les termes
Z̆

(k+1)/2
3

∣∣
T=0

et ∂T Z̆
(k+2)/2
3

∣∣
T=0

en fonction de termes d’ordres inférieurs en k .
D’autre part, ces deux termes correspondent aux conditions aux limites que l’on peut
imposer lors de la résolution de l’opérateur Ă0 . En effectuant alors des changements
d’indices dans les équations précédentes, et en regroupant les termes en fonction des
propriétés des opérateurs, on voit que les séries formelle ζ[ε1/2] et Z[ε1/2] sont



solutions du problème réduit effectif si on a, pour tout k ≥ 0 , les équations :

Ă0(Z̆k/2) = −
∑k

�=1 Ă�/2(Z̆(k−�)/2) dans S̆,

Z̆
k/2
3

∣∣
T=0

= c
(k−1)/2
3 −

∑k
�=1 d̆

(�−1)/2
3 (Z̆(k−�)/2)

−ζ
(k−1)/2
3

∣∣
∂S0

−
∑k−1

�=1 δ
�/2
3 (ζ(k−1−�)/2),

∂T Z̆
k/2
3

∣∣
T=0

= c
(k−2)/2
n −

∑k
�=1 d̆

(�−2)/2
n (Z̆(k−�)/2)

−∂rζ
(k−2)/2
3

∣∣
∂S0

−
∑k−2

�=1 δ
�/2
n (ζ(k−2−�)/2),

(2.32)

ainsi que les équations suivantes, en rappelant que A0 =M , l’opérateur de mem-
brane (voir la définition 3.1 du chapitre III)

M(ζk/2) = −
∑k

�=1A
�/2(ζ(k−�)/2) + gk/2 dans S0,

ζ
k/2
r

∣∣
∂S0

= c
k/2
r −

∑k
�=1 δ

�/2
r (ζ(k−�)/2) − Z̆

k/2
T

∣∣
T=0

−
∑k

�=1 d̆
�/2
T (Z̆(k−�)/2)

∣∣
∂S0

,

ζ
k/2
s

∣∣
∂S0

= c
k/2
s −

∑k
�=1 δ

�/2
s (ζ(k−�)/2) − Z̆

k/2
s

∣∣
T=0

−
∑k

�=1 d̆
�/2
s (Z̆(k−�)/2)

∣∣
∂S0

,

(2.33)

avec la convention que les termes c�/2 , ζ�/2 et Z�/2 sont nuls pour H ≤ 0 .

Comme dans la démonstration du théorème 2.1 du chapitre V, l’existence des termes
se montre par récurrence, en utilisant les théorèmes 1.5 et 1.7 du chapitre V.

Pour k = 0 , les équations (2.32) et (2.33) sont identiques aux équations (2.13) du
chapitre V, et s’écrivent

Ă0(Z̆0) = 0 dans S̆,

Z̆0
3

∣∣
T=0

= 0,

∂T Z̆
0
3

∣∣
T=0

= 0,

et


M(ζ0) = g0 dans S0,

ζ0
r

∣∣
∂S0

= c0
r − Z̆0

T

∣∣
T=0

,

ζ0
s

∣∣
∂S0

= c0
s − Z̆0

s

∣∣
T=0

.

Compte tenu de ce que c0
r = c0

s = 0 , on donc peut prendre Z̆0 = 0 et ζ0 ∈
Γ(T1S0) × C∞(S0) solution du systèmeM(ζ0) = g0 dans S0,

ζr
∣∣
∂S0

= ζs
∣∣
∂S0

= 0.

Ceci montre donc l’existence des termes ζk/2 et Z̆k/2 pour k = 0 .

Soit alors k ≥ 1 , et supposons alors les termes ζ�/2 et Z̆�/2 construits pour H =
0, . . . , k − 1 satisfaisant les équations (2.32) et (2.33) jusqu’à l’ordre k − 1 inclus.

Si on considère l’équation (2.32) à l’ordre k , alors les seconds membres sont tous
déterminés. En particulier, grâce aux propriétés des opérateurs A�/2 , le second
membre à l’intérieur est un élément de l’espace C∞(

∂S0,T(R+)
)
. Le théorème 1.7



du chapitre V montre l’existence d’un terme Z̆k/2 ∈ C∞(
∂S0,T(R+)

)
satisfaisant

l’équation (2.32) à l’ordre k .

Le second membre de l’équation (2.33) écrite à l’ordre k est alors déterminé, et le
théorème 1.5 du chapitre V montre l’existence d’un terme ζk/2 ∈ Γ(T1S0)×C∞(S0)
satisfaisant cette équation. Ceci termine la récurrence.

L’existence de la série formelle Z̆[ε1/2] implique alors l’existence de la série formelle
Z[ε1/2] , et on en déduit ainsi le théorème.

Remarquons que le fait que Z̆0 = 0 implique que le premier terme de la série
formelle Z[ε1/2] s’écrit

Z0 = (0, 0, Z0
3).

D’autre part, les trois composantes du premier terme ζ0 sont non nulles en général,
et on a ζ0

r

∣∣
∂S0

= ζ0
s

∣∣
∂S0

= 0 .

Dans la section suivante, on analyse les premiers termes des séries ζ[ε1/2] et
Z[ε1/2] , et on les compare à ceux des séries analogues construites dans le chapitre
V lors de l’étude des modèles 2D admissibles. Ceci permettra de comparer le
développement asymptotique du déplacement 3D avec le développement asymp-
totique de la solution d’un modèle 2D admissible.

2.4 Comparaison avec les modèles 2D admissibles

Dans le chapitre V, l’étude du développement asymptotique de la solution des
modèles 2D admissibles avait conduit à l’étude du problème en séries formelles



K[ε1/2] ζ[ε1/2] = g[ε1/2],

K[ε1/2]Z[ε1/2] = G[ε1/2],

ζ[ε1/2]
∣∣
∂S0

+Z[ε1/2]
∣∣
∂S0

= c[ε1/2],

∂rζ3[ε
1/2]

∣∣
∂S0

+ ∂rZ3[ε
1/2]

∣∣
∂S0

= cn[ε
1/2].

(voir l’équation (2.10) du chapitre V) faisant intervenir la série formelle K[ε1/2] =
M + ε2F et la série formelle K[ε1/2] à coefficients opérateurs sur la variété S̆ ,
et pour des seconds membres donnés g[ε1/2] , G[ε1/2] , c[ε1/2] et cn[ε

1/2] dans les

espaces de seconds membres correspondants. Compte tenu des expressions -δ0ζ =



(ζr, ζs, ζ3, ∂rζ3)
∣∣
∂S0

et 

d0
TZ = ZT

∣∣
T=0

,

d0
sZ = Zs

∣∣
T=0

,

d0
3Z = Z3

∣∣
T=0

,

d
−1/2
n Z = ∂TZ3

∣∣
T=0

,

(2.34)

ce problème s’écrit encore de la manière suivante :
K[ε1/2] ζ[ε1/2] = g[ε1/2],

K[ε1/2]Z[ε1/2] = G[ε1/2],

-δ0ζ[ε1/2] + (d0
T , d

0
s, d

0
3, ε

−1/2d
−1/2
n )Z[ε1/2] =

(
c[ε1/2], cn[ε

1/2]
)
.

L’opérateur (d0
T , d

0
s, d

0
3, ε

−1/2d
−1/2
n ) correspond aux premiers termes non nuls com-

posantes par composantes de la série formelle -d[ε1/2] (voir les équations (2.17) et
(2.18)). D’autre part, la série formelle K[ε1/2] correspond à une partie des premiers
termes de la série formelle A[ε1/2] : on a

K[ε1/2] −A[ε1/2] = ε2A2 + · · ·

avec un contrôle des ordres de l’opérateur A2 (voir la définition 2.2 du chapitre
IV). L’objet de la proposition suivante est de donner les différences entre les séries
formelles données par le théorème 2.10 et celles données par le théorème 2.1 du
chapitre V lors de l’étude des modèles 2D admissibles pour le second membre issu
du problème tridimensionnel.

Proposition 2.11 Soit K(ε) un modèle 2D admissible (voir la définition 2.2 du
chapitre IV). Soient d’autre part

(
ζ[ε1/2],Z[ε1/2]

)
et

(
ζ ′[ε1/2],Z ′[ε1/2]

)
les solu-

tions respectives des équations
A[ε1/2] ζ[ε1/2] = G[ε1/2]f [ε1/2],

A[ε1/2]Z[ε1/2] = 0,

-δ[ε1/2] ζ[ε1/2] + -d[ε1/2]Z[ε1/2] = -H [ε1/2]f [ε1/2],

(2.35)

et 
K[ε1/2] ζ ′[ε1/2] = G[ε1/2]f [ε1/2],

K[ε1/2]Z ′[ε1/2] = 0,

-δ0 ζ ′[ε1/2] + (d0
T , d

0
s, d

0
3, ε

−1/2d
−1/2
n )Z ′[ε1/2] = -H [ε1/2]f [ε1/2],

(2.36)



fournies par le théorème 2.10 et le théorème 2.1 du chapitre V. Alors on a :

ζ[ε1/2] − ζ ′[ε1/2] = ε e1 +
∑
k≥3

εk/2ek/2,

et
Z[ε1/2] −Z ′[ε1/2] = (0, ε1/2E

1/2
3 ) +

∑
k≥2

εk/2Ek/2

où les termes ek/2 désignent des générateurs 2D et Ek/2 des éléments de l’espace
C

∞(
∂S0,T(R+)

)
.

Preuve. Rappelons qu’on note

g[ε1/2] = G[ε1/2]f [ε1/2] et -c[ε1/2] = -H [ε1/2]f [ε1/2].

On a alors -c0 = 0 , et compte tenu du fait que les séries formelle f [ε1/2] , -H [ε1/2]
et G[ε1/2] ne comportent que des termes pairs en puissances de ε1/2 , on a aussi

-c1/2 = 0 et g1/2 = 0 . Pour la même raison, l’opérateur -δ1/2 est l’opérateur nul.

D’après la démonstration du théorème 2.1 du chapitre V et celle du théorème
précédent, les deux développements en séries formelles ont pour premiers termes
communs Z̆0 = 0 et ζ0 solution du systèmeM(ζ0) = G0f 0 =

1

2

∫ 1

−1

f 0dx3 dans S0,

ζr
∣∣
∂S0

= ζs
∣∣
∂S0

= 0.

Pour k = 1 , les équations (2.32) s’écrivent :

Ă0(Z̆1/2) = 0 dans S̆,

Z̆
1/2
3

∣∣
T=0

= −ζ0
3

∣∣
∂S0

,

∂T Z̆
1/2
3

∣∣
T=0

= 0,

et on vérifie, compte tenu de la relation K̆0 = Ă0 , que ce système est identique
au premier système de l’équation (2.14) du chapitre V avec des seconds membres
Ğ0 = 0 et c0

3 = 0 .

On en déduit que le terme Z̆1/2 solution du système précédent est commun dans
les deux développements solutions des équations (2.35) et (2.36).

Les équations (2.33) s’écrivent alors, compte tenu de ce que g1/2 = 0 , -c1/2 = 0 , et

du fait que -δ1/2 est l’opérateur nul,

M(ζ1/2) = 0 dans S0,

ζ
1/2
r

∣∣
∂S0

= −Z̆
1/2
T

∣∣
T=0

,

ζ
1/2
s

∣∣
∂S0

= −Z̆
1/2
s

∣∣
T=0

,



et on vérifie que les équations (2.12) du chapitre V pour k = 1 sont identiques.
On en déduit que le terme ζ1/2 solution de ce système est commun aux deux
développements des séries ζ[ε1/2] et ζ ′[ε1/2] .

Enfin, pour k = 2 , les équations (2.32) s’écrivent, compte tenu de ce que -c0 = 0

et de ce que -δ1/2 est l’opérateur nul,

Ă0(Z̆1) = −Ă1/2(Z̆1/2),

Z̆1
3

∣∣
T=0

= −d̆0
3(Z̆

1/2) − ζ
1/2
3

∣∣
∂S0

,

∂T Z̆
1
3

∣∣
T=0

= −d̆
−1/2
n (Z̆1/2) − ∂rζ

0
3

∣∣
∂S0

,

(2.37)

tandis que l’équation (2.11) du chapitre V associé au problème (2.36) s’écrit

K̆0(Z̆ ′1) = −K̆1/2(Z̆ ′1/2),

Z̆ ′1
3

∣∣
T=0

= −ζ ′
1/2
3

∣∣
∂S0

,

∂T Z̆
′1
3

∣∣
T=0

= −∂rζ
′0
3

∣∣
∂S0

.

(2.38)

Nous allons maintenant montrer que dans les deux systèmes (2.37) et (2.38), les
opérateurs Ă1/2 et K̆1/2 sont identiques, l’opérateur d̆0

3 est nul, mais que l’opéra-

teur d̆
−1/2
n est non nul. On en déduit ainsi les termes solutions Z̆1 et Z̆ ′1 diffèrent

en général.

1. Commençons par comparer les opérateurs Ă1/2 et K̆1/2 . Pour cela, rappelons
tout d’abord que d’après l’équation (2.34) du chapitre III, on a d’une part la majo-
ration

degA3 ≤
(

4 5
5 4

)
, (2.39)

et d’autre part, les opérateurs Ak sont d’ordre au plus k + 2 pour k ≥ 4 .

En utilisant la définition (2.11) de la série formelle Ă[ε1/2] , on voit qu’on a l’égalité
suivante, similaire à l’équation (2.6) :

Ă[ε1/2] =
∑
k≥0

εkĂ(k)[ε1/2], (2.40)

où les séries formelles Ă(k)[ε1/2] se déduisent des séries formelles A(k)[ε1/2] de
l’équation (2.2) par la relation

Ă(k)[ε1/2] Z̆[ε1/2] =
(
εA(k)

σ [ε1/2]Z[ε1/2] , ε1/2A(k)
3 [ε1/2]Z[ε1/2]

)
, (2.41)

où les séries formelles Z[ε1/2] et Z̆[ε1/2] sont reliées par les relations (2.10). Or
en utilisant l’équation (2.41) et l’équation (2.2), on voit que pour tout k , on a une



relation du type

Ă(k)[ε1/2] =
( ∑

�≥−(k+1) ε
�/2Ăk,�/2

σ ,
∑

�≥−(k+2) ε
�/2Ăk,�/2

3

)
.

On en déduit donc d’après les équations (2.40) et (2.41) que

Ăσ[ε
1/2] =

∑
k≥0

εk
∑

�≥−(k+1)

ε�/2Ăk,�/2
σ

d’où
Ăσ[ε

1/2] =
∑
k≥0

∑
�≥0

ε(2k+�−k−1)/2Ăk,(�−k−1)/2
σ

et en définitive

Ăσ[ε
1/2] =

∑
n≥−1

εn/2
n+1∑
k=0

Ăk,(n−2k)/2
σ ,

compte tenu du fait que Ăk,�/2
σ = 0 pour H ≤ −(k + 1) . De même, on trouve pour

la composante transverse

Ă3[ε
1/2] =

∑
k≥0

εk
∑

�≥−(k+2)

ε�/2Ăk,�/2
3

d’où
Ă3[ε

1/2] =
∑
k≥0

∑
�≥0

ε(2k+�−k−2)/2Ăk,(�−k−2)/2
3

et donc

Ă3[ε
1/2] =

∑
n≥−2

εn/2
n+2∑
k=0

Ăk,(n−2k)/2
3 .

On en déduit donc que

Ă[ε1/2] =
∑
n≥−2

εn/2Ăk/2,

avec

Ăn/2
σ =

n+1∑
k=0

Ăk,(n−2k)/2
σ et Ăn/2

3 =
n+2∑
k=0

Ăk,(n−2k)/2
3 .

En particulier, on trouve

Ă1/2
σ = Ă0,1/2

σ + Ă1,−1/2
σ + Ă2,−3/2

σ (2.42)

et

Ă1/2
3 = Ă0,1/2

3 + Ă1,−1/2
3 + Ă2,−3/2

3 + Ă3,−5/2
3 . (2.43)

De même, dans le calcul de l’opérateur K̆1/2 , on trouve

K̆1/2
σ = M̆1/2

σ + F̆−3/2
σ (2.44)



et

K̆1/2
3 = M̆1/2

3 + +F̆−3/2
3 , (2.45)

où l’opérateur M̆ est défini par la relation, analogue à (2.41) :

M̆[ε1/2] Z̆[ε1/2] =
(
εMσ[ε

1/2]Z[ε1/2] , ε1/2M3[ε
1/2]Z[ε1/2]

)
,

avec M[ε1/2] la série formelle issue de l’opérateur de membrane M après le change-
ment de variable (r, s) �→ (T, s) . De même, l’opérateur F̆ est défini par l’équation

F̆ [ε1/2] Z̆[ε1/2] =
(
εFσ[ε

1/2]Z[ε1/2] , ε1/2F3[ε
1/2]Z[ε1/2]

)
,

avec F [ε1/2] la série formelle issue de l’opérateur de flexion F après le changement
de variable (r, s) �→ (T, s) .

Les équations (2.42) et (2.43) montrent que pour k ≥ 4 , les opérateurs Ak n’inter-
viennent pas dans le calcul de l’expression de l’opérateur Ă1/2 . D’autre part,
l’équation (2.40) et la majoration (2.39), en particulier le fait que la partie agis-
sant sur z3 de l’opérateur A3

3 ne soit que d’ordre 4 et pas d’ordre 5, montrent
qu’on a

Ă3,−5/2
3 = 0.

L’opérateur A1 étant nul, on a

Ă1,−1/2
σ = 0 et Ă1,−1/2

3 = 0.

L’opérateur A0 est l’opérateur de membrane M , et donc on a

Ă0,1/2
σ = M̆1/2

σ et Ă0,1/2
3 = M̆1/2

3 .

Enfin, puisqu’on a

degA2 =

(
4 3
3 4

)
,

on vérifie que seules les parties qui sont d’ordres 3 et 4 en z3 dans la composante
transverse interviennent dans le calcul des opérateur Ă2,−3/2

σ et Ă2,−3/2
3 . Or ces

parties sont communes à l’opérateur A2 et à tous les opérateurs de flexion F . On
en déduit donc (voir l’équation (3.18) du chapitre V) qu’on a

Ă3,−3/2
T Z̆ = F̆−3/2

T Z̆ = 0,

Ă3,−3/2
s Z̆ = F̆−3/2

s Z̆ = 0,

Ă3,−3/2
3 Z̆ = F̆−3/2

3 Z̆ =
2

3
λ̃Γr

ss(0, s) ∂TTT Z̆3,

En définitive, les équations (2.42), (2.43), (2.44) et (2.45) montrent qu’on a K̆1/2 =
Ă1/2 .



2. Calculons maintenant l’opérateur d̆0
3 . D’après l’équation (2.21), il suffit de cal-

culer la composante D̆0
3 de la série formelle opérateur

-̆D[ε1/2] . D’après la définition

2.7 et l’équation (2.20), on peut écrire la série formelle
-̆D[ε1/2] sous la forme

-̆D[ε1/2] =
∑
k≥0

εk
-̆D(k)[ε1/2], (2.46)

où les séries formelles
-̆D(k)[ε1/2] se déduisent des séries formelles -D(k)[ε1/2] figurant

dans l’équation (2.15) par la formule (voir l’équation (2.20)) :

-̆D(k)[ε1/2]Z̆[ε1/2] = -D(k)[ε1/2]Z[ε1/2], (2.47)

avec les séries formelles Z[ε1/2] et Z̆[ε1/2] liées par l’équation (2.10). Rappelons
que d’après l’équation (2.16), on a D0

3z = z3 . Les équations (1.16) et (1.32) et la

définition des opérateurs -Dk montrent d’autre part que D1
3z = 0 . De plus, pour

k ≥ 2 les opérateurs Dk
3 sont d’ordres de dérivation au plus k en r . Similairement

à l’équation (2.15), on voit donc que pour tout k ≥ 2 , on a

D̆(k)
3 [ε1/2] =

∑
�≥−(k+1)

ε�/2D̆k,�/2
3 .

Un calcul semblable aux calculs précédents montre alors que

D̆3[ε
1/2] =

∑
n≥−1

εn/2D̆n/2
3

avec pour tout n ≥ −1 ,

D̆n/2
3 =

n+1∑
k=0

D̆k,(n−2k)/2
3 .

On en déduit donc que

D̆0
3 = D̆0,0

3 + D̆1,−1/2
3 .

L’opérateur D1
3 étant l’opérateur nul, on en déduit que D̆1,−1/2

3 = 0 . Enfin, on a
aussi D̆0,0

3 = 0 , compte tenu du fait que

D̆(0)
3 [ε1/2]Z̆ =

∑
�≥−1

ε�D̆0,�/2
3 Z̆ = ε−1/2Z̆3.

En définitive, on trouve que D̆0
3 est l’opérateur nul, et donc que d̆0

3 est aussi
l’opérateur nul.

3. Enfin, on calcule l’opérateur d̆
−1/2
n , soit encore d’après l’équation (2.21) l’opéra-

teur D̆−1/2
n . Rappelons que les opérateurs Dk

n sont de degrés au plus k + 1 en r ,



et donc qu’on a l’équation

D̆(k)
n [ε1/2] =

∑
�≥−(k+2)

ε�/2D̆k,�/2
n .

Un calcul similaire aux calculs précédents montre alors que

D̆n[ε
1/2] =

∑
�≥−2

ε�/2D̆�/2
3

avec pour tout H ≥ −2 ,

D̆�/2
n =

�+2∑
k=0

D̆k,(�−2k)/2
3 .

On en déduit donc que
D̆−1/2

n = D̆0,−1/2
n + D̆1,−3/2

n .

Or il est clair que D̆0,−1/2
n = 0 compte tenu de l’expression D0

nz = ∂rz3 . Il suffit

donc de calculer l’opérateur D̆1,−3/2
n .

Pour cela, il suffit de connâıtre dans l’expression de l’opérateur d2
n (voir l’équation

(1.32)) les termes comportant deux dérivées en r agissant sur la variable z3 .

Or on va montrer l’équation suivante, pour z un générateur 2D :

d2
nz =

(
c2∂rrz3 + Pz

)∣∣
∂S0

, (2.48)

où c2 est une constante non nulle ne dépendant que de λ et µ , et P est un
opérateur 2D à valeurs dans C∞(S0) tel que dans le système de coordonnées (r, s) ,
on ait

Pz = P rzr + P szs + P 3z3,

où P r et P s sont des opérateurs 2D scalaires d’ordre 2 agissant sur zr et zs
respectivement, et où

P 3z3 = p3
1(r, s)∂rsz3 + p3

2(r, s)∂ssz3 + Q3z3,

avec Q3 un opérateur d’ordre 1 agissant sur z3 et p3
1 et p3

2 des fonctions des
variables (r, s) .

L’équation (2.48), la définition 2.5 et l’équation (2.47) montrent, après changement
de variable, que

D̆(1)
n [ε1/2](Z̆) = ε−3/2c2∂TT Z̆3 +

∑
�≥−2

ε�/2D̆1,�/2
n (Z̆).

On en déduit donc que
D̆1,−3/2

n (Z̆) = c2∂TT Z̆3.

Finalement, on trouve
d̆−1/2
n (Z̆) = c2∂TT Z̆3

∣∣
T=0

.



En particulier, l’opérateur d̆
−1/2
n est non nul, et les deux systèmes (2.37) et (2.38)

sont donc distincts.

Ainsi, dans les deux séries formelles Z[ε1/2] et Z ′[ε1/2] , les termes Z̆1 et Z̆ ′1

diffèrent, et ceci implique que les termes ζ1 et ζ ′1 sont aussi distincts. Ceci termine
la preuve de la proposition.

Preuve de (2.48). D’après la démonstration du théorème 1.4, les opérateurs
Ψ2 et -d2 sont tels que si z est un générateur 2D, ψ := Ψ2z − -d2z est l’unique
solution du problème

L
0ψ = −L 1Ψ1z dans ∂S0 × Σ+,

B
0ψ = −B1Ψ1z sur ∂S0 × γ+ × γ−,

ψ
∣∣
R=0

+ V 2z
∣∣
Γ0

= 0,

telle que Ψ2z ∈ C∞(
∂S0,H(Σ+)

)
et -d2z ∈ Z (voir l’équation (1.14)). Rappelons

que l’opérateur V 2 est donné par l’équation

V 2(z) =


x2

3

2
pDσγ

α
α(z),

x2
3

2

(
pκα

α(z) +
p

2µ
M3(z)

)
,

pour tout générateur 2D. Comme dans la démonstration du lemme 1.8, on décompose
alors la solution ψ du système précédent en la solution du système

L
0ψ = −L 1Ψ1z dans ∂S0 × Σ+,

B
0ψ = −B1Ψ1z sur ∂S0 × γ+ × γ−,

ψ
∣∣
R=0

= 0,

(2.49)

et la solution du système
L

0ψ = 0 dans ∂S0 × Σ+,

B
0ψ = 0 sur ∂S0 × γ+ × γ−,

ψ
∣∣
R=0

+ V 2z
∣∣
Γ0

= 0.

(2.50)

D’après l’expression (1.17) de l’opérateur Ψ1 , le second membre du système (2.49)
est une combinaison linéaire d’éléments de C∞(

∂S0,K(Σ+)
)

dont les coefficients
sont des traces sur ∂S0 d’opérateurs 2D à valeurs dans l’espace des fonctions sur
S0 , et de degrés de dérivations au plus 2 en zσ et 1 en z3 . On en déduit que les
parties des opérateurs Ψ2 et -d2 ainsi construites n’interviennent que pour former
l’opérateur P de l’équation (2.48).



De même, la solution du système (2.50) se décompose en somme de solutions de
systèmes dont les seconds membres n’ont qu’une seule composante non nulle, poly-
nomiale en x3 . La forme de l’opérateur V 2 montre que dans le système de coor-
données (r, s) , seul V 2

3 z contient des dérivées d’ordres 2 en z3 . Les composantes
V 2
r z et V 2

s z n’interviennent donc dans l’expression de d2
n qu’à travers l’opérateur

P . Dans le système de coordonnées (r, s) , on a

V 2
3 z =

x2
3

2
p∂rrz3 + Op(z)

où Op(z) désigne un opérateur de degré 2 ne comprenant que des dérivées d’ordre
1 en r sur l’inconnue z3 . Comme précédemment (voir la démonstration de la
proposition 1.7), on cherche la solution d’un système du type (2.50) avec un second
membre polynomial, et on utilise la décomposition de l’opérateur (L 0,B0) en les
opérateurs (L 0

s ,B
0
s) et (L 0

R,L
0
3 ,B0

R,B
0
3) . On montre alors (voir la section 6.1

de [19]) qu’il existe (ϕ2
R, ϕ

2
3) ∈ H(Σ+)2 et deux constantes c et c′ telles que

(L 0
R,L

0
3 )(ϕ2

R, ϕ
2
3) = 0 dans Σ+,

(B0
R,B

0
3)(ϕ

2
R, ϕ

2
3) = 0 sur γ+ × γ−,

ϕ1
R

∣∣
R=0

+ c x3 = 0,

ϕ1
3

∣∣
R=0

− c′ = x2
3.

(2.51)

Les coefficients c et c′ sont les coefficients devant les déplacements rigides Z4 et
Z3 (voir [19]). Pour des raisons de parités en x3 , le coefficient devant le déplacement
Z1 est nul, et le déplacement Z2 n’intervient pas, car son unique composante non
nulle est la composante s . On peut alors montrer que le coefficient c′ est non nul
(voir le lemme 6.1 dans [19]).

On peut donc construire la partie de la solution ψ du problème (2.50) dépendant
du terme p∂rrz3 dans l’opérateur V 2 en multipliant la solution du problème (2.51)
par −1

2
p∂rrz3 . On en déduit donc que d4

nz = −1
2
c′p∂rrz3 + Pz , où P vérifie les

conditions de l’énoncé. On obtient ainsi le résultat en posant c2 = −1
2
c′p �= 0 .

D’après la démonstration de la proposition précédente, en rappelant que l’on
note

g[ε1/2] = G[ε1/2]f [ε1/2] et -c[ε1/2] = -H [ε1/2]f [ε1/2]

les séries formelles du second membre, seuls les termes g0 , g1/2 , -c0 et -c1/2 entrent
en compte dans le calcul des termes ζ0 , ζ1/2 et Z1/2 communs aux deux séries
formelles de la proposition. Puisque g1/2 = 0 et -c0 = -c1/2 = 0 , on en déduit le
corollaire suivant :

Corollaire 2.12 Soit K(ε) un modèle 2D admissible (voir la définition 2.2 du
chapitre IV). Soient d’autre part

(
ζ[ε1/2],Z[ε1/2]

)
et

(
ζ ′[ε1/2],Z ′[ε1/2]

)
les solu-



tions respectives des équations
A[ε1/2] ζ[ε1/2] = G[ε1/2]f [ε1/2],

A[ε1/2]Z[ε1/2] = 0,

-δ[ε1/2] ζ[ε1/2] + -d[ε1/2]Z[ε1/2] = -H [ε1/2]f [ε1/2],

(2.52)

et 
K[ε1/2] ζ ′[ε1/2] = G0f 0,

K[ε1/2]Z ′[ε1/2] = 0,

-δ0 ζ ′[ε1/2] + (d0
T , d

0
s, d

0
3, ε

−1/2d
−1/2
n )Z ′[ε1/2] = 0,

(2.53)

fournies par le théorème 2.10 et le théorème 2.1 du chapitre V. Alors on a :

ζ[ε1/2] − ζ ′[ε1/2] = ε e1 +
∑
k≥3

εk/2ek/2,

et
Z[ε1/2] −Z ′[ε1/2] = (0, ε1/2E

1/2
3 ) +

∑
k≥2

εk/2Ek/2

où les termes ek/2 désignent des générateurs 2D et Ek/2 des éléments de l’espace
C

∞(
∂S0,T(R+)

)
.

L’intérêt de ce corollaire réside dans le fait que le problème en série formelle (2.53)
est précisément celui qui intervient lors de l’étude du développement asymptotique
de la solution d’un modèle 2D admissible avec le second membre le plus naturel
provenant des équations tridimensionnelles. Le problème s’écrit alors : trouver
z(ε) ∈ Γ(T1S0) × C∞(S0) tel que{

K(ε)z(ε) = 1
2

∫ 1

−1
f 0 dx3,

δ0z(ε) = 0,

où K(ε) est un modèle 2D admissible (voir le chapitre IV). Ce second membre est en
fait constitué des premiers termes des séries formelles apparaissant dans n’importe
quelle réduction admissible (voir le chapitre III). Ce second membre se retrouve
dans tous les travaux classiques (voir en particulier [35, 34, 41, 9]), et fait partie
intégrante de la modélisation bidimensionnelle des coques minces.

Remarque 2.13 Les mêmes résultats sont vrais pour le modèle 2D en carte (voir
la définition 2.8 du chapitre IV), mais cette fois, les opérateurs Ă1/2 et K̆1/2 ne
sont plus égaux.



On peut améliorer la performance d’un modèle 2D admissible en introduisant des
termes au bord qui permettent de prendre en compte le terme d̆

−1/2
n . Néanmoins, la

constante c2 n’est pas donnée de manière explicite, et il est nécessaire de calculer la
solution du problème (2.51) pour la trouver. Cette constante apparâıt dans le calcul
des valeurs propres sur une plaque mince, et des investigations numériques sont en
cours pour en tenir compte. En particulier, le calcul numérique de la constante c2 ,
c’est-à-dire la résolution du problème (2.51) sur la demi-bande, permet de mettre
en évidence les termes d’ordres 2 en ε dans une asymptotique des valeurs propres
sur une poutre mince.

2.5 Factorisations possibles

Dans cette section, on étudie d’autres manières d’obtenir le résultat du théorème
2.10. Elles consistent à factoriser les équations en séries formelles constituant le
problème réduit théorique pour se ramener à des problèmes plus simples à l’intérieur
ou au bord. Les démonstrations des résultats qui suivent ne sont pas détaillées, car
elles utilisent en général les mêmes ingrédients que ceux déjà utilisés dans les sous-
sections précédentes (contrôles des ordres des opérateurs et actions sur les termes
de couches limites 2D).

Le résultat suivant montre qu’on peut effectuer un changement de variable dans
le problème réduit (1.35) pour se ramener à des conditions de Dirichlet plus simples
au bord :

Lemme 2.14 Il existe une série formelle inversible C[ε1/2] =
∑

k≥0 ε
k/2Ck/2 à

coefficients Ck/2 : Γ(T1S0)× C∞(S0) → Γ(T1S0)× C∞(S0) opérateurs 2D d’ordres
au plus k en la variable r , telle que C0 = Id2D , satisfaisant l’équation

-δ0 ◦C[ε1/2] = -δ[ε1/2]. (2.54)

Preuve. Il suffit de montrer l’existence d’opérateurs Ck/2 satisfaisant les relations

-δ0 ◦Ck/2 = -δk/2.

Le résultat est alors évident en utilisant des relèvements des opérateurs -δk respec-
tant les dérivations en r . Remarquons que puisque -δk/2 = 0 pour k impair, la
même formule est valable pour la série formelle C[ε1/2] qui est donc aussi une série
formelle en ε .

Le fait que C0 = Id2D montre que la série formelle C[ε1/2] est inversible. On
peut alors faire le changement de variable

z[ε1/2] = C[ε1/2] z[ε1/2]. (2.55)



Si z[ε1/2] est une série formelle à coefficients opérateurs 2D, les équations en séries
formelles {

A[ε1/2] z[ε1/2] = G[ε1/2]f [ε1/2],

-δ[ε1/2] z[ε1/2] = -H [ε1/2]f [ε1/2],

et {
A[ε1/2] ◦C−1[ε1/2] z[ε1/2] = G[ε1/2]f [ε1/2],

-δ0z[ε1/2] = -H [ε1/2]f [ε1/2],

où C−1[ε1/2] est la série formelle inverse de la série formelle C[ε1/2] , sont alors

équivalentes. Le terme (C−1
)k/2

désigne le terme d’ordre k/2 dans la série formelle

C−1[ε1/2] , et on a alors (C−1
)k/2

= 0 pour k impair. On pose alors

A[ε1/2] = A[ε1/2] ◦C−1[ε1/2].

Avec cette définition, et compte tenu du fait que A1 est l’opérateur nul, on a

A0 =M ,

A1 =M ◦
(
C−1

)1
, et

A2 = A2 +M ◦
(
C−1

)2
.

(2.56)

On peut alors contrôler les ordres de dérivations des opérateurs Ak grâces aux
équations (2.34) du chapitre III.

On peut alors montrer un théorème équivalent au théorème 2.10 pour le problème{
A[ε1/2]z[ε1/2] = G[ε1/2]f [ε1/2],

-δ0z[ε1/2] = -H [ε1/2]f [ε1/2],

après avoir reformulé ce problème en termes de séries formelles ζ[ε1/2] et Z[ε1/2] à
coefficients respectivement dans les espaces Γ(T1S0)×C∞(S0) et C∞(

∂S0,T(R+)
)
.

Le fait de se ramener à un problème simplifié sur le bord peut jouer un rôle
important dans la résolution des équations. C’est en particulier le cas lors de l’étude
des valeurs propres sur une plaque (voir [16]).

On peut aussi effectuer une factorisation de la série formelle A[ε1/2] par un
modèle 2D admissible. En effet, on a le résultat suivant :

Proposition 2.15 Soit K[ε1/2] la série formelle associée à un modèle 2D admis-
sible. Alors il existe une série formelle inversible S[ε1/2] à coefficients

Sk/2 : Γ(T1S0) × C∞(S0) → Γ(T1S0) × C∞(S0),



telle que S0 = Id2D , satisfaisant l’équation

K[ε1/2] ◦ S[ε1/2] = A[ε1/2] (2.57)

dans l’algèbre des séries formelles à coefficients opérateurs 2D à valeurs dans l’espace
des générateurs 2D.

Preuve. Tout d’abord, il est clair qu’on peut prendre S�/2 = 0 pour H un entier
impair, car les séries formelles K[ε1/2] et A[ε1/2] sont des séries formelles en ε .
On montre alors l’existence des opérateurs Sk par récurrence.

L’équation (2.57) écrite pour k = 0 montre qu’on doit avoir M ◦ S0 = M , d’où
S0 = Id2D . On peut prendre pour S1 l’opérateur nul, ce qui implique l’équation
(2.57) à l’ordre k = 1 en ε . Enfin, pour k = 2 en ε , on doit avoir, en notant
K[ε1/2] =M + ε2F ,

M ◦ S2 + F = A2.

On peut alors prendre

S2 =M−1(A2 − F ), (2.58)

où M−1 est l’inverse de l’opérateur de membrane associé aux conditions aux limites
de Dirichlet.

On a alors pour tout z générateur 2D l’équation M ◦M−1(z) = z .

L’existence des opérateurs Sk se montre alors de manière similaire, en utilisant
l’opérateur M−1 .

On fait alors le changement de variable

z[ε1/2] = S[ε1/2] z[ε1/2],

et le problème réduit devient{
K[ε1/2] z[ε1/2] = G[ε1/2]f [ε1/2],

-δ[ε1/2] z[ε1/2] = -H [ε1/2]f [ε1/2],
(2.59)

où -δ[ε1/2] = -δ[ε1/2] ◦ S[ε1/2] . On peut alors montrer un théorème équivalent
au théorème 2.10 pour le problème (2.59). La partie concernant les équations à
l’intérieur est alors exactement la même que dans le chapitre V. En revanche,

il faut définir l’action de -δ[ε1/2] sur des séries formelles à coefficients termes de
couches limites 2D, et pour cela, définir l’action de l’opérateur M−1 sur les cou-
ples

(
ζ[ε1/2] , Z[ε1/2]

)
de séries formelles à coefficients générateurs 2D et termes de

couches limites 2D. Ceci fait l’objet du résultat suivant :



Proposition 2.16 Soit g[ε1/2] une série formelle à coefficients générateurs 2D, et
soit G[ε1/2] une série formelle à coefficients dans l’espace C∞(

∂S0,T(R+)
)
. Alors

il existe une unique série formelle ζ[ε1/2] à coefficients générateurs 2D, une unique
série formelle Z[ε1/2] à coefficients dans l’espace C∞(

∂S0,T(R+)
)
, telles que

Mζ[ε1/2] = g[ε1/2],

M[ε1/2]Z[ε1/2] = G[ε1/2],

ζr[ε
1/2]

∣∣
∂S0

+ ZT [ε1/2]
∣∣
T=0

= 0,

ζs[ε
1/2]

∣∣
∂S0

+ Zs[ε
1/2]

∣∣
T=0

= 0,

où M[ε1/2] est la série formelle issue du changement de variable (r, s) �→ (T, s)
dans l’opérateur de membrane M suivi du développement de Taylor en T = 0 des
coefficients.

La preuve de cette proposition ne présente pas de difficulté particulière. Il suf-
fit d’étudier les propriétés du premier terme de la série formelle M[ε1/2] (après
homogénéisation pour que ce premier terme ait toutes ses composantes non nulles).

On montre cependant que si G[ε1/2] = 0 , alors on a Z[ε1/2] = 0 , tandis que si
g[ε1/2] = 0 mais G[ε1/2] �= 0 , alors ζ[ε1/2] �= 0 . En raffinant un peu la proposition
précédente, on peut contrôler les ordres de l’opérateur M−1 lors de son action sur
les séries formelles à coefficients termes de couches limites 2D, et ainsi contrôler
l’action de S[ε1/2] sur ces séries formelles.

Les deux méthodes précédentes, qui sont des factorisations dans des équations en
séries formelles, permettent de ramener le problème réduit à un problème analogue
à ceux étudiés dans le chapitre V, au moins dans une des deux équations, soit à
l’intérieur, soit au bord. En revanche, on ne peut pas trouver une changement de
variable qui ramène l’étude du problème réduit à l’étude d’un problème du type{

K[ε1/2] z[ε1/2] = G[ε1/2]f [ε1/2],

-δ0z[ε1/2] = -H [ε1/2]f [ε1/2],

dont l’étude découlerait alors directement des résultats du chapitre V.

Néanmoins, on pourrait résoudre le problème réduit en inversant non pas l’opéra-
teur de membrane pour obtenir les termes à l’intérieur, mais directement un modèle
2D admissible K[ε1/2] . Les résultats du chapitre V montrent alors que les solutions
intermédiaires ainsi obtenues sont des couples

(
ζ[ε1/2] , Z[ε1/2]

)
. Le tableau 1 du

chapitre V permet de contrôler les termes. Toutefois, cette approche est plus com-
plexe que les précédentes, et nécessite une étude plus poussée des séries formelles
de séries formelles déjà entrevues dans la sous-section 2.2.



3 Développement complet

Dans cette section, on construit 3 séries formelles :

une série v[ε1/2] =
∑

k≥0 ε
k/2vk/2 à coefficients

vk/2(x1, x2, x3) ∈ C∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
,

une série W [ε1/2] :=
∑

k≥0 ε
k/2W k/2 à coefficients

W k/2(T, s, x3) ∈ C∞(
I × ∂S0,T(R+)

)
,

et une série Φ[ε1/2] =
∑

k≥0 ε
k/2Φk/2 à coefficients

Φk/2(R, s, x3) ∈ C∞(
∂S0,H(Σ+)

)
,

satisfaisant à chaque fois les équations en séries formelles obtenues à partir des
équations de l’élasticité 3D dans les différents systèmes de coordonnées utilisés, et
vérifiant la condition

v[ε1/2]
∣∣
Γ0

+W [ε1/2]
∣∣
T=0

+ Φ[ε1/2]
∣∣
R=0

= 0.

Ces trois séries formelles sont construites à partir de la réduction canonique et
de la solution du problème réduit effectif fournie par le théorème 2.10. Pour cela, il
est nécessaire de définir l’action des séries formelles opérateurs V [ε1/2] et Ψ[ε1/2]
sur les séries formelles à coefficients dans l’espace C∞(

I × ∂S0,T(R+)
)

des termes
de couches limites 2D. Les séries formelles ainsi construites vérifient des équations
faisant intervenir les développements en séries formelles des opérateurs L(ε) et
B(ε) dans les variables (T, s, x3) et (R, s, x3) .

On verra dans la section suivante que ces séries formelles permettent de définir
un développement asymptotique de la solution tridimensionnelle w des équations
de l’élasticité sur la coque.

3.1 Construction des séries formelles

Rappelons que l’on note (
V [ε1/2],Q[ε1/2],A[ε1/2],G[ε1/2]

)
la réduction canonique, et(

Ψ[ε1/2],Θ[ε1/2], -δ[ε1/2], -H [ε1/2]
)



les séries formelles associées à cette réduction par le théorème 1.4 et la définition
1.9.

Le théorème 2.10 fournit l’existence de séries formelles ζ[ε1/2] et Z[ε1/2] sat-
isfaisant les équations (2.29). Dans toute la suite, les séries formelles ζ[ε1/2] et
Z[ε1/2] désignent donc les solutions fournies par le théorème 2.10 pour la réduction
canonique.

Construction de v[ε1/2] .

D’après le théorème 1.13, il est logique de poser la définition :

Définition 3.1 On définit la série formelle

v[ε1/2] = V [ε1/2] ζ[ε1/2] +Q[ε1/2]f [ε1/2],

à coefficients dans l’espace C∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
.

Puisque la série formelle ζ[ε1/2] vérifie l’équation

A[ε1/2] ζ[ε1/2] = G[ε1/2]f [ε1/2],

par définition de la réduction canonique, on a la relation{
L[ε1/2]v[ε1/2] = −f [ε1/2],

B[ε1/2]v[ε1/2] = 0.

Construction de W [ε1/2] .

Pour définir la série formelle W [ε1/2] , on effectue un changement de variable dans
la série formelle opérateur V [ε1/2] . Rappelons que les opérateurs V k/2 sont nuls
pour k impair. Si on note

V k(r, s, x3; ∂r, ∂s)

l’opérateur V k polynomial en x3 dans le système de coordonnées (r, s, x3) au
voisinage de Γ0 , on pose alors, pour tout k ≥ 0 ,

V (k)(ε)Z = V k(ε1/2T, s, x3; ε
−1/2∂T , ∂s)(Z),

où Z est un champ de 1-formes sur la variété S̆ . On associe alors à ces opérateurs
les séries formelles V (k)[ε1/2] en utilisant des développement de Taylor en T = 0



des coefficients des opérateurs. D’après les équations (2.32) du chapitre III, il est
clair que l’on a

V (k)[ε1/2] =
∑
�≥−k

ε�/2Vk,�/2, (3.1)

où les opérateurs Vk,�/2 définissent des opérateurs polynomiaux en T et x3 agissant
sur les champs de 1-formes sur S̆ et à valeurs dans les champs de 1-formes dans S̆ .
Comme précédemment, on définit alors :

Définition 3.2 On définit la série formelle V [ε1/2] par l’équation

V [ε1/2] :=
∑
k≥0

εkV (k)[ε1/2]. (3.2)

On vérifie en effet qu’on a d’après l’équation (3.1)∑
k≥0

εkV (k)[ε1/2] =
∑
k≥0

εk
∑
�≥−k

ε�/2Vk,�/2

=
∑
k≥0

∑
�≥0

ε(2k+�−k)/2Vk,(�−k)/2

=
∑
n≥0

εn/2
n∑

k=0

Vk,(n−2k)/2,

(3.3)

ce qui montre qu’on a

V [ε1/2] =
∑
n≥0

εn/2Vn/2, avec Vn/2 =
n∑

k=0

Vk,(n−2k)/2. (3.4)

Grâce aux propriétés de l’espace T(R+) (voir l’équation (1.33) du chapitre V), la
série formelle V [ε1/2] a donc des coefficients opérateurs

Vn/2 : C∞(
∂S0,T(R+)

)
→ C

∞(
I × ∂S0,T(R+)

)
polynomiaux en x3 . De plus, on a V0Z = Z .

On définit alors naturellement

Définition 3.3 La série formelle W [ε1/2] est définie par l’équation

W [ε1/2] := V [ε1/2]Z[ε1/2],

à coefficients dans l’espace C∞(
∂S0,T(R+)

)
.



Construction de Φ[ε1/2] .

Tout d’abord, on remarque qu’on peut définir la série formelle

Ψ[ε1/2] ζ[ε1/2],

car la série formelle ζ[ε1/2] a des coefficients générateurs 2D. On cherche maintenant
à définir l’action de la série formelle Ψ[ε1/2] sur la série Z[ε1/2] .

Rappelons que la série formelle Ψ[ε1/2] ne comporte que des termes pairs en
puissances de ε1/2 , et que ces termes s’écrivent pour tout k ≥ 0 ,

Ψkz =
∑
j∈Fk

(P k
j z)

∣∣
∂S0
ϕk,j

où Fk est un sous-ensemble fini de N , où les ϕk,j(R, s, x3) sont des éléments
de l’espace C∞(

∂S0,H(Σ+)
)

et où les opérateurs P k
j sont des opérateurs 2D à

valeurs dans C∞(S0) de degré de dérivation au plus égal à k en la variable r .
(voir l’équation (1.25)). On définit alors l’action des opérateurs P k

j (r, s; ∂r, ∂s) sur

la série formelle Z[ε1/2] , en effectuant le changement de variable (r, s) �→ (T, s) .
On pose donc pour Z un champ de 1-formes sur la variété S̆ ,

P(k)
j (ε)Z = P k

j (ε1/2T, s; ε−1/2∂T , ∂s)(Z),

et on définit alors la série formelle associée P(k)
j [ε1/2] en développant les coefficients

de l’opérateur en T = 0 . Le fait que P k
j soit un opérateur d’ordre k en r montre

que P(k)
j [ε1/2] est une série formelle dont le premier terme non nul est un terme

d’ordre ε−k/2 . On pose alors la définition suivante :

Définition 3.4 On définit la série formelle ψ[ε1/2] à coefficients

ψk/2 : C∞(
∂S0,T(R+)

)
→ C

∞(
∂S0,H(Σ+)

)
,

par l’équation

ψ[ε1/2]Z :=
∑
k≥0

εk
∑
j∈Fk

(
P(k)

j [ε1/2]Z
)∣∣

T=0
ϕk,j. (3.5)

Comme précédemment, on vérifie que l’équation (3.5) définit bien une série formelle
après identification des puissances de ε1/2 : on a pour tout k et pour tout j

P(k)
j [ε1/2] =

∑
�≥−k

ε�/2Pk,�/2
j , (3.6)



où les Pk,�/2
j sont des opérateurs 2D sur la variété S̆ à valeurs dans l’espace des

fonctions sur S̆ . On en déduit que∑
k≥0

εk
∑
j∈Fk

ϕk,jP(k)
j [ε1/2] =

∑
k≥0

∑
j∈Fk

∑
�≥0

ε(2k+�−k)/2Pk,(�−k)/2
j ,

=
∑
n≥0

εn/2
n∑

k=0

∑
j∈Fk

Pk,(�−2k)/2
j .

(3.7)

Le fait que les ensembles Fk soient finis garantit que la somme en facteur de εn/2

est finie, et donc que l’équation (3.5) définit bien une série formelle ψ[ε1/2] =∑
k≥0 ε

k/2ψk/2 .

On pose alors la définition suivante :

Définition 3.5 On définit la série formelle Φ[ε1/2] à coefficients dans l’espace
C

∞(
∂S0,H(Σ+)

)
par la formule

Φ[ε1/2] := Ψ[ε1/2] ζ[ε1/2] + Θ[ε1/2]f [ε1/2] +ψ[ε1/2]Z[ε1/2].

Dans la sous-section suivante, on montre quelles sont les propriétés des séries
formelles v[ε1/2] , W [ε1/2] et Φ[ε1/2] .

3.2 Equations formelles 3D

En écho à la définition 1.1, on pose la définition suivante :

Définition 3.6 Soit
(
L,B

)
l’opérateur d’élasticité sur la coque Ωε . Pour tout

ε ≤ ε0 , on appelle opérateur d’élasticité 3D en variables rapides (T, s, x3) l’opérateur(
L(ε),B(ε)

)
défini par l’équation suivante :L(ε)(T, s, x3; ∂T , ∂s, ∂3) := L(ε1/2T, s, εx3; ε

−1/2∂T , ∂s, ε
−1∂3) et

B(ε)(T, s, x3; ∂T , ∂s, ∂3) := B(ε1/2T, s, εx3; ε
−1/2∂T , ∂s, ε

−1∂3).
(3.8)

On définit alors
(
L[ε1/2],B[ε1/2]

)
les séries formelles en puissances de

√
ε associées

à ces opérateurs par le développement de Taylor en T = 0 et x3 = 0 des opérateurs
définis dans l’équation (3.8).

On en déduit donc l’existence d’opérateurs de degrés 2 et polynomiaux en T et
x3

Lk/2 : C∞(
I × ∂S0,T(R+)

)
→ C

∞(
I × ∂S0,T(R+)

)
,



et
Bk/2 : C∞(

I × ∂S0,T(R+)
)
→ C

∞(
∂S0,T(R+)

)
,

tels que

L[ε1/2] = ε−2
∑
k≥0

εk/2Lk/2 et B[ε1/2] = ε−2
∑
k≥0

εk/2Bk/2.

On a donc 3 couples de séries formelles :
(
L[ε1/2],B[ε1/2]

)
,

(
L[ε1/2],B[ε1/2]

)
et

(
L [ε1/2],B[ε1/2]

)
qui correspondent aux développements en ε1/2 de l’opérateur(

L,B
)

dans les différents systèmes de coordonnées introduits précédemment.

Le but de cette sous-section est alors de montrer le théorème suivant :

Théorème 3.7 Les séries formelles v[ε1/2] , W [ε1/2] et Φ[ε1/2] construites dans
la sous-section précédente (voir les définitions 3.1, 3.3 et 3.5) à partir de la solution(
ζ[ε1/2],Z[ε1/2]

)
du problème (2.29), vérifient les équations suivantes : la série

formelle v[ε1/2] vérifie {
L[ε1/2]v[ε1/2] = −f [ε1/2],

B[ε1/2]v[ε1/2] = 0,
(3.9)

la série W [ε1/2] vérifie {
L[ε1/2]W [ε1/2] = 0,

B[ε1/2]W [ε1/2] = 0,
(3.10)

et la série Φ[ε1/2] vérifie {
L [ε1/2]Φ[ε1/2] = 0,

B[ε1/2]Φ[ε1/2] = 0.
(3.11)

Enfin, on a la relation

v[ε1/2]
∣∣
Γ0

+W [ε1/2]
∣∣
T=0

+ Φ[ε1/2]
∣∣
R=0

= 0. (3.12)

Preuve. Tout d’abord, il est clair que l’équation (3.9) est vérifiée d’après les
propriétés de la réduction canonique.

D’autre part, la série formelle Z[ε1/2] vérifie l’équation

A[ε1/2]Z[ε1/2] = 0.

Par définition de la réduction canonique (voir le lemme 2.1 du chapitre III), les séries
formelles A[ε] et V [ε] vérifient les équationsL[ε]V [ε](z) = −I ◦A[ε](z),

B[ε]V [ε](z) = 0.



En effectuant le changement de variables (r, s) �→ (T, s) et en développant les
équations en T = 0 et x3 = 0 , on en déduit que pour tout Z champ de 1-formes
sur S̆ , on a L[ε1/2] V [ε1/2](Z) = −I ◦A[ε1/2](Z),

B[ε1/2] V [ε1/2](Z) = 0,

ce qui montre l’équation (3.10) de manière évidente compte tenu de la relation
W [ε1/2] = V [ε1/2]Z[ε1/2] .

Enfin, rappelons que les séries formelles Ψ[ε] et Θ[ε] vérifient les équations (1.13)
et (1.15), soit 

L [ε]Ψ[ε] = 0,

B[ε]Ψ[ε] = 0,(
Ψ[ε] − -d[ε]

)∣∣
R=0

+ V [ε]
∣∣
Γ0

= 0,

(3.13)

et 
L [ε]Θ[ε] = 0,

B[ε]Θ[ε] = 0,(
Θ[ε] + -h[ε]

)∣∣
R=0

+Q[ε]
∣∣
Γ0

= 0.

(3.14)

En effectuant le changement de variables (r, s) �→ (T, s) dans l’équation (3.13), on
trouve, d’après la définition de la série formelle ψ[ε1/2] , que l’équation suivante est
vérifiée : 

L [ε1/2]ψ[ε1/2] = 0,

B[ε1/2]ψ[ε1/2] = 0,(
ψ[ε1/2] −-c[ε1/2]

)∣∣
R=0

+ V [ε1/2]
∣∣
Γ0

= 0,

(3.15)

où la série formelle -c[ε1/2] est obtenue en effectuant le changement de variable
(r, s) �→ (T, s) dans les coefficients de la série formelle -d[ε] en en calculant la série
formelle de série formelle associée.

La série formelle -c[ε1/2] est donc reliée à la série formelle -d[ε1/2] de la même façon

que la série -d[ε1/2] est reliée à la série formelle -δ[ε1/2] (les coefficients de la transfor-
mation (1.32) ne dépendent pas de r ). On en déduit en particulier que les équations

-δ[ε1/2] ζ[ε1/2] + -d[ε1/2]Z[ε1/2] = -H [ε1/2]f [ε1/2],

et

-d[ε1/2] ζ[ε1/2] +-c[ε1/2]Z[ε1/2] = -h[ε1/2]f [ε1/2], (3.16)



sont équivalentes. En particulier, cette dernière est vérifiée pour les séries formelles
ζ[ε1/2] et Z[ε1/2] solutions du théorème 2.10.

En appliquant alors l’équation (3.13) à la série formelle ζ[ε1/2] , l’équation (3.14)
à la série formelle f [ε1/2] et l’équation (3.15) à la série formelle Z[ε1/2] , et en
additionnant les équations ainsi obtenues on trouve, compte tenu de la définition
3.5 de la série formelle Φ[ε1/2] , qu’on a les relations{

L [ε1/2]Φ[ε1/2] = 0,

B[ε1/2]Φ[ε1/2] = 0,

ce qui montre (3.11). De même, on a la relation

Φ[ε1/2]
∣∣
R=0

+ v[ε1/2]
∣∣
Γ0

+W [ε1/2]
∣∣
Γ0

− -d[ε1/2] ζ[ε1/2] + -h[ε1/2]f [ε1/2] −-c[ε1/2]Z[ε1/2] = 0,

compte tenu des relations

v[ε1/2] = V [ε1/2] ζ[ε1/2] et W [ε1/2] = V [ε1/2]Z[ε1/2].

L’équation (3.16) montre alors (3.12)

Ceci termine la preuve du théorème.

3.3 Comparaison avec les modèles 2D admissibles

Avant d’utiliser le théorème 3.7 pour construire un développement asymptotique
de la solution des équations tridimensionnelles, on étudie ici les premiers termes
des séries formelle v[ε1/2] , W [ε1/2] et Φ[ε1/2] , en les comparant avec les termes
constituant le développement asymptotique de la solution des équations liées à un
problème 2D admissible.

Proposition 3.8 Soient v[ε1/2] , W [ε1/2] et Φ[ε1/2] les séries formelles données
par les définitions 3.1, 3.3 et 3.5. Alors les premiers termes de ces séries s’écrivent

v[ε1/2] = ζ0 + ε1/2ζ1/2 + O(ε), (3.17)

W [ε1/2] =


WT [ε1/2] = ε1/2(Z

1/2
T − x3∂TZ

0
3) +O(ε),

Ws[ε
1/2] = ε1/2Z

1/2
s +O(ε),

W3[ε
1/2] = Z0

3 + ε1/2Z
1/2
3 +O(ε),

(3.18)

et

Φ[ε1/2] = εΦ1 + O(ε3/2), (3.19)



où, si ζ ′[ε1/2] et Z ′[ε1/2] est la solution du problème en séries formelles (2.53) du
corollaire 2.12, on a

ζ0 = ζ ′0, ζ1/2 = ζ ′1/2 et Z0 = Z ′0,

ainsi que
Z

1/2
T = Z ′

T
1/2 et Z1/2

s = Z ′
s
1/2.

Preuve. D’après la proposition 2.11 et le corollaire 2.12, les premiers termes des
séries formelles ζ[ε1/2] et Z[ε1/2] vérifient ζ0 = ζ ′0 , ζ1/2 = ζ ′1/2 , Z0 = Z ′0 ,

Z
1/2
T = Z ′

T
1/2 et Z

1/2
s = Z ′

s
1/2 . Remarquons qu’en revanche, les termes Z

1/2
3 et

Z ′1/2
3 sont distincts.

La série formelle v[ε1/2] s’écrit par définition

v[ε1/2] = V [ε1/2]ζ[ε1/2] +Q[ε1/2]f [ε1/2].

On a donc v[ε1/2] =
∑

k≥0 ε
k/2vk/2 , avec

∀k ≥ 0, vk/2 =
k∑

�=0

V �/2ζ(k−�)/2 +
k∑

�=0

Q�/2f (k−�)/2.

En utilisant le fait que V 1/2 = 0 , que V 0 = I l’injection canonique, et que
Q�/2 = 0 pour H = 0, 1, 2, 3 , on trouve que v0 = ζ0 et v1/2 = ζ1/2 , ce qui montre
l’équation (3.17).

D’autre part, on a d’après la définition 3.3,

W [ε1/2] = V [ε1/2]Z[ε1/2], (3.20)

avec V [ε1/2] =
∑

k≥0 ε
k/2Vk/2 la série formelle obtenue par le changement de va-

riable (r, s) �→ (T, s) dans la série V [ε] . Or, puisque V 0 = I , on a aussi V0 = I ,
où cette fois, I désigne l’injection canonique

I : C∞(
∂S0,T(R+)

)
→ C

∞(
I × ∂S0,T(R+)

)
.

D’autre part, les majorations des ordres des opérateurs V k et le fait que{
V 1
σ z = −x3θσ(z),

V 1
3 z = −x3pγ

α
α(z),

avec p = λ(λ + 2µ)−1 , θσ(z) = Dσz3 + bασzα et γα
α(z) = Dαzα − bααz3 montrent

qu’on a 
V1/2
T Z = −x3∂TZ3,

V1/2
s Z = 0,

V1/2
3 Z = −x3p∂TZT .



Or d’après l’équation (3.20), on a

W 0 = V0Z0 et W 1/2 = V0Z1/2 + V1/2Z0,

et le fait que Z0 = (0, 0, Z3) montre alors l’équation (3.18).

Enfin, d’après la définition 3.5, on a

Φ[ε1/2] := Ψ[ε1/2] ζ[ε1/2] + Θ[ε1/2]f [ε1/2] +ψ[ε1/2]Z[ε1/2].

Or, on a vu dans le théorème 1.4 que les termes Ψ0 , Ψ1/2 , Ψ1 , Θ0 , Θ1/2 et Θ1

étaient tous nuls. Il suffit donc, pour montrer l’équation (3.19) de montrer que la
série

ϕ[ε1/2] := ψ[ε1/2]Z[ε1/2] (3.21)

vérifie ϕ0 = ϕ1/2 = 0 . Or rappelons qu’on a

Ψ[ε1/2] = εΨ1 +
∑
k≥2

εkΨk,

où d’après l’équation (1.17) on a
Ψ1

Rz =
(
pγα

α(z)
∣∣
∂S0

)
ϕ1

R,

Ψ1
sz =

(
θs(z)

∣∣
∂S0

)
ϕ1

s,

Ψ1
3z =

(
pγα

α(z)
∣∣
∂S0

)
ϕ1

3,

avec ϕ1 un élément de C∞(
∂S0,H(Σ+)

)
, et où les opérateurs Ψk admettent des

décompositions (1.25). En particulier, pour k ≥ 2 , les opérateurs Ψk sont “d’ordre
k ” au sens où les opérateurs P k

j de la décomposition (1.25) sont d’ordre k , et ils

n’interviennent donc pas dans le calcul de l’opérateur ψ1/2 .

D’après l’équation (3.5) définissant la série formelle ψ[ε1/2] , et les équations précé-
dentes, on trouve donc que

ψ0 = 0, et


ψ

1/2
T Z =

(
p∂TZT

∣∣
T=0

)
ϕ1

R,

ψ
1/2
s Z = 0,

ψ
1/2
3 Z =

(
p∂TZT

∣∣
T=0

)
ϕ1

3.

Or on a d’après l’équation (3.21)

ϕ0 = ψ0Z0 et ϕ1/2 = ψ1/2Z0 +ψ0Z1/2.

On a donc ϕ0 = 0 , et le fait que Z0
σ = 0 montre alors que ϕ1/2 = 0 , ce qui montre

l’équation (3.19).

Ceci termine la preuve de la proposition.

Remarque 3.9 D’après la remarque 2.13, les premiers termes ζ0 , ζ1/2 , Z0
3 et



Z
1/2
σ intervenant dans le développement de la série formelle w[ε1/2] sont aussi com-

muns à la solution
(
ζ̃[ε1/2], Z̃[ε1/2]

)
du problème en série formelle (2.53) associé au

modèle 2D en carte K̃(ε) (voir la définition 2.8 du chapitre IV).

4 Développement asymptotique 3D

On s’intéresse au déplacement tridimensionnel shifté wε qui est la solution des
équations 

Lwε = −f ε dans Ωε,

Bwε = 0 sur Γε
−+
,

wε = 0 sur Γε
0,

où les opérateurs L et B sont définis par les équations (2.20) et (2.21) du chapitre
II. Rappelons qu’afin d’étudier le comportement en ε de ce déplacement, on a
effectué le changement d’échelle εx3 = h et on a associé à wε le champ w(ε) sur
la variété Ω = S × (−1, 1) . Ce champ de 1-formes vérifie alors les équations

L(ε)w(ε) = −f ε(ε) dans Ω,

B(ε)w(ε) = 0 sur Γ−+,

w(ε) = 0 sur Γ0,

(4.1)

où les opérateurs L(ε) et B(ε) sont donnés par l’équation (2.22) du chapitre II,
et où f ε(ε) désigne le champ de 1-forme f ε après changement d’échelle (voir
l’hypothèse 4.2 du chapitre II).

Dans cette section, on montre l’existence d’un développement asymptotique du
champ w(ε) . Dans un premier temps, on définit ce développement asymptotique,
puis on montre une estimation grossière entre la solution et les sommes partielles
de ce développement. Comme dans le chapitre V, on utilise alors ces estimations
grossières pour obtenir des estimations optimales. Le résultat est aussi du même
type pour le déplacement shifté w(ε) et pour le déplacement non shifté u(ε) défini
par l’équation

u(ε) = µ[ε]
(
w(ε)

)
,

où µ[ε] est le shifter après changement d’échelle (voir l’équation (2.17) du chapitre
II). En utilisant alors les résultats du chapitre V et le résultat de la proposition
3.8, on peut estimer la différence entre la solution 3D et la solution d’un modèle 2D
admissible.



4.1 Proposition de développement

Les séries formelles v[ε1/2] , W [ε1/2] et Φ[ε1/2] ont des coefficients qui n’appar-
tiennent pas aux mêmes espaces. La somme de ces coefficients n’a donc pas de sens
en dehors du bord Γ0 . On définit alors les sommes partielles suivantes :

Définition 4.1 Soit χ(r) la fonction de troncature de la définition 3.1 du chapitre
V, et soient v[ε1/2] , W [ε1/2] et Φ[ε1/2] les séries formelles des définitions 3.1, 3.3 et
3.5 construites à partir de la solution

(
ζ[ε1/2],Z[ε1/2]

)
du problème réduit, fournie

par le théorème 2.10. Si N ∈ N , alors on pose

w[N ](ε)(x1, x2, x3) :=

N∑
k=0

εk/2
(
vk/2(x1, x2, x3) + χ(r)W k/2(ε−1/2r, s, x3) + χ(r)Φk/2(ε−1r, s, x3)

)
, (4.2)

ce qui définit un élément H1(Ω)3 . On a alors

w[N ](ε) = v[N ](ε) + χ(r)W [N ](ε) + χ(r)Φ[N ](ε), (4.3)

avec

v[N ](ε) =
N∑

k=0

εk/2vk/2, W [N ](ε) =
N∑

k=0

εk/2W k/2 et Φ[N ](ε) =
N∑

k=0

εk/2Φk/2.

Le champs de 1-forme (4.2) vaut donc

N∑
k=0

εk/2vk/2(x1, x2, x3)

hors du support de χ , et

N∑
k=0

εk/2
(
vk/2(r, s, x3) + χ(r)W k/2(ε−1/2r, s, x3) + χ(r)Φk/2(ε−1r, s, x3)

)
dans le système de coordonnées (r, s, x3) au voisinage du bord. L’équation (3.12)
implique alors que pour tout N ∈ N ,

w[N ](ε)
∣∣
Γ0

= 0, soit w[N ](ε) ∈ V (Ω),

où V (Ω) est l’espace variationnel

V (Ω) =
{
u ∈ H1(Ω)3 | u

∣∣
Γ0

= 0
}



associé au problème tridimensionnel (voir le chapitre I).

Le but de cette section est donc de trouver des estimations de la différence entre
le champ de 1-formes w(ε) solution des équations (4.1) et le champ w[N ](ε) .

Dans la suite, on note bε la forme bilinéaire définie sur V (Ωε) par la formule

bε(w,v) :=

∫
Ωε

Aijk�γk�

(
µ(h)(w)

)
γij

(
µ(h)(v)

)
dV, (4.4)

où µ(h) est l’application issue du shifter définie par l’équation (1.14) du chapitre
II. On note alors b(ε) la forme bilinéaire sur l’espace V (Ω) associée à bε après le
changement de variable h = εx3 . Il est clair d’après l’équation (4.4) que la forme
bilinéaire b(ε) est la forme bilinéaire associée à l’opérateur

(
L(ε),B(ε)

)
.

Cherchons maintenant une inégalité de Korn vérifiée par la forme bilinéaire b(ε) .
Pour cela, on remarque tout d’abord que le champ de tenseurs Aijk� après change-
ment d’échelle est défini positif uniformément en ε pour ε assez petit sur l’espace
des champs de tenseurs 2 fois covariants et symétriques : ceci est dû au fait que les
coefficients de la métrique aij(ε) dépendent de manière continue en ε et tendent
vers la métrique aij(0) qui est définie positive sur la variété Ω .

D’autre part, on a l’inégalité suivante, valable quelle que soit la géométrie de la
surface S0 , et dont on trouvera une démonstration dans la section 4 de [14] :

∀w ∈ V (Ω), ‖w‖
H1(Ω)3

≤ ε−1C‖γij(xα, ε x3; Dα, ε
−1∂3)(w)‖

L2(Ω)
, (4.5)

où C est une constante indépendante de ε , et où l’opérateur γij(xα, ε x3; Dα, ε
−1∂3)

est défini à partir de l’opérateur γij(xα, h; Dα, ∂h) après changement d’échelle.

D’autre part, rappelons qu’on note µ[ε] l’opérateur correspondant à l’opérateur
µ(h) après changement d’échelle

µ[ε](w) =

wσ − εx3b
α
σ(x1, x2)wα,

w3

(4.6)

(µ[ε] est polynomial en ε , et on le confond donc avec la série formelle qui lui
est associée). L’opérateur µ[ε] envoie l’espace V (Ω) sur lui-même. De plus, cet
opérateur est inversible dépend de manière continue de ε , avec une limite encore
inversible. On en déduit donc qu’on a pour tout w

c‖w‖
H1(Ω)3

≤ ‖µ[ε](w)‖
H1(Ω)3

≤ C‖w‖
H1(Ω)3

, (4.7)

où c et C sont des constantes indépendantes de ε . En définitive, grâce aux
équations (4.5), (4.7) et à la définition de b(ε) , on trouve l’équation suivante :

∀w ∈ V (Ω), ‖w‖2

H1(Ω)3
≤ ε−2C0b(ε)(w,w), (4.8)

où C0 est une constante indépendante de ε .



4.2 Validation

On montre tout d’abord une estimation grossière de la différence, en utilisant l’iné-
galité (4.8).

Lemme 4.2 Avec les notations de la sous-section précédente, on a l’estimation

‖w(ε) −w[N ](ε)‖
H1(Ω)3

≤ CεN/2−4. (4.9)

Preuve. On étudie successivement les 3 termes qui constituent w[N ](ε) en
utilisant le théorème 3.7.

Soit u un élément de V (Ω) . D’après l’équation (3.9), la série formelle v[ε1/2] =∑
k≥0 ε

k/2vk/2 vérifie les équations{
L[ε1/2]v[ε1/2] = −f [ε1/2],

B[ε1/2]v[ε1/2] = 0.

Compte tenu du fait que l’opérateur
(
L(ε),B(ε)

)
est d’ordre −2 en ε , on en

déduit donc, après intégration par parties, que

b(ε)
(
w[N ](ε),u

)
= O(ε(N−3)/2)‖u‖

H1(Ω)3
. (4.10)

Considérons maintenant le terme χ(r)W [N ](ε) . Compte tenu du fait que le support
de la fonction ∂rχ(r) est un intervalle compact à une distance strictement positive
et indépendante de ε du bord ∂S0 , on a∣∣∣b(ε)(χ(r)W [N ](ε),u

)
− b(ε)

(
W [N ](ε), χ(r)u

)∣∣∣ ≤ Ce−β/
√
ε‖u‖

H1(Ω)3
,

où η1 > β > 0 (voir l’équation (1.27) du chapitre V). Ceci est dû au fait que
les termes de couches limites 2D sont exponentiellement décroissants en r/

√
ε . De

plus, d’après l’équation (3.10), la série formelle W [ε1/2] vérifie les équations{
L[ε1/2]W [ε1/2] = 0,

B[ε1/2]W [ε1/2] = 0,

où les opérateurs L[ε1/2] et B[ε1/2] se déduisent des opérateurs L[ε1/2] et B[ε1/2]
après le changement de variable (r, s, x3) �→ (T, s, x3) . Or on a

b(ε)
(
W [N ](ε)(ε−1/2r, s, x3), χ(r)u(r, s, x3)

)
= ε1/2b̆(ε)

(
W [N ](ε)(T, s, x3), χ(ε1/2T )u(ε1/2T, s, x3)

)
,

où b̆(ε) est la forme bilinéaire associée à l’opérateur
(
L(ε),B(ε)

)
défini en (3.8) sur

la variété I × S̆ . En utilisant le fait que l’opérateur
(
L(ε),B(ε)

)
a une puissance



de démarrage égale à −2 , on a

b̆(ε)
(
W [N ](ε)(T, s, x3), χ(ε1/2T )u(ε1/2T, s, x3)

)
= O(ε(N−3)/2)‖χ(ε1/2T )u(ε1/2T, s, x3)‖H1(I×S̆)3

.

Or on a

‖χ(ε1/2T )u(ε1/2T, s, x3)‖H1(I×S̆)3
≤ Cε−1/4‖u‖

H1(Ω)3
.

On en déduit donc que

b(ε)
(
χ(r)W [N ](ε),u

)
= O(εN/2−7/4)‖u‖

H1(Ω)3
. (4.11)

Enfin, pour le terme χ(r)Φ[N ](ε) , on a comme précédemment∣∣∣b(ε)(χ(r)Φ[N ](ε),u
)
− b(ε)

(
Φ[N ](ε), χ(r)u

)∣∣∣ ≤ Ce−β′/ε‖u‖
H1(Ω)3

,

où β′ > 0 est une constante indépendante de ε et strictement inférieure au plus
petit des exposants de Papkovich-Fadle. De plus, on a

b(ε)
(
Φ[N ](ε)(ε−1r, s, x3), χ(r)u(r, s, x3)

)
= ε b(ε)

(
Φ[N ](ε)(R, s, x3), χ(εR)u(εR, s, x3)

)
,

où b est la forme bilinéaire associée à l’opérateur
(
L (ε),B(ε)

)
sur la variété

∂S0 × Σ+ . Or la série formelle Φ[ε1/2] vérifie les équations{
L [ε1/2]Φ[ε1/2] = −f [ε1/2],

B[ε1/2]Φ[ε1/2] = 0.

On trouve donc

b(ε)
(
Φ[N ](ε), χ(r)u

)
= O(ε(N−1)/2)‖χ(r)u(εR, s, x3)‖H1(∂S0×Σ+)3

,

et compte tenu de la relation

‖χ(r)u(εR, s, x3)‖H1(∂S0×Σ+)3
≤ Cε−1/2‖u‖

H1(Ω)3
,

on trouve donc que

b(ε)
(
χ(r)Φ[N ](ε),u

)
= O(ε(N−2)/2)‖u‖

H1(Ω)3
. (4.12)

En définitive, les équations (4.10), (4.11) et (4.12) montrent que

∀u ∈ V (Ω), b(ε)
(
w[N ](ε),u

)
= O(εN/2−7/4)‖u‖

H1(Ω)3
.

Le fait que w[N ](ε) appartienne à l’espace V (Ω) et l’inégalité (4.8) montrent alors
le résultat.



Comme dans le chapitre V, on se sert de cette proposition pour trouver des
estimations optimales. Pour cela, il est nécessaire de contrôler la normes des termes
présents dans le développement en fonction de ε . On regroupe ces résultats dans
le lemme suivant :

Lemme 4.3 Soient v[ε1/2] , W [ε1/2] et Φ[ε1/2] les séries formelles des définition
3.1, 3.3 et 3.5, et soit χ la fonction de troncature de la définition 3.1 du chapitre
V. En notant v

k/2
i , W

k/2
i et Φ

k/2
i les composantes des termes apparaissant dans

les développements des séries formelles, on a pour tout k ≥ 0 , les estimations
suivantes : tout d’abord

‖vk/2
i ‖

H1(Ω)
≤ C,

et d’autre part

‖χW
k/2
i ‖

L2(Ω)
≤ C ε1/4,

‖χW
k/2
i ‖

H1(Ω)
≤ C ε−1/4,

et
‖χΦ

k/2
i ‖

L2(Ω)
≤ C ε1/2,

‖χΦ
k/2
i ‖

H1(Ω)
≤ C ε−1/2,

(4.13)

où les constantes C présentes dans les inégalités sont indépendantes de ε .

Preuve. Il s’agit de simples changements de variables dans les intégrales, en uti-
lisant le fait que les termes W

k/2
i

(
ε−1/2r, s, x3

)
sont exponentiellement décroissants

en T = ε−1/2r uniformément en s et en x3 , et le fait que les termes ϕ
k/2
i

(
ε−1r, s, x3

)
sont exponentiellement décroissants en R = ε−1r uniformément en s et en x3 .

On peut alors montrer les estimations suivantes :

Théorème 4.4 Soit w(ε) le champ de 1-forme sur la variété Ω solution shiftées
des équations tridimensionnelles après changement d’échelle, et soit w[N ](ε) le
champ de 1-forme de la définition 4.1. Alors on a pour tout N ≥ 0 ,

‖w(ε) −w[N ](ε)‖
H1(Ω)3

≤ CεN/2. (4.14)

Preuve. Soit N ≥ 0 . Considérons le terme w[N+10](ε) . D’après l’estimation
(4.9), on a

‖w(ε) −w[N+10](ε)‖
H1(Ω)3

≤ CεN/2+1,

d’où

‖w(ε) −w[N ](ε)‖
H1(Ω)3

≤
N+10∑
k=N+1

εk/2
(
‖vk/2‖

H1(Ω)3
+ ‖χW k/2‖

H1(Ω)3
+ ‖χΦk/2‖

H1(Ω)3

)
+ CεN/2+1.

En utilisant alors le lemme 4.3, on trouve le résultat.

De même, le lemme 4.2 permet d’estimer la différence entre w(ε) et la solution
du modèle de membrane :



Proposition 4.5 Soit w(ε) la solution shiftée des équations tridimensionnelles
après le changement d’échelle, et soit ζ0 le générateur 2D solution de l’équation M(ζ0) =

1

2

∫ 1

−1

f 0 dx3,

ζσ
∣∣
∂S0

= 0.
(4.15)

Alors on a les estimations

‖w(ε) −I ζ0‖
H1(Ω)3

≤ Cε−1/4,

‖w(ε) −I ζ0‖
H1(Ω)2×L2(Ω)

≤ Cε1/4,
(4.16)

où I est le plongement canonique des générateurs 2D dans l’espace des champs de
1-formes 3D.

Preuve. L’estimation en norme H1(Ω) est une conséquence du théorème précédent
et de la proposition 3.8.

D’autre part, le lemme 4.2 montre qu’on a l’estimation

‖w(ε) −w[N ](ε)‖
H1(Ω)2×L2(Ω)

≤ CεN/2−4,

compte tenu du fait que la norme L2(Ω) est majorée par la norme H1(Ω) . En
faisant un raisonnement similaire à celui de la démonstration du théorème 4.4, la
proposition 3.8 donne le résultat.

Enfin, on peut revenir à la solution u(ε) des équations 3D définie par

u(ε) = µ[ε]
(
w(ε)

)
=

wσ(ε) − εx3b
α
σ(x1, x2)wα(ε),

w3(ε).
(4.17)

On a alors le théorème suivant :

Théorème 4.6 Soit u(ε) le champ de 1-formes solution des équations tridimen-
sionnelles. Alors il existe une série formelle ṽ[ε1/2] =

∑
k≥0 ε

k/2ṽk/2 à coefficients

ṽk/2(x1, x2, x3) ∈ C∞(
I,Γ(T1S0) × C∞(S0)

)
,

une série W̃ [ε1/2] :=
∑

k≥0 ε
k/2W̃ k/2 à coefficients

W̃ k/2(T, s, x3) ∈ C∞(
I × ∂S0,T(R+)

)
,

et une série Φ̃[ε1/2] =
∑

k≥0 ε
k/2Φ̃k/2 à coefficients

Φ̃k/2(R, s, x3) ∈ C∞(
∂S0,H(Σ+)

)
,



dont les premiers termes s’écrivent

ṽ[ε1/2] = ζ0 + ε1/2ζ1/2 + O(ε), (4.18)

W̃ [ε1/2] =


W̃ T [ε1/2] = ε1/2(Z

1/2
T − x3∂TZ

0
3) +O(ε),

W̃ s[ε
1/2] = ε1/2Z

1/2
s +O(ε),

W̃ 3[ε
1/2] = Z0

3 + ε1/2Z
1/2
3 +O(ε),

(4.19)

et

Φ̃[ε1/2] = ε Φ̃1 + O(ε3/2), (4.20)

où, si ζ ′[ε1/2] et Z ′[ε1/2] est la solution du problème en séries formelles (2.53) du
corollaire 2.12, on a

ζ0 = ζ ′0, ζ1/2 = ζ ′1/2 et Z0 = Z ′0,

ainsi que
Z

1/2
T = Z ′

T
1/2 et Z1/2

s = Z ′
s
1/2,

et telles que les sommes partielles

u[N ](ε) :=
N∑

k=0

εk/2
(
ṽk/2 + χW̃ k/2 + χΦ̃k/2

)
définies pour tout N ≥ 0 vérifient l’estimation

‖u(ε) − u[N ](ε)‖
H1(Ω)3

≤ CεN/2. (4.21)

De même, si ζ0 est la solution du problème (4.15), alors on a

‖u(ε) −I ζ0‖
H1(Ω)3

≤ Cε−1/4,

‖u(ε) −I ζ0‖
H1(Ω)2×L2(Ω)

≤ Cε1/4.
(4.22)

Preuve. On définit tout d’abord l’action de l’opérateur µ[ε] sur les séries
formelles W [ε1/2] et Φ[ε1/2] en développant les coefficients bασ(ε1/2T, s) en T = 0
et bασ(εR, s) en R = 0 . On définit alors naturellement les séries formelles ṽ[ε1/2]
W̃ [ε1/2] et Φ̃[ε1/2] .

Puisque le shifter diffère de l’identité par un terme d’ordre 1 en ε et d’ordre de
dérivation 0, il est clair que les séries ainsi obtenues ont les mêmes termes d’ordres
0 et 1 en ε1/2 que les séries v[ε1/2] , W [ε1/2] et Φ[ε1/2] .

Enfin, les estimations pour w(ε)−wN(ε) entrâınent des estimations similaires pour
u(ε) − uN(ε) , et on en déduit ainsi le théorème.

On retrouve ainsi le résultat de convergence obtenu dans [12]. De plus, l’équation
(4.22) est une amélioration des estimations de C. Mardare (voir [40]) obtenues à
l’aide de l’introduction de correcteurs.



4.3 Comparaison avec les modèles 2D admissibles

Dans cette sous-section, on utilise les résultats de la proposition 3.8 et les résultats
du chapitre V pour comparer la solution u(ε) des équations 3D après changement
d’échelle, et la solution z(ε) d’un modèle 2D admissible. Rappelons qu’on note f 0

le premier terme du développement du champ de 1-forme f ε(ε) (voir l’hypothèse
4.2 du chapitre II).

Proposition 4.7 Soit w(ε) la solution shiftée des équations tridimensionnelles
après le changement d’échelle, soit u(ε) la solution 3D correspondante, et soit
z(ε) la solution du système K(ε)z(ε) = 1

2

∫ 1

−1
f 0 dx3 dans S0,

-δ0z(ε) = 0 sur ∂S0,
(4.23)

où K(ε) est un modèle 2D admissible, et où -δ0 est défini par l’équation

-δ0z =
(
zr, zs, z3, ∂rz3

)∣∣
∂S0

.

Alors on a les estimations

‖w(ε) −I z(ε)‖
H1(Ω)3

≤ Cε1/4,

‖w(ε) −I z(ε)‖
H1(Ω)2×L2(Ω)

≤ Cε1/4,

‖w(ε) −I z(ε)‖
L2(Ω)3

≤ Cε1/2,

(4.24)

pour le déplacement shifté, et

‖u(ε) −I z(ε)‖
H1(Ω)3

≤ Cε1/4,

‖u(ε) −I z(ε)‖
H1(Ω)2×L2(Ω)

≤ Cε1/4,

‖u(ε) −I z(ε)‖
L2(Ω)3

≤ Cε1/2,

(4.25)

pour le déplacement 3D.

Preuve. La démonstration est claire à partir de la proposition 3.8 en utilisant les
mêmes méthodes que dans la démonstration du théorème 4.4, et en utilisant le fait
que les résultats du chapitre V donnent un développement asymptotique complet
de I z(ε) ∈ C∞(

I,Γ(T1S0) × C∞(S0)
)
.

En particulier, on retrouve le fait que le déplacement tridimensionnel et la solu-
tion du modèle de Koiter convergent vers la même solution lorsque ε tend vers 0 ,
ce qui constitue le résultat figurant dans [13] pour le cas où la surface moyenne de
la coque est elliptique.

Comme conséquence de la proposition précédente et des estimations (3.16) du
chapitre V, on a le corollaire suivant :



Corollaire 4.8 La différence entre deux solutions z(ε) et z′(ε) des systèmes (4.23)
associés à deux modèles 2D admissibles différents K(ε) et K ′(ε) approchent la
solution tridimensionnelle u(ε) avec le même taux d’erreur en ε .

Ainsi, les différents modèles 2D ont tous les mêmes performances dans l’approxi-
mation de la solution 3D dans le cas des coques elliptique.

Remarque 4.9 Tous ces résultats sont encore valables pour le modèle en carte,
lorsque la surface moyenne S0 est déterminée par une unique carte locale. Les
estimations d’erreurs sont alors identiques. En particulier, la solution du modèle en
carte et la solution d’un modèle 2D admissible approchent la solution u(ε) avec la
même estimation.

La présence du terme −x3∂TZ
0
3 dans le développement de W [ε1/2] et W̃ [ε1/2]

limite les performances des modèles 2D admissibles. Afin de le prendre en compte,
on pose la définition suivante (voir [38, 39]) :

Définition 4.10 Soit K(ε) un modèle 2D admissible, et z(ε) la solution du
système (4.23) associé. On appelle déplacement de Kirchhoff-Love associé à z(ε) le
champ de 1-forme défini par l’équation

UKL
(
z(ε)

)
:=

zσ(ε) − εx3

(
∂σz3(ε) + 2bασzα(ε)

)
,

z3(ε),
(4.26)

où bασ désigne la seconde forme fondamentale de la surface moyenne S0 .

D’après l’équation (4.2) du chapitre I, on a pour tout déplacement de Kirchhoff-
Love, l’équation

γα3(xα, ε x3; Dα, ε
−1∂3)U

KL
(
z(ε)

)
= O(ε). (4.27)

La proposition 3.8 permet alors de montrer le résultat suivant :

Proposition 4.11 Soit u(ε) la solution des équations tridimensionnelles, et soit
K(ε) un modèle 2D admissible. Alors si z(ε) désigne la solution du système (4.23),
on a

‖u(ε) −UKL
(
z(ε)

)
‖

H1(Ω)2×L2(Ω)
≤ Cε3/4. (4.28)

L’estimation (4.28) est encore valable pour le déplacement w(ε) . De plus,
ce résultat est encore vrai pour le modèle 2D en carte lorsque la surface S est
déterminée par une unique carte locale. Enfin, on a la même estimation pour le
déplacement zσ(ε) − εx3∂σz3(ε),

z3(ε),



construit à partir du déplacement z(ε) solution du problème 4.23 associé à un
modèle 2D. Ces estimations améliorent les résultats figurant dans [39].

4.4 Estimations en norme d’énergie

Sur la coque physique Ωε , on considère la norme d’énergie

‖u‖
E

:=

(∫
Ωε

Aijk�eij(u)ek�(u)dt

)1/2

, (4.29)

où {ti} est un système de coordonnées euclidiennes de R
3 , où Aijk� est le tenseur

de rigidité, et où eij(u) = 1
2
(∂iuj +∂jui) avec ∂i la dérivée par rapport à la variable

ti .

Après changement de variables pour passer dans un système de coordonnées
normales, on a aussi

‖u‖
E

:=

(∫
Ωε

Aijk�(h)γij(h)(u)γk�(h)(u)dy

)1/2

, (4.30)

où (yα, y3 = h) est un système de coordonnées normales sur la coque. Dans ce
système de coordonnées, le tenseur de rigidité s’écrit

Aijk�(h) = λgij(h)gk�(h) + µ
(
gik(h)gj�(h) + gi�(h)gjk(h)

)
,

où gij(h) est l’inverse du tenseur métrique. Les composantes du tenseur des défor-
mations s’écrivent (voir les équations (4.2) du chapitre I)

γ33(h)(u) = ∂ε
3u3,

γα3(h)(u) = 1
2
(∂αu3 + ∂ε

3uα) + bβα(h)uβ,

γαβ(h)(u) = 1
2
(Dh

αuβ + Dh
βuα) − bαβ(h)u3.

Dans le but d’obtenir des estimations d’erreurs dans la norme d’énergie, le lemme
suivant récapitule les ordres de grandeur des différents termes apparaissant dans
le développement asymptotique du déplacement. Dans toute la suite, l’expression
O(εp) représente une quantité d’ordre εp : si g = O(εp) , alors on a

cεp ≤ g ≤ Cεp

pour deux constantes non nulles c et C . La notation g ≤ O(εp) signifie qu’on a
juste l’inégalité g ≤ Cεp .



Lemme 4.12 On a les estimations suivantes :

(i) Soient ζ(xα) un générateur 2D et v(xα, x3) un champ de 1-formes sur la variété
Ω . Ces deux éléments définissent des champs de 1-formes ζ(xα) et v(xα, ε

−1h) sur
la variété Ωε dont on note ζi et vi les composantes dans un système de coordonnées
normales. Alors on a les estimations :

‖ζi‖L2(Ωε)
= O(ε1/2) et ‖∂αζi‖L2(Ωε)

= O(ε1/2), (4.31)

ainsi que les estimations

‖vi‖L2(Ωε)
= O(ε1/2), ‖∂αvi‖L2(Ωε)

= O(ε1/2) et ‖∂hvi‖L2(Ωε)
= O(ε−1/2).

(4.32)

(ii) Soient Z(ε−1/2r, s) un terme de couche limite 2D indépendant de x3 , et soit
W (ε−1/2r, s, x3) un terme de couche limite 2D dépendant de x3 . Si χ(r) est une
fonction de troncature, alors les termes χ(r)Z(ε−1/2r, s) et χ(r)W (ε−1/2r, s, ε−1h)
définissent des champs de 1-formes sur Ωε , et on a les estimations

‖χZi‖L2(Ωε)
= O(ε3/4) et ‖∂αχZi‖L2(Ωε)

= O(ε1/4) (4.33)

ainsi que les estimations

‖χWi‖L2(Ωε)
= O(ε3/4), ‖∂αχWi‖L2(Ωε)

= O(ε1/4) et ‖∂hχWi‖L2(Ωε)
= O(ε−1/4).

(4.34)

(iii) Soit Φ(ε−1r, s, x3) un terme de couche limite 3D sur la variété Ω . Alors
l’éléments χ(r)Φ(ε−1r, s, ε−1h) définit un champ de 1-formes sur Ωε , et on a les
estimations

‖χΦi‖L2(Ωε)
= O(ε) et ‖∂jχΦi‖L2(Ωε)

= O(1), (4.35)

où ∂j représente ∂α ou ∂h .

Preuve. Il s’agit de simple changements de variables dans les intégrales. La
présence de la fonction de troncature ne joue aucun rôle en raison des propriétés de
décroissance exponentielle des termes de couches limites.

Afin de donner des estimations dans la norme d’énergie, il convient de détailler
le développement asymptotique de la solution uε . D’après le théorème 4.6 et les
estimations du lemme précédent, il existe un développement asymptotique en puis-
sances de ε1/2 du déplacement uε comportant les termes

ṽk/2(x1, x2, ε
−1h)



de classe C∞ sur Ωε , des termes de couches limites 2D de classe C∞

χ(r)W̃ k/2(ε−1/2r, s, ε−1h)

exponentiellement décroissants en T = ε−1/2r , et des termes de couches limites 3D

χ(r)Φ̃k/2(ε−1r, s, ε−1h)

exponentiellement décroissants en ε−1r et concentrant la singularité de la solution
lié aux arêtes de la coque. Tous ces termes proviennent des termes figurant dans le
théorème 4.6 après changement d’échelle pour passer de la variété Ω à la variété
Ωε .

Dans un premier temps, nous allons déterminer précisément les termes précé-
dents pour k = 0, 1 et 2 . Rappelons que ces termes sont construits à partir
de deux séries formelles ζ[ε1/2] et Z[ε1/2] déterminées par le théorème 2.10. La
proposition suivante précise la proposition 3.8 :

Proposition 4.13 Soient v[ε1/2] , W [ε1/2] et Φ[ε1/2] les séries formelles données
par les définitions 3.1, 3.3 et 3.5, et soient ζ[ε1/2] =

∑
k≥0 ε

k/2ζk/2 et Z[ε1/2] =∑
k≥0 ε

k/2Zk/2 les séries formelles déterminées par le théorème 2.10. Alors on a

v0 = ζ0, v1/2 = ζ1/2, et v1 = ζ1 + V 1ζ0 =

{
ζ1
σ − x3(Dσζ

0
3 + bασζ

0
α),

ζ1
3 − x3pγ

α
α(ζ0),

(4.36)

et en coordonnées (r, s, x3)

W 0 =

 0
0
Z0

3

 , W 1/2 =

Z
1/2
T −x3∂TZ

0
3

Z
1/2
s

Z
1/2
3

 (4.37)

et

W 1 =

 Z1
T −x3∂TZ

1/2
3

Z1
s −x3∂sZ

0
3

Z1
3 −x3p∂TZ

1/2
T + x3pb

α
α(0, s)Z0

3 +
x2
3

2
p∂TTZ

0
3

 (4.38)

où bαα(0, s) désigne la courbure de la surface moyenne S0 le long du bord r = 0 . En-
fin les deux termes Φ0 et Φ1/2 sont nuls tandis que le terme Φ1 est génériquement
non nul.

Preuve. L’équation (4.36) découle directement de la définition 3.1 de la série
formelle v[ε1/2] . Les équations (4.37) sont des conséquences de la proposition 3.8,
de même que les propriétés des termes Φk/2 pour k = 0, 1 et 2 .



Il suffit donc de montrer l’équation (4.38). D’après la définition 3.3, on a

W 1 = V0Z1 + V1/2Z1/2 + V1Z0. (4.39)

D’autre part, d’après l’équation (3.4), on a

V0 = V0,0, V1/2 = V0,1/2 + V1,−1/2 et V1 = V0,1 + V1,0 + V2,−1.

Rappelons que les opérateurs Vk,n/2 sont déterminés par la formule (3.1) à partir
du développement des opérateurs V k dans le système de coordonnées (T, s, x3) .
En particulier, V0 = V0,0 est l’opérateur identité, tandis que V0,n/2 = 0 pour tout
n ≥ 1 . Compte tenu du fait que γα

α(z) = Dαzα − bααz3 , on rappelle qu’on a

V 1z =

−x3(Dσz3 + bασzα),

−x3p(D
αzα − bααz3).

Ceci montre donc que pour tout Z on a

V1,−1/2(Z) =


−x3∂TZ3,

0,

−x3p∂TZT ,

et

V1,0(Z) =


−x3(b

r
r(0, s)ZT + bsr(0, s)Zs),

−x3(∂sZ3 + brs(0, s)ZT + bss(0, s)Zs),

−x3p(∂sZs + Γα
αr(0, s)ZT + Γα

αs(0, s)Zs − bαα(0, s)Z3),

où Γα
αr(0, s) désigne la somme Γr

rr(0, s) + Γs
sr(0, s) où les composantes Γσ

αβ(0, s)
sont les symboles de Christoffel associés au système de coordonnées (r, s) et évalués
sur le bord de S0 . D’autre part, on a d’après l’équation (3.16) du chapitre III que

V 2(z) =


x2
3

2
pDσγ

α
α(z),

x2
3

2

(
pκα

α(z) + p
2µ

M3(z)
)
,

où M3 est la composante transverse de l’opérateur de membrane, et où κα
α(z) =

Dα(Dαz3 + bβαzβ) . On en déduit donc que

V2,−1(Z) =


x2
3

2
p∂TTZT ,

0,
x2
3

2
p∂TTZ3.

Les équations précédentes et l’équation (4.39) montrent alors le résultat en utilisant
le fait que Z0 = (0, 0, Z0

3) .

Les premiers termes des développements précédents concernent les séries formelles



v[ε1/2] , W [ε1/2] et Φ[ε1/2] intervenant dans la construction du développement
asymptotique du déplacement shifté w(ε) .

Dans le but d’obtenir des estimations d’énergie concernant le déplacement non-
shifté uε , on rappelle (voir le théorème 4.6) qu’au déplacement u(ε) sur la variable
Ω = S × (−1, 1) lié au déplacement physique uε , on associe trois séries formelles

ṽ[ε1/2], W̃ [ε1/2] et Φ̃[ε1/2]

dont les coefficients sont les coefficients du développement asymptotique de u(ε) .
Ces séries formelles sont déterminées à partir des deux séries formelles ζ[ε1/2] et
Z[ε1/2] solutions du problème réduit, mais avec des opérateurs de reconstruction
Ṽ [ε1/2] et Q̃[ε1/2] définis par

Ṽ [ε1/2] =

Vσ[ε
1/2] − εx3b

α
σVσ[ε

1/2],

V3[ε
1/2]

et Q̃[ε1/2] =

Qσ[ε
1/2] − εx3b

α
σQσ[ε

1/2],

Q3[ε
1/2].

En particulier, on a Q̃0 = Q̃1 = 0 , Ṽ 0 = V 0 ,

Ṽ 1(z) =

−x3(Dσz3 + 2bασzα),

−x3pγ
α
α(z),

et

Ṽ 2(z) =


x2

3

2
(pDσγ

α
α(z) + 2bασθα(z)),

x2
3

2

(
pκα

α(z) +
p

2µ
M3(z)

)
.

De la proposition précédente, on déduit alors le résultat suivant :

Corollaire 4.14 Soient ṽ[ε1/2] , W̃ [ε1/2] et Φ̃[ε1/2] les séries formelles définies
par les relations

ṽ[ε1/2] =

vσ[ε
1/2] − εx3b

α
σ(x1, x2)vσ[ε

1/2],

v3[ε
1/2],

dans tout système de coordonnées sur S0 ,

W̃ [ε1/2] =

Wσ[ε
1/2] − εx3b

α
σ(ε1/2T, s)Wσ[ε

1/2],

W3[ε
1/2],



dans le système de coordonnées (T, s, x3) et

Φ̃[ε1/2] =

Φσ[ε
1/2] − εx3b

α
σ(εR, s)Φσ[ε

1/2],

Φ3[ε
1/2],

dans le système de coordonnées (R, s, x3) . Soient de plus ζ[ε1/2] =
∑

k≥0 ε
k/2ζk/2

et Z[ε1/2] =
∑

k≥0 ε
k/2Zk/2 les séries formelles déterminées par le théorème 2.10.

Alors on a

ṽ0 = ζ0, ṽ1/2 = ζ1/2, et ṽ1 = ζ1 + Ṽ 1ζ0 =

{
ζ1
σ − x3(Dσζ

0
3 + 2bασζ

0
α),

ζ1
3 − x3pγ

α
α(ζ0).

(4.40)

De plus, on a

W̃ 0 =W 0, W̃ 1/2 =W 1/2 et W̃ 1 =W 1, (4.41)

où W 0 , W 1/2 et W 1 sont déterminés par les équations (4.37) et (4.38). Enfin
les deux termes Φ̃0 et Φ̃1/2 sont nuls et on a Φ̃1 = Φ1 .

Ainsi, l’unique différence dans les premiers termes du développement asympto-
tique des déplacements shiftés et non-shiftés w(ε) et u(ε) sur Ω se situe au niveau
du terme v1 .

Le corollaire précédent permet de calculer les contributions en ε des divers ter-
mes du développement dans l’estimation de la norme énergie du déplacement uε .

Proposition 4.15 Soit uε la solution des équations tridimensionnelles sur la coque
Ωε , alors si le premier terme ζ0 du développement asymptotique de uε est non nul,
on a

‖uε‖
E

= O(ε1/2) (4.42)

où ‖ · ‖
E

désigne la norme d’énergie (4.29).

Preuve. Le calcul de la norme ‖uε‖
E

nécessite de calculer les composantes

γij(h)(uε) du tenseur des déformations et d’évaluer leurs normes L2(Ωε) . Pour
cela, on utilise le développement asymptotique de uε en calculant les contributions
des différents termes. En raison de la structure particulière du développement et de
l’expression du tenseur des déformations, on groupe en général les trois ou quatre
premiers termes du développement asymptotique. On vérifie ensuite que les termes
d’ordres supérieurs en ε ne donnent pas de contributions plus fortes.



Considérons tout d’abord les termes provenant du tenseur des déformations sur-
faciques (plane-strain) : d’après l’expression (3.15) du chapitre II, et en utilisant les
équations (4.31) et le corollaire précédent, on a tout d’abord de manière claire

‖γαβ(h)(ṽ0 + ε1/2ṽ1/2 + εṽ1)‖
L2(Ωε)

= O(ε1/2) (4.43)

De plus, en utilisant les équations (4.32), on a pour tout k ≥ 3 ,

‖γαβ(h)(εk/2ṽk/2)‖
L2(Ωε)

≤ O(ε(k+1)/2). (4.44)

D’autre part, en développant le tenseur γαβ(h) dans les variables (T, s, x3) , on voit
en utilisant les équations (4.33), que

‖γαβ(h)
(
χ(W̃ 0 + ε1/2W̃ 1/2 + εW̃ 1)

)
‖

L2(Ωε)
= O(ε3/4). (4.45)

En effet, cette estimation provient du fait que le terme W̃ 0 = (0, 0, Z0
3) ne dépend

pas de h et que l’opérateur γαβ(h) est d’ordre 0 en z3 (voir l’équation (4.33)).
D’après les équations (4.34), on a pour tout k ≥ 3 ,

‖γαβ(h)(εk/2χW̃ k/2)‖
L2(Ωε)

≤ O(ε(2k+1)/4). (4.46)

Enfin, on a de même pour tout k ≥ 2

‖γαβ(h)(εk/2χΦ̃k/2)‖
L2(Ωε)

≤ O(εk/2).

Pour les termes associés au tenseur des déformations de cisaillement (shear-strain),
on rappelle qu’on a

γσ3(h)(u) = 1
2
(∂σu3 + ∂huσ) + bασ(h)uα

= 1
2
(∂σu3 + ∂huσ) +

∑∞
k=0 h

k(bk+1)ασuα.

Pour évaluer le terme γσ3(h)(uε) , on remarque qu’on retrouve dans le développement
de uε une structure de déplacement de Kirchhoff-Love (voir les équations (4.26) et
(4.27)) liant le terme ṽ0 = ζ0 au terme ṽ1 = ζ1 + Ṽ 1ζ0 . Ainsi, on calcule que

2γσ3(h)(ṽ0 + εṽ1) = ∂σζ
0
3 + 2bασ(h)ζ0

α

+ ε∂σζ
1
3 − (∂σζ

0
3 + 2bασζ

0
α) − hbασ(h)(∂αζ

0
3 + 2bβαζ

0
β).

On trouve donc compte tenu du fait que bασ(h) =
∑∞

k=0 h
k(bk+1)ασ qui implique que

bασ(h) − bασ = hbβσ(h)bαβ ,

2γσ3(h)(ṽ0 + εṽ1) = ε∂σζ
1
3 − hbασ(h)∂αζ

0
3 .

Le membre de gauche dans l’équation précédente est alors en O(ε3/2) pour la norme
L2(Ωε) . Il est alors clair que le terme

2γσ3(h)(ṽ0 + ε1/2ṽ1/2 + εṽ1) = ε1/2∂σζ
1/2
3 + ε1/2bασ(h)ζ1/2

α + ε∂σζ
1
3 − hbασ(h)∂αζ

0
3

est alors d’ordre O(ε) en norme L2(Ωε) . Pour obtenir une meilleure estimation,



on prend alors en compte le terme ṽ3/2 = ζ3/2 + Ṽ 1ζ1/2 dont la partie surfacique
contient le terme de Kirchhoff-Love

−x3(∂σζ
1/2
3 + 2bασζ

1/2
α )

associé au terme ζ1/2 . On a alors d’après les calculs précédents :

2γσ3(h)(ṽ0 + ε1/2ṽ1/2 + εṽ1 + ε3/2ṽ3/2) = ε∂σζ
1
3

− hbασ(h)∂αζ
0
3 + ε3/2∂σζ

3/2
3 − ε1/2hbασ(h)∂αζ

1/2
3 .

On en déduit donc que

‖γα3(h)(ṽ0 + ε1/2ṽ1/2 + εṽ1 + ε3/2ṽ3/2)‖
L2(Ωε)

= O(ε3/2). (4.47)

D’autre part, les estimations (4.32) montrent que pour tout k ≥ 4 ,

‖γα3(h)(εk/2ṽk/2)‖
L2(Ωε)

≤ O(ε(k−1)/2). (4.48)

De même, en notant W̃ 1
3 la troisième composante de W̃ 1 , on a en utilisant les

estimations (4.33)

2γr3(h)
(
χ(W̃ 0 + ε1/2W̃ 1/2 + εW̃ 1)

)
= ε−1/2∂TZ

0
3

+ ∂TZ
1/2
3 + ε∂rW̃

1
3 − ε−1/2∂TZ

0
3 − ∂TZ

1/2
3 + O(ε5/4) = O(ε5/4),

où O(ε5/4) est à comprendre au sens de la norme L2(Ωε) . De même, on a

2γs3(h)
(
χ(W̃ 0 + ε1/2W̃ 1/2 + εW̃ 1)

)
= ∂sZ

0
3 + ε1/2∂sZ

1/2
3

+ ε∂sW̃
1
3 − ∂sZ

0
3 + O(ε5/4) = O(ε5/4).

En groupant les deux expressions précédentes, on voit que

‖γα3(h)
(
χ(W̃ 0 + ε1/2W̃ 1/2 + εW̃ 1)

)
‖

L2(Ωε)
= O(ε5/4). (4.49)

De plus, pour tout k ≥ 3 , on a

‖γα3(h)(εk/2χW̃ k/2)‖
L2(Ωε)

≤ O(ε(2k−1)/4). (4.50)

Enfin, pour les termes de couches limites 3D, on a d’après les équations (4.35),

‖γα3(h)(εk/2χΦ̃k/2)‖
L2(Ωε)

≤ O(εk/2). (4.51)

Finalement, on évalue de même les termes provenant du tenseur des déformations
transverses (transverse-strain), c’est-à-dire liés à l’opérateur γ33(h)(u) = ∂hu3 .
Grâce au corollaire 4.14 on a

‖γ33(h)(ṽ0 + ε1/2ṽ1/2 + εṽ1)‖
L2(Ωε)

= O(ε1/2) (4.52)



et pour tout k ≥ 3 , ‖γ33(h)(εk/2ṽk/2)‖
L2(Ωε)

≤ O(ε(k−1)/2) . De même, on a

‖γ33(h)(W̃ 0 + ε1/2W̃ 1/2 + εW̃ 1)‖
L2(Ωε)

= O(ε3/4) (4.53)

en raison du fait que les premiers termes W̃ 0
3 et W̃

1/2
3 ne dépendent pas de x3 =

ε−1h . Enfin, pour tout k ≥ 2 , on a

‖γ33(h)(εk/2W̃ k/2)‖
L2(Ωε)

≤ O(ε(2k−1)/4)

et
‖γ33(h)(εk/2χΦ̃k/2)‖

L2(Ωε)
≤ O(εk/2).

En groupant les estimations précédentes, on trouve alors les estimations

‖γαβ(h)(uε)‖
L2(Ωε)

= O(ε1/2),

où la contribution la plus forte provient du premier terme ζ0 apparaissant dans le
développement asymptotique. De même,

‖γα3(h)(uε)‖
L2(Ωε)

= O(ε),

où la contribution la plus importante provient du terme de couche limite 3D. Enfin,

‖γ33(h)(uε)‖
L2(Ωε)

= O(ε1/2),

où la contribution la plus importante provient du terme ζ0 via le terme Ṽ 1 . Ces
trois dernières estimations montrent le résultat.

Considérons maintenant z(ε) la solution d’un modèle 2D admissible. On cherche
à construire un déplacement U (z(ε)) tel qu’on ait convergence vers la solution uε

dans la norme d’énergie. Pour cela, on pose la définition suivante (voir aussi [35]) :

Définition 4.16 Soit z un générateur 2D, alors on pose

U (z) = z − εṼ 1(z) − ε2V 2(z), (4.54)

où V 2(z) est défini par l’opérateur

V 2(z) =


0,

x2
3

2
pρα

α(z),

et donc on a

U (z) =

zσ − h(Dσz3 + 2bασzα)

z3 − hpγα
α(z) + h2

2
pρα

α(z).
(4.55)



Considérons maintenant la solution z(ε) associée à un modèle 2D admissible
(voir la définition 2.2 du chapitre IV). Le déplacement surfacique z(ε) est solution
des équations{

(M + ε2F )z(ε) = 1
2

∫ 1

−1
f 0 dx3 dans S0,(

zr(ε), zs(ε), z3(ε), ∂rz3(ε)
)

= 0 sur ∂S0,
(4.56)

où M est l’opérateur de membrane et F un opérateur de flexion (voir la définition
2.1 du chapitre IV). Le champ f 0 est le terme d’ordre 0 intervenant dans le
développement en ε du chargement.

On montre le résultat suivant :

Théorème 4.17 Soit z(ε) la solution des équations (4.56), et soit U (z(ε)) le
champ tridimensionnel associé par l’équation (4.55). Alors si le terme ζ0 est non
nul, on a l’estimation :

‖uε −U (z(ε))‖
E

‖uε‖
E

= O(ε1/2). (4.57)

Preuve. Rappelons que z(ε) admet un développement asymptotique défini à
partir de deux séries formelle ζ ′[ε1/2] =

∑
k≥0 ε

k/2ζ ′k/2 et Z ′[ε] =
∑

k≥0 ε
k/2Z ′k/2

à coefficients générateurs 2D et termes de couches limites 2D. Il est clair que le
déplacement uε − U (z(ε)) admet un développement asymptotique sur Ωε con-
tenant les trois échelles figurant dans le développement de uε . Notons que les termes
de couches limites 3D sont identiques à ceux apparaissant dans le développement de
uε . Si on note

uε −U (z(ε)) �
∑
k≥0

εk/2
(
ek/2 + χ(Ek/2 + Φ̃k/2)

)
ce développement asymptotique, alors la définition de l’opérateur U , le corollaire
4.14 et la proposition 3.8 montrent qu’on a

e0 = e1/2 = 0 et e1 = ζ1,

où ζ1 = ζ1 − ζ ′1 , et de même

E0 = 0, E1/2 =

 0
0

Z
1/2

3

 et E1 =

 Z1
T − x3∂TZ

1/2
3

Z1
s

Z1
3


où Z

k/2
3 = Z

k/2
3 −Z ′

3
k/2 pour k = 1 et 2 . Comme précédemment, pour calculer les

termes γij(h)
(
uε−U (z(ε))

)
, il suffit de calculer les contributions des déplacements

formés à partir des premiers termes du développement asymptotique. Or il est alors
clair qu’on a

‖γαβ(h)(e0 + ε1/2e1/2 + εe1)‖
L2(Ωε)

= O(ε3/2)



et de même

‖γαβ(h)
(
χ(E0 + ε1/2E1/2 + εE1)

)
‖

L2(Ωε)
= O(ε5/4).

D’autre part, on a

‖γα3(h)(e0 + ε1/2e1/2 + εe1)‖
L2(Ωε)

= O(ε5/2)

et
‖γα3(h)

(
χ(E0 + ε1/2E1/2 + εE1)

)
‖

L2(Ωε)
) = O(ε7/4).

et enfin on a
γ33(h)(e0 + ε1/2e1/2 + εe1) = 0

et
γ33(h)

(
χ(r)(E0 + ε1/2E1/2 + εE1)

)
= 0.

On voit alors que
‖uε −U (z(ε))‖

E
= O(ε),

ce qui prouve le théorème. Remarquons que la contribution la plus forte dans la
norme d’énergie du terme uε−U (z(ε)) provient du premier terme de couche limite
Φ̃1 .
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de W.T.Koiter. In R.Glowinski, J.L.Lions, editors, Computing Methods in
Applied Sciences and Engineering, Lecture Notes in Economics and Mathema-
tical Systems, Vol.134, pages 89–136. Springer-Verlag, Heidelberg 1976.

[6] B. Budiansky, J. L. Sanders. On the “best” first-order linear shell theory.
In W. Prager Anniversary Volume, Progress in Applied Mechanics, pages 129–
140. Macmillan, New-York 1967.
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