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Objectif du cours

Le filtrage consiste a estimer de fagon récursive un état caché au vu d’observations. Le do-
maine d’application principal est la localisation, la navigation et la poursuite de mobiles, dans
le domaine militaire, mais aussi en robotique mobile, en vision par ordinateur, ou il s’agit de
combiner : un modele a priori de déplacement du mobile, des mesures issues de capteurs, et
éventuellemnent une base de mesures de références, disponibles par exemples sous la forme
d’une carte numérique (modele numérique de terrain, carte de couverture, etc.).

Le probleme de filtrage possede une solution explicite, appelée filtre de Kalman, dans le cas
particulier des systemes linéaires gaussiens. Dans le cas plus général des modeles de Markov
cachés, des méthodes de simulations efficaces sont apparues récemment, sous le nom de filtrage
particulaire. L’objectif de ce cours est de présenter différents algorithmes de filtrage linéaire, de
filtrage non-linéaire (obtenus par linéarisation ou par quadrature), et de filtrage particulaire, et
de mettre en ceuvre ces algorithmes dans le cadre d’un TP.
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Chapitre 1

Introduction

En toute généralité, le filtrage consiste a estimer I’état d’un systéme dynamique, c¢’est—a—dire
évoluant au cours du temps, a partir d’observations partielles, généralement bruitées.

Typiquement, on dispose d’une suite Yy, Y7, - ,Y,, d’observations, par exemple obtenues
apres traitement préalable du signal recueilli au niveau des capteurs. Chaque observation Y;, est
reliée a I’état inconnu X,, par une relation du type

Yn = hn(Xn) + Vn ) (1'1)

ou V,, est un bruit, qui modélise ’erreur d’observation. On précisera plus loin dans ce cours la
notion de bruit, en terme de variables aldtoires le plus souvent centrées (de moyenne nulle).

1.1 Importance de 'information a priori

Une hypothese assez commune est de supposer que les variables aléatoires Vp, Vi, -+ ,V,, sont
indépendantes entre elles. A cause de cette hypothese d’indépendance mutuelle des bruits d’ob-
servation, et a fortiori en absence de bruit, seule ’observation Y, participe a I’estimation de
I’état caché X, c’est—a—dire qu’on se trouve confronté a une succession de problemes d’estima-
tion découplés : dans la relation (1.1), I'observation Y;, est disponible (par définition) tandis que
ni I’état caché X, ni le bruit V;, ne sont disponibles, et il faut arriver & retrouver (estimer) ’état
caché X, au vu de 'observation Y,, et malgré la présence du bruit V,,.

Tel qu’il est formulé, le probleme de ’estimation de ’état caché X,, a partir des observations
Yy, Y1, -+, Y, est en général mal-posé :

e en général, la dimension m de la variable cachée est plus grande que la dimension d de
l'observation : méme en absence de bruit, on ne peut pas inverser la relation (1.1) qui
possede plus d’inconnues que d’équations,

e dans le cas favorable ou m = d, et méme en absence de bruit, il n’est pas toujours possible
d’inverser la relation (1.1) qui peut trés bien posséder plusieurs solutions distinctes,
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e la situation est évidemment encore plus compliquée en présence de bruit : a cause du

phénomene de découplage cité plus haut, la suite Xg, X1, --- , X, reconstituée peut ne pas
étre pertinente en tant que trajectoire, méme si chacune des estimations est pertinente
séparément.

Pour lever l'indétermination, c’est—a—dire pour garantir l’existence d’une solution unique, et
pour résoudre le probleme de cohérence temporelle, la solution classique consiste a utiliser des
informations supplémentaires sur la suite cachée, par exemple sous la forme de fonctions de
cout portant sur ’état initial ou sur les transitions entre deux états successifs. Par exemple, on
cherchera a minimiser le critere

J(0:n) = colx0) + Y cxl@r—1, o) + Y di(x)
k=1 k=0

par rapport a la suite zg., = (xo, 1, - ,Z,), qui combine des fonctions de cout représentant
I'information a priori sur la solution avec des fonctions de colit d’'une autre nature, qui peuvent
représenter par exemple un terme d’attache aux données, de la forme

he(z) = Y — ()] oublen  hy(z) =5 (Vi — hi(2))* Iy (Y — hye(2)) |

pour tout £k =0,1,--- ,n, avec I'intreprétation que la suite recherchée doit également vérifier a
chaque instant 1’équation d’observation en un sens approché. Plus généralement, ces fonctions de
colit peuvent juste représenter une contrainte (ou une propriété) que la suite recherchée devrait
vérifier (ou posséder). En absence d’information a priori, le critére se réduit simplement a

n

J(x0m) =5 O [Vi — he(wi)*  oubien  J(wom) =5 > (Vi — h(wr))* Tx (Vi — ()
k=0 k=0

ce qui revient en absence de couplage a minimiser séparément le critére
51V —hi(zp)? oubien  § (Y — hw(an)* Rt (Vi — ha(zr))

par rapport a l’état xy, pour tout £k =0,1,--- ,n, avec les conséquences déja évoquées en terme
d’indétermination et de possible incohérence temporelle. Un exemple classique de fonctions de
colt représentant 'information a priori est

co(z) = %\x—u|2 ou bien co(z) = 5 (z—p)* Yot (z—p),
avec l'interprétation que ’état initial xg recherché doit étre proche de u, et
cp(z,2’) =50’ — fu(@)]®>  oubien  cp(x,2’) =5 (2 — fu(@)* Q" (&) — fu(2))

avec U'interprétation que 'état zj recherché doit étre proche de fi(zp_1), ou de maniere équiva-
lente que la transition (zy_1,xy) recherchée doit vérifier 'équation xy = fx(xx_1) dans un sens
approché, pour tout k£ = 1,--- ,n. On remarque que ces fonctions de cotlit sont (& une constante
additive pres) de la forme

co(x) = —log po(x) et cp(z,2') = —logpp(2’ | x) , (1.2)
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pour tout £ = 1,--- ,n, ot pp(x) est la densité de probabilité initiale, et ot pg(2’ | =) est la
densité de probabilité de transition, dans le modele non—linéaire suivant avec bruits gaussiens
additifs

Xi = fu(Xp—1) + Wi avec Wi ~N(0,Qx) ,

et avec condition initiale Xy ~ N(p, X). En effet (& une constante mutiplicative de normalisation
pres)
P[Xy € dx] oc exp{—3 (z — p)* 5! (z — p)} do o po(z) dz |

et
P[Xy € da’ | X1 = 7] o exp{—3 (z/ — fx(2))* Q" (2/ — fu(x))} d2 o< py(a’ | z) da’
pour tout k =1,--- ,n. En toute généralité, si les relations (1.2) sont vérifiées pour une densité
de probabilité po(z) et pour des densités de probabilité de transition pi(z’ | z), pour tout
k=1,---,n, alors le critére & minimiser peut s’écrire
n n
J(20:n) = —logpo(zo) — Y logpk(wk | we—1) + > di(xk) ,
k=1 k=0

ce qui revient a maximiser

exp{—J(xon)} = po(wo) [ [ peler | wr-1) exp{=>_ di(wr)},

k=1 k=0

Po:n (x():n)
par rapport a la suite xg., = (29,1, - ,Zp). On remarque que po.,(xo.,) représente la densité
de probabilité conjointe des états successifs (X, X1, -, X,,) de la chaine de Markov caractérisée

par

e la densité de probabilité initiale pg(zo),

e et les densités de probabilité de transition pg(z’ | z), pour tout k =1,---  n.

Comme alternative au point de vue de 'optimisation déterministe développé jusqu’ici, on adop-
tera dans ce cours un point de vue d’estimation bayésienne, c’est—a—dire qu’on remplacera le
probleme de minimisation déterministe, avec prise en compte de 'information a priori en terme
de fonctions de cout, par le probleme du calcul de la distribution de Gibbs—Boltzmann définie
(& une constante multiplicative pres) sur l'espace des trajectoires E,, = E X --- X E par

exp{_J(J:D:n)} dxo., = PO(CL‘O) Hpk(xk | xk—l) eXP{— Z dk(xk)} dxo.p - (13)
k=1 k=0
p&n(z&n)

En d’autres termes, on remplacera le probléeme de calculer le mode, c’est—a—dire la trajectoire
o = (0,21, - ,xn) de plus forte densité, par le probleme de calculer des espérances (ou des
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intégrales) du type

/E” ' /E‘ f(a:O:n) eXP{—J(TﬂO:n)} dwO:n = /E e L f(x():n) GXP{— ;)dk(xk)} pO:n(xO:n) dwO:n

= E[f(Xo:n) exp{—zdk(Xk)}] ’

k=0

pour des fonctions—test f définies sur ’espace des trajectoires E,, = E X ---x E. Dans la pratique,
on verra comment résoudre ce probleme de maniére approchée, en simulant des échantillons de
variables aléatoires distribuées (approximativement) selon la distribution de Gibbs-Boltzmann
trajectorielle définie (& une constante multiplicative pres) par (1.3).

1.2 Estimation bayésienne

Dans de nombreux cas, la prise en compte de 'information a priori peut se ramener au probleme
statique suivant : étant donnés deux vecteurs aléatoires X et Y, qu’apporte le fait d’observer la
réalisation Y = y sur la connaissance que 'on a de X 7

Soit X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans F et dans F' respectivement, et soit
¢ une application mesurable définie sur E a valeurs dans RP. Par définition, un estimateur de
¢(X) a partir de I'observation de Y est un vecteur aléatoire (YY), ou ¢ est une application
mesurable définie sur F' a valeurs dans RP (par abus de notation, la variable aléatoire 1(Y) sera
également notée ).

» Estimateur MMSE Soit ¢ un estimateur de ¢(X) sachant Y. Naturellement 1) = ¢(Y)
n’est pas égal & ¢(X) : une mesure de I’écart entre ’estimateur et la vraie valeur est fournie par
la matrice (de dimension p X p) de corrélation d’erreur

E[($(Y) = o(X)) (¢(Y) = o(X))"], (1.4)

dont la trace

trace E[(¢(Y) — ¢(X)) (¥ (Y) = ¢(X))* ] = E [0 (Y) - 6(X)[? ,

est 'erreur quadratique moyenne. L’estimateur du minimum d’erreur quadratique moyenne
(MMSE, pour minimum mean—square error) de ¢(X) sachant Y est un estimateur ¢ tel que

~ o~

E[(o(Y) = (X)) (8(Y) — ¢(X))"] <E[(¥(Y) — ¢(X)) ((Y) = (X)) ],
au sens des matrices symétriques, pour tout autre estimateur ).

La Proposition 1.1 ci—dessous montre que cet estimateur est obtenu a ’aide de la distribution
de probabilité conditionnelle de X sachant Y = y, définie a partir de la distribution de probabilité
jointe de (X,Y") par la décomposition

PX €dx,Y edy] =P X €edz |Y =y|P[Y edy] . (1.5)
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Proposition 1.1 Soit X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans E et F' respectivement,
et soit ¢ une application mesurable définie sur E a valeurs dans RP. L’estimateur MMSE de
d(X) sachant Y est la moyenne conditionnelle de ¢(X) sachant Y, i.e.

3(y) = E[p(X) rY=y]=/E¢<x>MXedw|Y=y1 .

PREUVE. Pour tout estimateur v, la décomposition

(V) = ¢(X) +0(Y) = oY) ,

=
=
|
=N
s
I
)

entralne

et on remarque que

~

E[((Y) — (V) (V) — ¢(X))*] =
= [ [ 0 =30 B) — ot PIX € ¥ € )

- [E /F () - 3w)) () — 6(x))* PIX € dz | Y = 4] P[Y € dy]

o~

- / ((y) — dy)* | / () —$(@) PIX cdz | Y =4 } PY € dy] =0,
F FE

par définition de gg(y) On a donc

au sens des matrices symétriques, avec égalité pour ¢ = ¢. O

Remarque 1.2 Compte tenu que le vecteur aléatoire (QAS(Y) — ¢(X)) est centré, la matrice
de corrélation d’erreur est aussi la matrice de covariance d’erreur, dans le cas particulier de

~

I'estimateur ¢.
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» Borne de Cramér—Rao a posteriori On suppose a présent que £ = R, c’est—a—dire
que X et Y sont des variables aléatoires a valeurs dans R™ et F' respectivement, et soit ¢ une
application mesurable définie sur R & valeurs dans RP. Le biais de 'estimateur ¢ de ¢(X)
sachant Y est défini par

b(,x) = EB[p(Y) | X = 2] — é(x) .

On suppose que la distribution de probabilité jointe des vecteurs aléatoires X et Y possede une
densité

PIX € dz,Y € dy] = p(z,y) dz A(dy) ,

sur R™ x F', suffisamment réguliére par rapport a la variable x € R™, avec les deux factorisations
alternatives

p(z,y) =p(x | y) py) =ply | ©)p(x) ,

en termes de distributions de probabilités conditionnelles et marginales, et en particulier
PIX € dz] = p(z) dx avec  p(z) = / p(z,y) AM(dy) .
F

On suppose que

/Rm /F(;a;p(x,y) A(dy)dx:/Rm{(BgiAp(m,y) )\(dy)}dl‘:/Rmp”(x)dx:().

Proposition 1.3 Si la matrice d’information de Fisher (de dimension m x m) définie par

2

0
J = ~E[ 55 logp(X,Y)]

est inversible, alors la matrice de corrélation de l’erreur d’estimation est minorée (au sens des
matrices symétriques) par la relation suivante

C=E[((Y) - (X)) ((Y) = (X)) ] > M I M* .
avec la matrice de sensibilité (de dimension p x m) définie par
M =E[¢'(X)],

pour tout estimateur ¥ de ¢(X) sachant'Y tel que

/m(b(w, z)p(x)) der=0. (1.6)

Remarque 1.4 La matrice d’information de Fisher J et la matrice de sensibilité M qui inter-
viennent dans I’expression de la borne ne dépendent pas de ’estimateur 2.
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PREUVE. Par définition
b(sh, z) plz) = /F ((y) — 6(x)) ply | 7) p(x) A(dy) = /F ((y) — 6(x)) pla, ) A(dy) .

et la matrice jacobienne (de dimension p x m) associée vérifie

0. 2)p@)) = ~¢(a) [ plo.s) M) + [ (00 - 66D 5 ptan) M)

=~ @)p)+ [ (6(0) — () 3 ogplasy) pa.9) Ady)

F

En intégrant par rapport a la variable x € R™, il vient

[ 0w.)pta)) do

= — d:v+/m / glogp(l‘ y) p(z,y) A(dy) dz

Rm

= “E[¢/(X)] +E[(4(Y) ~ (X)) = logp(X,Y)]

et si la condition (1.6) est vérifiée, alors

0
B (4(Y) ~ 6(X)) 5= logp(X,¥)] = M |
ou la matrice de sensibilité M ne dépend pas de . D’autre part, il résulte de I’identité
0? 1 0? 0 0
—1 = — — (=1 1
552 08 p(@,y) o@9) 5,20 y) = (5-logp(z,y))" 5-logp(z,y) ,

entre matrices de dimension m x m, que

0 0 0?
Bl logp (6 )" e togp(x, 1)) = [ [ 2 pte) M) o~ 61D g%,
et par hypothese on a donc
E[(ﬁl (X Y))*El (X,Y)]=J
O ogplA, O og p{A, =J .

On introduit ensuite le vecteur aléatoire

(Y) = o(X) c M
Z = et on vérifie que E[Z Z*| = ( ) .

0 N M* J

Compte tenu que la matrice symétrique E[Z Z*] est semi—définie positive, il résulte du Lemme A.3
d’inversion matricielle que le complément de Schur A = C—M J~! M* est également une matrice
semi—définie positive, c’est—a—dire que

C>MJ M. O
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Remarque 1.5 Par définition de I'estimateur MMSE, on a nécessairement

~ ~

E[((Y) = &(X)) (0 (Y) = 6(X))"] = E[(6(Y) = &(X)) ($(Y) = $(X))*] = M J~' M,

pour tout estimateur 1, et la borne la plus a gauche est atteinte pour ¢ = QAS La borne donnée
par 'estimateur MMSE est donc plus fine que la borne de Cramér—Rao a posteriori, mais aussi
plus difficile a calculer : le plus souvent en effet on ne dispose pas de ’expression de I’estimateur
MMSE, mais I'expression des matrices J et M est assez facile a obtenir. La borne de Cramér—
Rao a posteriori peut méme étre assez grossiere et atteinte par aucun estimateur, et on déduit
de I’encadrement ci—dessus que si la borne de CramérfRaAo a posteriori est atteinte, alors elle
est nécessairement atteinte pour 'estimateur MMSE ¢ = ¢.

Exemple 1.6 Soit X et V deux vecteurs aléatoires gaussiens indépendants, de moyenne X et
0, et de matrice de covariance Qx et Qy, respectivement, et on pose Y = h(X) + V. Si les
matrices de covariance QQx et Jy sont inversibles, alors on a

ply | ) o exp{—3 (y — h(x))* Qy' (y — h(x)) } ,

et
p(a) ocexp{—3 (z = X)* Qx' (= X) },

de sorte que

—logp(z,y) = —logp(y | x) — logp(x)

=3(y—h@)" Q' (y—h@) + i (z— X) Q% (z — X) +cste
et
82

— 5.2 logp(z,y) = (W(x))” Qv () + (y — h(2))" Q' 1" (2) + Q%

d’ou Pexpression de la matrice d’information de Fisher

2
J = —E[% log p(X,Y)] = E[(h'(X))* Q' M'(X)] +E[V*Qy' h"(X)] + Q%'

= E[(W (X)) Qy' W(X)] + Q%

compte tenu que
EV*Qy h"(X)) =0.

Dans le cas particulier ou l'application h(x) = H = est linéaire, on obtient
J=H QP H+Qy et J'=Qx-QxH (HQxH +Qv)” HQx .

d’apres le Lemme A.1 d’inversion matricielle.



1.3. CADRE GAUSSIEN 9
1.3 Cadre gaussien

Dans le cas particulier des vecteurs aléatoires gaussiens, le résultat général obtenu ci—dessus
peut étre précisé de la fagon suivante.

Proposition 1.7 Soit Z = (X,Y) un vecteur aléatoire gaussien de dimension m + d, de
moyenne et de matrice de covariance
) X RQx Qxy
J = et QZ - )
Y Qvx Qv

respectivement. Si la matrice Qy est inversible, alors la distribution de probabilité conditionnelle
du vecteur aléatoire X sachantY =y, est une distribution de probabilité gaussienne de moyenne

)?(3/):5(4-@)(}/@{/1(9—?) ;

et de matrice de covariance
-1
R=Qx —Qxy Qy Qvx ,

complément de Schur de la matrice Qy dans la matrice-bloc Q7.

Remarque 1.8 Pour simuler un vecteur aléatoire gaussien de dimension m, de moyenne X (y)
et de matrice de covariance R, il suffit de simuler un vecteur aléatoire gaussien Z' = (X', Y”) de
dimension m + d, de méme moyenne et de méme matrice de covariance que Z = (X,Y), et de
poser

Ey) = X'+ Qxy Qy' (y—Y') .

On vérifie en effet que le vecteur aléatoire £(y) ainsi défini est gaussien, comme transformation
affine du vecteur aléatoire gaussien Z’, de moyenne

El¢(y)] =EX' |+ Qxy Q3 (y —EY']) = X + Qxy Q' (y - ¥) = X(y) ,

et de matrice de covariance

E[(£(y) - X () (£y) — X(9))"]
= E[(X' = X) = Qxy Qv (Y =) (X' = X) = Qxy Q3 (V' = V))"]
= E[(X' - X) (X' = X)"] = E[(X' - X) (' = V))"] Q' Qvx
—Qxy QY E[(Y — V) (X' = X)" ]+ Qxy Q7 E[(Y — V) (V' — ¥)"] Q' Qvx

=Qx — Qxy Qy' Qvx — Qxy Qy' Qvx + Qxy Qy' Qy Qy' Qvx

=Qx —Qxy Qy' Qvx =R,
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compte tenu que

Ey) -~ X(y) = X'+ Qxv Q' (y—Y) — (X + Qxy Qy' (y — Y))

= (X' -X)-QxyQy' Y -Y),

par différence.

Remarque 1.9 On vérifie aisément que

au sens des matrices symétriques (la majoration est immédiate et la minoration résulte du
Lemme A.3), c’est—a—dire que l'utilisation de I'information supplémentaire Y = y, ne peut que
réduire l'incertitude que I'on a sur le vecteur aléatoire X. En outre, la matrice R ne dépend pas
de y, et peut donc étre calculée avant méme de disposer de la valeur prise par ’observation Y.

Remarque 1.10 Soit X =X (Y) Destimateur du minimum de variance de X sachant Y.
Compte tenu que

)?:X+QXYQ§_/1(Y_Y)7

dépend de fagon affine du vecteur aléatoire Y, on en déduit que (X, X ,Y') est un vecteur aléatoire
gaussien, comme transformation affine du vecteur aléatoire gaussien Z = (X,Y).

Remarque 1.11 Si Y = (Y, Y") ou les composantes Y’ et Y sont indépendantes, alors

X Qx Qxyr Qxyr

N
1
’-<\j\

et  Qz=| Qvx Qy 0 ;
v Qvrx 0 Qyr

et si les matrices QQy et @y~ sont inversibles, alors la distribution de probabilité conditionnelle
du vecteur aléatoire X sachant Y = y, avec y = (v/,3”), est une distribution de probabilité
gaussienne de moyenne

X(y) = X +Qxy Q7' (y—Y)

_ ( Qxyr Qxyr ) Qyr 0 -1 y — Y

= X +
0 Qyr y// _y”

= X+Qxyv Qv (Y =Y+ Qxvr Qyu (v = Y") ,
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et de matrice de covariance

R = Qx —Qxy Qy' Qvx

-1

(Qxy Qxyr) [Qy 0 Qy'x
= Qx —
0 Qyr Qyrx

—1 —1
= Qx — Qxy' Qv Qvix — Qxyr Qyn Qyrx .

Exemple 1.12 Soit X et V deux vecteurs aléatoires gaussiens indépendants, de moyenne X et
0, et de matrice de covariance @ x et QQy, respectivement, et on pose Y = H X + V. Le vecteur
aléatoire Z = (X,Y) est alors gaussien, de moyenne et de matrice de covariance

B X @x Qx H*
Z = - et Qz = ,
HX HQx HQxH" +Qv

respectivement. Si la matrice QQy est inversible, alors a fortiori la matrice Qy = H Qx H* + Qv
est inversible, et il découle de la Proposition 1.7 que la distribution de probabilité conditionnelle
du vecteur aléatoire X sachant Y, est une distribution de probabilité gaussienne de moyenne

X(Y)=X+QxH (HQxH*+Qy) ' (Y- HX),
et de matrice de covariance déterministe
R=Qx - QxH" (HQx H*+Qv) ' HQx ,

complément de Schur de la matrice Qy = H Qx H*+Qy dans la matrice-bloc @Qz. Pour simuler
un vecteur aléatoire gaussien de dimension m, de moyenne X (Y) et de matrice de covariance R, il
découle de la Remarque 1.8 qu’il suffit de simuler deux vecteurs aléatoires gaussiens indépendants
X' et V', de moyenne X et 0, et de matrice de covariance Qx et Qv respectivement, c’est—a—dire
de méme moyenne et de méme matrice de covariance que X et V respectivement, et de poser

§Y) = X'+ Qx H' (HQx H + Q)" (Y - (HX'+ V")) .

Si en outre la matrice Q) x est inversible, alors il découle du Lemme A.1 d’inversion matricielle
que la matrice R est inversible, et

R_le*Q‘_/lH+Q;(1:J,

d’apres ’expression obtenue dans ’Exemple 1.6 pour la matrice d’information de Fisher. Dans
ce cas particulier, la borne de Cramér—-Rao a posteriori est donc atteinte, puisque

E[(X(Y)-X)(X(Y)-X)*]=R=J"".
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Pour finir, on peut montrer directement la relation J = R~! sans utiliser I’expression obtenue
dans I’Exemple 1.6. En effet, si la matrice R est inversible, ce qui est garanti dés que les matrices
Qx et Qy sont inversibles, alors on a

pla | y) occexp{—1 (z — X(y))* R} (z — X ()} ,

de sorte que

et
2

—alogp(r|y) =R,

et on retrouve bien ’expression de la matrice d’information de Fisher

2

) _
J= —E[@ logp(X |Y)]=R!.

PREUVE DE LA PROPOSITION 1.7. On pose E =X — Qxy Q;,l Y, et on vérifie que le vecteur
aléatoire (Z,Y) est gaussien, comme transformation affine du vecteur aléatoire gaussien Z =
(X,Y). On calcule facilement la moyenne

[

=E[E] =X _QXYQ;/I? ,
la matrice de covariance

Q= = E[(E-5) (E-2)]

= E[((X - X) - Qxv Qy' (Y =) (X = X) - Qxy Q3" (Y = Y))']

= E[(X - X) (X - X)"] —E[(X - X) (Y = V)"] Qy" Qvx

—Qxy Qy E[(Y = V) (X = X)*] + Qxy Qy' E[(Y = Y) (Y = V)*] Q' Qv x

= Qx-QxyQy Qvx =R,

et la matrice de corrélation

Qzy = E[(E-35) (Y V)]

compte tenu que
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par différence. En particulier, les vecteurs aléatoires gaussiens = et Y sont décorrélés, donc
indépendants. Il suffit alors d’exprimer la fonction caractéristique de la distribution de probabi-
lité conditionnelle du vecteur aléatoire X = =+ Qxy Q;l Y sachant Y

Elexp{iuv*X} | Y] = E[exp{iu*(2+ Qxy Qy' Y)} | Y]
= exp{iu* Qxy Qy' Y} E[exp{iu*E}]
= exp{iu* Qxy Q;l Y} exp{iv*(X — Qxy Q;l Y) - % u* Ru}

= exp{iu* X (V) — su* Ru} .
On reconnait la fonction caractéristique d’'un vecteur aléatoire gaussien de moyenne X (Y) et de

matrice de covariance R. |

Conclusion On voit qu’il est important de disposer d’une information a priori sur l'état
inconnu X, par exemple de disposer d'une équation d’état décrivant I’évolution de X,, quand
n varie. On peut considérer deux types de modeles :

e les systemes linéaires gaussiens,

e les chaines de Markov a espace d’état fini,

et dans chacun de ces deux cas, il est possible de résoudre exactement le probleme de filtrage
de fagon optimale, par la mise en ceuvre :

e du filtre de Kalman, dans le cas des systemes linéaires gaussiens,

e des équations forward—backward de Baum, ou de l'algorithme de Viterbi, dans le cas des
chaines de Markov a état fini.

Ces deux cas peuvent étre vus comme des cas particuliers de modeles beaucoup plus généraux :
e les chaines de Markov a espace d’état quelconque (fini, dénombrable, continu, hybride,
ete.),

et dans ce cas il ne sera pas possible de résoudre exactement le probleme de filtrage de fagon
optimale, qui s’exprime pourtant tres simplement en termes de distributions de Feynman—Kac, et
il faudra avoir recours a la mise en ceuvre de méthodes de résolution approchées, en I'occurrence :

e de filtres particulaires, c’est—a—dire de méthodes de Monte Carlo avec interaction.
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Chapitre 2

Exemples

2.1 Recalage altimétrique de navigation inertielle

Un avion survole une zone dont le relief est connu : la hauteur h(r) du relief en chaque point de
coordonnée horizontale r est connue, et enregistrée dans une carte numérique.

Dans la suite, la position horizontale de ’avion est notée r, la position verticale, ou altitude,
est notée z, et la vitesse horizontale est notée v. A l'instant 0, la position horizontale initiale
de ’avion est rg, son altitude initiale est zy et sa vitesse horizontale initiale est vg. En réalité,
I'avion se déplace a l’altitude z = zy constante et & la vitesse horizontale constante v = vy.

FIGURE 2.1 — Modele numérique de terrain, et trajectoire réelle

Pour effectuer la navigation, c’est—a—dire pour permettre a ’avion d’estimer sa propre po-
sition horizontale ry et sa propre vitesse horizontale vy a chaque instant g, on recueille (au

15
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moyen d’accélérometres et de gyroscopes installés a bord) avec un pas de temps A = tj, —tj_1 et
jusqu’a l'instant final 7', 'accélération horizontale de ’avion avec une erreur additive modélisée
par un bruit blanc gaussien centré de matrice de covariance O'IQNS I (on dénote par I3 la matrice
identité de dimension 2 x 2). L’écart—type ong est une caractéristique supposée connue de la
centrale de navigation inertielle utilisée.

En respectant les caractéristiques statistiques données ci—dessus, la suite a}cNS d’accélérations
bruitées vérifie

a}CNS =ai + w,ICNS ,

ou aj dénote 'accélération réelle de I'avion, ici ar = 0 compte que ’avion se déplace en réalité a
vitesse constante, et ol la suite wllcNS est un bruit blanc gaussien centré de matrice de covariance
ol I

INS £2-

L’estimation r,ICNS de la position horizontale exacte r; est obtenue simplement en intégrant

les mesures d’accélération horizontale, a 1’aide du modele d’état suivant

INS INS INS
INS - INS + A INS avec INS -
vy 0 I (it ag g V0

Si on représente sur le méme graphique la position horizontale exacte r; de 'avion et l'esti-
mation inertielle TIICNS, pour chaque instant entre 0 et T, on remarque que la trajectoire estimée
s’écarte de la trajectoire réelle, juste parce que les erreurs sur l’estimation de l'accélération

s’accumulent au cours du temps.

-~ v

FIGURE 2.2 — Modéle numérique de terrain, trajectoire réelle et trajectoire inertielle

On introduit comme nouvelles variables d’état les erreurs d’estimation inertielle en position

horizontale ér, = TIICNS — 7, et en vitesse horizontale dv, = v,lgNS — vk, et le modele d’état
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correspondant est donc donné par

67”k Ig AIQ 5rk_1 0 57“0 0
= + A avec = ,
S, 0 I SVk—1 wiNS dvg 0

N

ou la suite w,& S est un bruit blanc gaussien centré de matrice de covariance O'IQNS Is.

On se propose dans la suite d’estimer ces nouvelles variables d’état, en exploitant d’autres
mesures, de maniere a corriger les estimations inertielles obtenues lors de cette premiere phase.

Pour corriger la dérive de ’estimation inertielle en position horizontale riNS par rapport a

la position horizontale exacte 7, on recueille séparément (au moyen d’un radar altimétrique, ou
radio—altimetre, installé & bord) avec le méme pas de temps A une mesure dkALT de la hauteur de
I’avion au—dessus du relief situé a la verticale, avec une erreur additive modélisée par un bruit
blanc gaussien centré de variance aiLT. L’écart—type oapT est une caractéristique supposée
connue du radio—altimétre utilisé.

On recueille également (au moyen d’un baromeétre altimétrique, ou baro—altimetre, installé
a bord) avec le méme pas de temps A une mesure z,]?AR de l'altitude de 'avion, avec une erreur
additive modélisée par un bruit blanc gaussien centré de variance cr% AR- L'écart—type opar est
une caractéristique supposée connue du baro—altimetre utilisé.

hauteur au—dessus du terrain

position verticale

terrain

altitude du terrain

niveau zéro

FIGURE 2.3 — Principe du recalage altimétrique

A chaque instant t;, le radio—altimetre fournit une mesure bruitée d?LT de la distance entre
l'avion et le relief, ¢’est—a—dire

AV = (= b)) + wp T

ou 1 dénote la position horizontale réelle de ’avion, ou z; dénote I’altitude réelle de I'avion, ou

h(rk) dénote la hauteur du relief au point de coordonnée horizontale ry, et ou la suite w,‘:LT est
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un bruit blanc gaussien centré de variance UiLT. Au méme instant t, le baro—altimetre fournit

une mesure bruitée zEAR de 'altitude de ’avion, c¢’est—a—dire

z,E’AR =z + w,];D’AR )

ou zj dénote 'altitude réelle de 'avion, et ou la suite w,]?AR est un bruit blanc gaussien centré de
variance 0123 ar- La hauteur du relief survolé a I'instant ¢;, déduite a partir des mesures fournies

par le radio—altimetre et par le baro—altimetre est donc
ALT BA ALT BA ALT
T = 2P — T = h(rg) + w0 — T
et peut étre reliée a ’erreur de position inertielle horizontale dr; par

ALT INS BAR ALT
h‘k = h(?”k — (Srk) + wk — U}k .

6600 T

6500

6400

6300

6200

6100

6000

5900

5800

5700

5600 I I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

FIGURE 2.4 — Profil réel du terrain survolé et mesures altimétriques

En résumé, le modele d’état utilisé pour le recalage altimétrique de navigation inertielle com-
prend :

e ’équation d’état

(5’!"k 12 AIQ 5Tk_1 0
= + A ,
Sy 0 I OV—1 wiNS

ou la suite w,lﬂNS est un bruit blanc gaussien centré de variance O'IQNS 1o,

e la condition initiale

oro 030 I 0
gaussienne, centrée, de matrice de covariance
51)0 0 O'2 12

vo
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e et I’équation d’observation

ALT INS BAR ALT
hk‘ = h(?"k_ — 57"14;) + wk — wk. .

ALT BAR
k k

ou la suite w est un bruit blanc gaussien centré de variance (TiLT, et ou la suite w
est un bruit blanc gaussien centré de variance 0123 AR-

L’estimation inertielle horizontale riNS fournie par la centrale inertielle, et la mesure hﬁLT de
la hauteur du relief fournie par le radio—altimetre et par le baro—altimetre sont disponibles. La
fonction r — h(r) n’est pas connue de fagon analytique, mais définie point—par—point en allant
lire la carte numérique.

2.2 Suivi visuel par histogramme de couleur

On souhaite réaliser un algorithme de suivi dans une séquence d’images numériques couleur. A
la lecture de la premiere image de la séquence, I'utilisateur sélectionne une zone de 'image, et
le suivi s’effectue de fagon séquentielle sur ’ensemble de la séquence, voir Figure 2.5.

initialisation image 3

FIGURE 2.5 — Suivi d’un visage dans une séquence de 10 images

La méthode est construite sur I’algorithme SIR (souvent appelé algorithme CONDENSATION,
pour conditional density propagation, en vision par ordinateur). Elle repose sur ’hypothese que
I’histogramme de couleur de la zone a suivre est constant le long de la séquence. Pour avoir plus
d’informations sur cette méthode de suivi visuel, on pourra lire [8].

Introduction aux images numériques

On désigne sous le terme d’image numérique toute image (dessin, icone, photographie, etc.)
acquise, créée, traitée ou stockée sous forme binaire. On distingue généralement deux grandes
catégories d’images :

e les images vectorielles, dont la description informatique est composée d’objets géométriques
individuels (segments de droite, polygones, arcs de cercle, etc.), chacun définis par divers
attributs de forme, de position, de couleur, etc.

e les images matricielles, représentées par un tableau a deux dimensions dont chaque case
est un pixel (mot dérivé de l'anglais picture element, élément d’image). A chaque pixel
est associée une ou plusieurs valeurs décrivant son niveau de gris ou sa couleur.



20 CHAPITRE 2. EXEMPLES

Les images vectorielles sont utilisées essentiellement pour du graphisme ou en CAO. Lorsque
I'on s’interesse au traitement d’images et a la vision par ordinateur, la représentation utilisé est
la forme matricielle. Il existe plusieurs standards de codage de la couleur :

bitmap noir et blanc : en stockant un bit dans chaque case, il est possible de définir deux
couleurs (noir ou blanc).

bitmap 256 niveaux de gris : en stockant un octet dans chaque case, il est possible de définir
256 dégradés de gris allant du noir au blanc

palette de couleurs (colormap) : grace a cette méthode, il est possible de définir une palette,
ou table des couleurs, contenant l’ensemble des couleurs pouvant étre contenues dans
I'image, a chacune desquelles est associé un indice. Le nombre de bits réservé au codage
de chaque indice de la palette détermine le nombre de couleurs pouvant étre utilisées. On
appelle ainsi image en couleurs indexées une image dont les couleurs sont codées selon
cette technique.

couleurs vraies (true color) : le codage de la couleur est réalisé sur trois octets, chaque
octet représentant la valeur d’une composante couleur par un entier de 0 a 255. Ces trois
valeurs codent généralement la couleur dans ’espace RVB (rouge, vert, bleu), mais d’autres
espaces de couleurs peuvent étre utilisé. Le nombre de couleurs différentes pouvant étre
ainsi représentées est de 256 x 256 x 256 possibilités, soit pres de 16 millions de couleurs.

Une image numérique est avant tout un signal 2D. D’un point de vue mathématique, on considere
I'image comme une fonction de R x R dans 2 ou le couplet d’entrée est une position spatiale
sur la grille des pixels, et ou € est l'espace des valeurs de codage de la couleur (ou du niveau
de gris). Par extension, on parlera d’images en dimension 2D+t (¢ pour le temps) pour désigner
une séquence d’images numériques (ou vidéo numérique).

Remarque 2.1 Etant donné que I’écran effectue un balayage de gauche a droite et de haut en
bas, on désigne généralement par les coordonnées (0, 0) le pixel situé en haut a gauche de I'image,
ce qui signifie que les axes de I'image sont orientés de la fagcon suivante : 'axe X est orienté de
gauche a droite, ’axe Y est orienté de haut en bas, contrairement aux notation conventionnelles
en mathématiques, ou ’axe Y est orienté vers le haut.

Principe de l’algorithme de suivi visuel

Le but de cet algorithme est de suivre une région d’intérét dans une séquence d’images. Cette
région est initialisée par 1'utilisateur et sa forme est fixée a priori. On considerera ici un rectangle,
paramétré par la position, en pixel, du centre du rectangle d = (x,y) et un parametre d’échelle
s. Au pas de temps k (i.e. a 'image k), I’état du systeéme a estimer sera donc Xy = (dg, sx). Le
parametre d’échelle permet de suivre un objet méme si celui-ci avance ou s’éloigne dans 'axe
de la caméra (effet de zoom). A l'initialisation, l'utilisateur clique 4 points dans I'image, qui
vont définir le rectangle initial. Celui-ci est décrit par les coordonnées du point haut/gauche,
une largeur et une hauteur.
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Equation d’état On s’intéresse a la situation ou aucune information a priori n’est disponible
sur la nature de l'objet suivi. Dans ce cas, I’équation dynamique du systeme doit étre peu
informative. On supposera donc un modele & position constante

Xp=Xp 1+ Wy,

ou Wj, est un bruit blanc gaussien, centré en 0 et de matrice de covariance C, matrice 3 x 3
diagonale. Les valeurs sur la diagonale sont c¢1, co et c3. Notons que si la nature de 'objet suivi
est connu, il est plus intéressant d’utiliser un modele dynamique approprié. Par exemple, on
pourrait imaginer utiliser un modele & vitesse constante pour le suivi d’une voiture dans une
vidéo acquise par une caméra sur autoroute.

Modele de couleur La zone initiale a suivre est caractérisée par un histogramme de couleur.
Cet histogramme de référence est construit sur les Nb couleurs les plus représentatives de cette
zone, comme montré sur la Figure 2.6. Cet histogramme de référence est noté ¢* = {¢*(n), n =

1,---, Nb}, ou ¢*(n) représente le nombre normalisé de pixels de la zone initiale dont la couleur
Nb

la plus proche est la couleur n. On a Z ¢*(n) = 1. Pour plus d’informations sur les différents

n=1
espaces de couleur, on pourra se reporter a la page color space sous Wikipedia.

1500{-

1000

5001

FIGURE 2.6 — Zone de I'image a suivre et histogramme de couleur associé pour Nb = 64

Comme décrit précédement, le but est de suivre une zone de I'image le long de la séquence,
sous I’hypothese que son histogramme de couleur est invariant dans le temps. Au temps k,
I’histogramme de couleur gx(x) d’un état hypothése x sera comparé au modele de couleur de
référence ¢*, et on définit la mesure de distance D entre ces deux histogrammes de couleur
normalisés

Nb
D(q*aq]ﬂ(x)) = (1 - Z \Y q*(n) qk(xvn) )1/2 )
n=1

Pour favoriser les états hypothéeses dont ’histogramme de couleur associé est proche de I’histo-
gramme de référence, on introduit la fonction de pondération

gr(x) o exp{=AD*(¢", qu(x))} .
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2.3 Poursuite d’une cible furtive (track—before-detect)

Une image radar est constituée par un tableau rectangulaire de p x p pixels, ol I'intensité de
I’écho recueilli en un point est codée par un niveau de gris allant du plus foncé (écho de faible in-
tensité) au plus clair (écho de forte intensité). La méme situation se rencontre avec un dispositive
opto—électronique, comme une caméra matricielle, ou chaque pixel recoit et affiche une intensité
lumineuse différente. En principe, si une cible est présente dans la scene 3D visée, elle apparaitra
dans le plan—-image sous la forme d’un pixel plus clair (ou d’un groupe de pixels adjacents plus
clairs) que les autres pixels de I'image, lesquels correspondent a ’écho d’objets secondaires de
moindre intensité et/ou a un bruit spatial, indépendant ou bien spatialement corrélé d’un pixel
a l'autre. Pour détecter (et localiser) la cible, il suffit en principe de rechercher dans I'image le
pixel (ou le groupe de pixels adjacents) le plus clair, c’est—a—dire de plus forte intensité. Au lieu
d’une recherche exhaustive, on utilise souvent une méthode de seuillage : rechercher les pixels
d’intensité supérieure a un seuil bien choisi, permet souvent d’obtenir directement le pixel de
plus forte intensité. En répétant cette opération pour chaque image successivement on peut ainsi
détecter d’abord, puis suivre, la cible dans une séquence d’images.

observation, frame #7 avec la position réelle
100

50

-50

-100
-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100

histogramme des intensités détection, seuil = 2 sigma
80

60

40

20

FIGURE 2.7 — Image observée, position réelle, histogramme, détection (cible visible)

On s’intéresse ici au cas d’une cible furtive, caractérisée par un écho de tres faible intensité,
c’est—a—dire d’une intensité du méme ordre de grandeur que l'intensité caractéristique du bruit
présent dans 'image, voire méme d’un ordre de grandeur inférieur. Dans ce cas, une méthode de
seuillage est inefficace : quel que soit le seuil choisi, rechercher les pixels d’intensité supérieure au
seuil ne permet plus d’isoler la cible au milieu du bruit. Méme un opérateur humain est incapable,
sur une image isolée, de détecter la présence et la position de la cible. En revanche, un opérateur
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humain est capable dans certains cas de suivre la cible dans une séquence d’images, comme une
succession de pixels (un dans chaque image de la séquence) animés d’un mouvement cohérent
au milieu de I'agitation incoordonnée des autres pixels. En quelque sorte, I’ceil humain suit la
cible sans jamais la détecter vraiment : c¢’est ce genre de performance qu’il s’agit de reproduire
ici de maniere algorithmique, connue sous le terme de track-before—detect, en s’appuyant sur un
modele a priori pour le déplacement de la cible, qui favorise le mouvement cohérent de pixels
entre des images successives.

observation, frame #3 avec la position réelle

histogramme des intensités détection, seuil = 2 sigma

FIGURE 2.8 — Image observée, position réelle, histogramme, détection (cible furtive)

Chaque image peut se représenter comme un champ aléatoire (Yi(s), s € S) ou I'indice s € S
désigne le pixel ou de maniere équivalente le site d’'un réseau bi—dimensionnel. Par hypothese,
Iintensité observée au pixel s € S se décompose comme

Yk(s) = I(Tk, S) + Bk(S) y

c’est—a—dire comme la somme de l'intensité due a la présence de la cible & la position (inconnue)
7, et de l'intensité due au bruit seulement. L’intensité au point s € S due a la présence de
la cible & la position r est modélisée par une fonction d’étalement ponctuelle (ou point spread
function, PSF)

52 r(s) —r|?
[rs) =T 52o0g — et g ) (s e o(r)) -

ou r(s) désigne la position dans I’espace physique du centre du pixel s, ou § > 0 désigne la
taille du pixel dans 'espace physique, et ou l'ensemble C(r) désigne le voisinage a 9 points
dans ’espace—-image autour du pixel contenant le point de position r dans ’espace physique.
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L’intensité due au bruit seulement est modélisée comme un champ aléatoire gaussien (Bg(s), s €
S) centré, de variance 0?3 en tout pixel s € S et décorrélé spatialement, c¢’est—a—dire

E[Bp(s)] =0 et  E[By(s)Br(s)] = 0% L

s=35)"
On définit le rapport signal a bruit (ou signal to noise ratio, SNR) en decibel, comme

I
SNR = 20 log;y —
o

On pose ici (par convention) Iy = 1 de sorte qu'un rapport signal & bruit de 20 dB correspond
a op = 0.1 tandis qu’'un rapport signal a bruit de 0 dB correspond a o5 = 1.

La fonction de vraisemblance est donnée & une constante multiplicative prés par ’expression,
en fonction de la variable 7, de la densité du champ aléatoire observé (Yi(s), s € S) quand la
cible occupe la position r dans ’espace physique. On a donc par définition

() = exp—5 5 3 IVils) ~ 10,9}

B ses

et on remarque que

() = ep{og 3 1008) Yils) - 5oy P

B sec(r) 9B eC(r

a une constante multiplicative pres, de sorte que le calcul porte seulement sur les 9 pixels du
voisinage C(r), et pas sur 'ensemble S de tous les pixels.

Le modele a priori pour I’évolution de la cible est donné par le modele d’état suivant

()= ) )
Vg, 0 I Vg—1 W

ol wy, est un vecteur aléatoire gaussien centré de matrice de covariance Is, ou la position initiale
ro est distribuée uniformément dans ’espace physique défini ci—dessus, et ou la vitesse initiale
vo est distribuée uniformément dans le domaine délimité en module par vyin < |vo| < Umax €t
en orientation par [0,2 7).

Sur chaque image, on peut rechercher le pixel de plus forte intensité observée, ou bien mettre
en ceuvre une méthode de seuillage pour détecter les pixels d’intensité supérieure au seuil choisi.
On peut aussi extraire 'histogramme des intensités observées aux différents pixels de I'image.
Si le rapport signal a bruit est trop faible, alors une simple détection image par image s’avere
inefficace. On peut en revanche considérer les images successives comme des observations (ma-
tricielles), et mettre en ceuvre un algorithme de filtrage pour effectuer directement le suivi.

2.4 Navigation en environnement intérieur

Un utilisateur se déplace a l'intérieur d’un batiment dont le plan est disponible sous la forme
d’une carte numérique. L’utilisateur est caractérisé a l'instant t
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e par sa position r; (un point du plan hors des zones noires),

e par son orientation ; (un vecteur unitaire, ou un angle) par rapport a la direction de
référence correspondant au vecteur unitaire u = (1,0), dirigé vers la droite sur la carte.

Un exemple de trajectoire admissible, c’est—a—dire ne rencontrant pas les obstacles (représentés
par les zones noires), est représenté sur la Figure 2.9.
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FI1GURE 2.9 — Exemple de trajectoire admissible

Le segment numéro k, joignant les positions ry et rx1 occupées par I'utilisateur aux instants
tx et ty+1 respectivement, peut étre caractérisé de la maniere équivalente

e par son origine rg, qui s’interprete comme la position de l'utilisateur a l'instant ¢,

e par sa longueur dy = |r11 — 7%/, qui peut s’interpréter comme la distance parcourue par
l'utilisateur entre les instants t; et tx41,

e et par son orientation 0 (déja mentionnée), qui peut étre définie de maniere équivalente
par le vecteur unitaire ux = (rg+1 — 7%)/dg,

et on dénote par oy = 0 — 0_1 le changement d’orientation entre le segment numéro (k — 1
et le segment numéro k, qui peut s’interpréter comme une rotation effectuée par 'utilisateur
I'instant ¢g.

)

Pour effectuer la navigation, c’est—a—dire pour permettre a l'utilisateur d’estimer sa propre
position a chaque instant, celui—ci est équipé d’un module de navigation & Iestime (ou module
PNS, pour pedestrian navigation system), qui fournit
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e une mesure @ de la rotation effectuée par I'utilisateur & 'instant ¢, avec une incertitude
caractérisée par un bruit gaussien additif de moyenne nulle et de variance o2,,,,,

e et une mesure dy de la distance parcourue par 1'utilisateur entre les instants ¢ et 51, avec
une incertitude caractérisée par un bruit gaussien additif de moyenne nulle et de variance

2

O walk*

En d’autres termes

Ay = ap +wi™  (modulo 27) et dj = dy, + wyelk (2.1)

walk turn

ou wl™* et wy™™ sont deux variables aléatoires gaussiennes indépendantes, de moyenne nulle et
. 2 2 .
de variance o ;. et of,.,, respectivement.

Les mesures bruitées (fl, e 7&\nn1ax—1 et a1, g, -, Qnmax—1 (avec la convention a; = 0) sont
recueillies par 'utilisateur le long de la trajectoire. A partir de ces mesures PNS incrémentales
bruitées, et a partir d’estimations de la position initiale 1 et de I'orientation initiale #; inconnues,
on peut essayer de reconstruire la position et 'orientation de I'utilisateur a chaque instant, par
intégration

OPNS = gPNS L G, (modulo 27) et Ty = rpNS 4 dp u(0NS) |

ou u(f) = (cosf,sinf) désigne le vecteur unitaire associé a angle 0. La trajectoire estimée a
partir des mesures PNS seulement est représentée sur la Figure 2.10.
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FIGURE 2.10 — Trajectoire estimée & partir des mesures PNS seulement

On remarque que la trajectoire estimée s’écarte de la trajectoire réelle, juste parce que les
erreurs sur les mesures PNS incrémentales s’accumulent au cours du temps.
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Pour corriger la dérive de la trajectoire estimée a partir des mesures PNS seulement, 1’idée
consiste a recueillir séparément des mesures fournies par d’autres capteurs. Dans la solution
proposée ici, a l'intérieur du batiment sont disposées des balises de ranging identiques, dont les
positions sont connues. Chaque balise est caractérisée par sa portée R, de sorte que

e tout utilisateur se trouvant a une distance inférieure a R par rapport a une balise est
détecté par cette balise,

e et symétriquement, tout utilisateur se trouvant a une distance supérieure a R par rapport
a une balise n’est pas détecté par cette balise.
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FIGURE 2.11 — Balises de ranging a portée limitée

En outre, si une balise détecte un utilisateur alors une mesure de la distance entre 'utilisateur
et cette balise est également disponible, avec une incertitude caractérisée par un bruit gaussien
additif de moyenne nulle et de variance afange. Les éventuelles détections et mesures de distance
bruitées sont recueillies par 'utilisateur le long de la trajectoire, et sont disponibles pour le

reclalage de navigation.
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FIGURE 2.12 — Détection par une balise de ranging

Pour réaliser le recalage de navigation, on dispose des informations suivantes

e un modele a prior: pour I’évolution de la position et de 'orientation de l'utilisateur, uti-
lisant les mesures PNS incrémentales bruitées définies en (2.1),

e une fonction de vraisemblance associée a chaque balise active, c’est—a—dire a chaque balise
déclenchée par 'utilisateur,

et on peut également prendre en compte

e la détection (ou la non—détection) de l'utilisateur par une balise,

e et les contraintes sur I’évolution de 'utilisateur dues a la présence d’obstacles, typiquement
les murs et cloisons intérieures du batiment, information disponible a partir de la carte
numérique.



Chapitre 3

Filtrage de Kalman

Le probleme de filtrage (en temps discret) se présente en général de la maniere suivante : on
considere { X}, un processus (dont les caractéristiques statistiques sont connues) représentant
I’état d’un systéme non observé. A linstant k, on recueille une observation Yj qui est formée
d’un signal (i.e. une fonction h(X}y) de I'état Xj) et d’un bruit additif

Yi = h(Xy) + Vi .

Les caractéristiques statistiques du bruit de mesure {Vj} sont également supposées connues.
A Tinstant k, on dispose de l'information Yp.x = (Yo, --,Y%) et le but est d’obtenir le plus
d’information possible sur I'état du systeme X (on veut, par exemple, pouvoir calculer un
estimateur X de Xj). On a vu a la Section 1.2 que la solution consiste a calculer la distribution
de probabilité conditionnelle de la variable aléatoire X sachant Yj..

Dans le cas des systemes décrits a la Section 3.1, le cadre est gaussien et ’évolution de
cette distribution de probabilité conditionnelle (déterminée par sa moyenne et sa matrice de
covariance) est régie par les équations du filtre de Kalman, présentées a la Section 3.2 et tres
simples & mettre en oceuvre. Les techniques développées dans le cas linéaire peuvent parfois
s’étendre au cas non linéaire par des méthodes de linéarisation, présentées a la Section 4.1. Les
filtres ainsi obtenus sont tres souvent utilisés en pratique mais ont parfois des performances peu
satisfaisantes.

3.1 Systémes linéaires gaussiens

On considere une suite d’états cachés { Xy} a valeurs dans R™, vérifiant
X =Fp X1+ fr + G Wy, (3.1)

ou { Xy} et {Wy} prennent respectivement leurs valeurs dans R™ et RP, et une suite d’observa-
tions {Y3} & valeurs dans R?, vérifiant

Yi = Hp Xp + hi + Vi, (3.2)

et on suppose que

29
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e la condition initiale X est gaussienne, de moyenne X et de matrice de covariance Q())( ,
e la suite {W;} est un bruit blanc gaussien, de matrice de covariance ka,
e la suite {V}} est un bruit blanc gaussien, de matrice de covariance ka,

o les suites {Wy} et {Vi} et la condition initiale X sont mutuellement indépendants.
La signification du modele (3.1) est la suivante

e méme si I’état Xj_; = x est connu exactement a 'instant (k — 1), on peut seulement dire
que I’état X a l'instant k est incertain, et distribué comme un vecteur aléatoire gaussien,
de moyenne Fy x + f; et de matrice de covariance Gy, QZV P

e si 'état Xj_; est incertain & linstant (k — 1), et distribué comme un vecteur aléatoire
gaussien, de moyenne Xj_; et de matrice de covariance Q?—p alors cette incertitude se
propage a l'instant k£ : méme en absence de bruit, c’est—a—dire méme si G = 0, I’état X,
a l'instant k£ est incertain, et distribué comme un vecteur aléatoire gaussien, de moyenne
Fp, X1 + fi et de matrice de covariance Fj, Qf_l Fy.

Proposition 3.1 La suite {Z; = (Xp,Yx)} est un processus aléatoire gaussien a valeurs dans
R™+4 . En particulier a linstant k, le vecteur aléatoire Zj, est gaussien, de moyenne et de matrice

de covariance _ ¥ <y

et ,
i ot Qr

respectivement, avec
Xy =Fp Xpo1+ fi et Yi=HXp+h,
et

Qf =FeQp 1 Fi +GrQGL, QR7 =Qu Hy et Qp=HyQp Hi+0Qy .

PREUVE. Comme sortie d’un systeme linéaire & entrées gaussiennes, la suite {Zj} est un proces-

sus aléatoire gaussien. En effet, pour tout instant n, le vecteur aléatoire (Zy, Z1,--- , Zy) peut
s’exprimer comme transformation affine du vecteur aléatoire (Xo, Wi, .-+, Wy, Vo, Vi, , Vp)
qui par hypothese est un vecteur aléatoire gaussien, donc le vecteur aléatoire (Zy, Z1, -+ , Zp,) est

gaussien, comme transformation affine d’un vecteur aléatoire gaussien. Par ailleurs, d’apres (3.1)

X = E[Xy] = Fy, E[Xp—1] + fi + G E[Wy] = Fyy Xpom1 + fr

et d’apres (3.2) ) )
Y. = E[Yk] = H; E[Xk] + hi -I-E[Vk] =H; X + hy .

Par différence

Xk—Xk:Fk (Xk_l—Xk_l)—l-Gka et Yk—Yk:Hk(Xk—Xk)—f-Vk ,
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de sorte que
Qx = E[(Xy — Xi) (Xi — Xp)"]
= E[(Fp (Xp—1 — Xp—1) + G W) (Fi (X1 — Xi—1) + G W)
= [ E[(Xpo1 — Xp1) (Xp_1 — Xp1)'] Ff + G E[W,, W) G,
+ G EWg (X1 — Xp—1)] Fff + Fr E[ (Xp—1 — Xg—1) Wi Gx;
= P Qi I+ Ge Q) Gy

ol on a utili_sé dans la derniére égalité le fait que (Xp_1 — Xx_1) est indépendant de Wy, donc
E[ (Xkp—1 — Xi—1) W}] = 0. Par ailleurs

K = E[(Xk — X) (Ve — Ya)"]
= E[(Xy — Xp) (Hg (X, — Xi) + Vi)']
= B[ (X — Xi) (X3 — Xx)*] H +E[(X), — Xx) ]
= Qi Hj |

ou on a utilis¢ dans la derniere ¢galit¢ le fait que (X — Xx) est indépendant de Vj, donc
E[ (X, — X&) V'] = 0. Finalement

Qk = E[(Yi — Vi) (Y — Y3)']
= E[(Hy, (X — Xi) + Vi) (Hi, (X — Xi) + Vi)'
= Hp E[(Xp — Xp) (Xp — X3)*] Hi + E[Vi, V]
+E[Vi (Xy — X)*] Hy + Hy, E[(X), — X3,) Vi)
= HyQy Hi +Qf

ou on a encore utilis¢ dans la derniere égalité le fait que (Xy — Xj) est indépendant de V}, donc
E[(Xk—Xk) Vk*] =0. O
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3.2 Filtre de Kalman

On considére un systeme linéaire du type (3.1) (3.2), c’est—a—dire

X = Fp Xp—1 + fo + Gp Wy, (3.3)

Y = Hp Xg + g + Vi, (3.4)
avec les hypotheses faites a la Section 3.1. A l'instant k, on dispose de I'information
Your = (Yo, Y1, Vi) -

L’objectif est d’estimer de facon optimale et récursive le vecteur aléatoire X a partir de Yj.x.
Si on adopte le critére du minimum de variance, il s’agit d’apres la Section 1.2 de calculer la
distribution de probabilité conditionnelle du vecteur aléatoire X} sachant Yj.,. Comme le cadre
est gaussien, il suffit de calculer la moyenne et la matrice de covariance

X, = E[Xp | You] et Py =E[(X) — Xi) (X — X3)* | You] -

On définit également les quantités suivantes

~

Xy =EXp | Yoxo] et Py =E[(Xx— X)) (Xe— X;)" | Youo] -

D’apres la Remarque 1.9, les matrices de covariances conditionnelles P et P, ne dépendent pas
des observations, c’est—-a—dire que

~ ~

Py = E[(Xs — Xz) (X — X2)*] et Pr =E[(Xp — X)) (Xe — X))

Supposons connue la distribution de probabilité conditionnelle du vecteur aléatoire Xj_1
sachant Y{.x_1. Pour calculer la distribution de probabilité conditionnelle du vecteur aléatoire
X}, sachant Yj.;, on procede en deux étapes :

e dans l'étape de prédiction, on calcule la distribution de probabilité conditionnelle du
vecteur aléatoire X} sachant les observations passées Yj.,_1, ce qui est facile a partir
de (3.3),

e dans I’étape de correction, on utilise la nouvelle observation Yj, et en particulier, on
considere la composante de l'observation Y qui apporte une information nouvelle par
rapport aux observations passées Yj.x_1, c'est—a—dire

Iy = Ye — E[Yy | You—1],
et d’apres (3.4), on a
Iy =Yy — (Hp E[Xg | Youe—1] + he + E[Vi | Your—1]) = Y — (Hy, X;; + hi)

compte tenu que Vi et Yj.p_1 sont indépendants.
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Remarque 3.2 Par définition, toute fonction des variables (Yp,---,Yx_1, Yx) peut s’exprimer
en fonction des variables (Yp,---,Yx_1,Ix), et réciproquement. On en déduit que (Yp.x—1, Ix)
contient exactement la méme information que Yj.x.

Lemme 3.3 Le processus {I} est un processus gaussien d valeurs dans R?, appelé processus
d’innovation. En particulier, le vecteur aléatoire I}, est gaussien, de moyenne nulle et de matrice
de covariance

Qi =H, P, Hf + Q) |

et indépendant de Yy.p_1. Plus généralement, le vecteur aléatoire (Xj — )?,;, Iy) est gaussien, de
moyenne nulle et de matrice de covariance

By Py Hyg
H, P, H,P, Hf+QY

et indépendant de Yy.p_1.

PREUVE. D’aprés la Remarque 1.10, Uobservation prédite E[Y) | Yj.x—1] dépend de facon af-
fine des observations passées (Yp, Y1, -+ ,Yr_1), de sorte que I'innovation I dépend de facon
affine des observations (Yp, Y1, -+ ,Y%). On en déduit que le vecteur aléatoire (Ip, I, - , Ij) est
gaussien, comme transformation affine d’un vecteur aléatoire gaussien.

Toujours d’apres la Remarque 1.10, I’état prédit X r = E[X} | Yo.1—1] dépend de facon affine

des observations passées (Yp, - ,Yx_1), de sorte que le vecteur aléatoire (Yp, -, Yi_1, Xi —
X, ,I1) dépend de facon affine du vecteur (Yp,Y1,---, Yy, Xy) formé de Iétat courant Xy et
des observations (Yp,Y1,---,Y). On en déduit que le vecteur aléatoire (Yp,---,Yi_ 1, X —

X, I1) est gaussien, et donc a fortiori le vecteur aléatoire (X3 — X, , I;) est gaussien, comme
transformation affine d’'un vecteur aléatoire gaussien. Compte tenu que

E[Xy — X, | Yora]=0 et E[l|Yor 1] =0,

par définition, on en déduit que le vecteur aléatoire (X — X % »Ix) est indépendant de Yp.—1.
D’apres 1’équation (3.4), on a

Iy =Yp — (Hp X + hi) = Hy (X — X))+ Vi (3.5)
et on en déduit que
Qr, = E[I I}]
= E[(Hy (Xx — X;7) + Vi) (Hy, (X — X)) + Vi)™
= Hy E[(Xy — X;,) (Xx — X;)'] Hy + E[Vi ]
+E[Vi (X — X;))") Hyf + Hy E[(Xi — X)) V7]

= H, P, Hi+ Q) .
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Dans cette derniere égalité, on a utilisé le fait que (Xj — X . ) est indépendant de Vj, donc
E[(X, — X, ) V)] = 0. On déduit également de (3.5) que

~

E[(X), — X;) If] = E[(Xy — X)) (Hx (X — X)) + Vi)™
= E[(X), — X;;) (X — X)) Hi +E[(Xi — X)) ]

— P_ Hj .

Dans cette derniere égalité, on a de nouveau utilisé le fait que (X — X ;. ) est indépendant de
Vi, donc E[(Xk—X];)Vk*] =0. a

Remarque 3.4 Compte tenu que la distribution de probabilité conditionnelle du vecteur aléa-
toire Yy sachant Y., 1 est gaussienne, de moyenne Hy X,  + hj et de matrice Qé inversible, on
obtient ’expression suivante

Ly = [ exp{-3 (Vi — (He X + hi))* (Q0) 7" (Ve — (He X + hy)) }
k=0

n
= [[ew{-5 5 (@) " I},
k=0
pour la vraisemblance du modele, a une constante multiplicative pres.

Théoréme 3.5 (Filtre de Kalman) On suppose que la matrice de covariance QX est inver-
sible, pour tout instant k. Alors { Xy} et { Py} sont définis par les équations suivantes

X; = B Xp1+ fa s

P = Fy P B+ GLQ)Y Gy,

et

Xp = X; + Ky, Vi — (Hy X7+ h)]

P, = [I - K, Hy P,

ot la matrice
Ky =P, Hy [Hy Py Hy + Q]

est appelée gain de Kalman, et avec les initialisations

~ —

Xy =Xo=E[Xo] e Py =Qf =cov(Xp) .

Remarque 3.6 On vérifie que la suite {P;} ne dépend pas des observations : elle peut donc
étre pré—calculée, en particulier dans le cas simple ou les coefficients Fy, = F, G, = G, H, = H,
QkW =QW et Qk,v = @V sont constants.



3.2. FILTRE DE KALMAN 35

Remarque 3.7 Si les coefficients Fj, fr et Gi dans Iéquation (3.1) et les coefficients Hj, et
hi dans I’équation (3.2) dépendent des observations Yj.,_1, alors la suite {Z; = (X, Y%)},
et a fortiori la suite {Xj}, n’est plus gaussienne, mais conditionnellement & Yj.x_1 le couple
(Xk, Yy) est gaussien. On dit que la suite { Xy} est conditionnellement gaussienne, et on vérifie
facilement que la distribution de probabilité conditionnelle du vecteur aléatoire X sachant Y.
est gaussienne, de moyenne X r et de matrice de covariance P, données encore par les équations
du Théoreme 3.5.

PREUVE. On procede en plusieurs étapes. Le point central est la Proposition 1.7 qui sera
constamment utilisée.

Expression de )?0 et P, en fonction de )?0_ et B, :

Le vecteur aléatoire (Xp, Yp) est gaussien, de moyenne et de matrice de covariance données
par
Xo Q' Qo Hg
et ,
Ho Xo + ho HyQy  HoQp Hg +Qf

respectivement. D’apres la Proposition 1.7, la distribution de probabilité conditionnelle du vec-
teur aléatoire X sachant Yj est gaussienne, de moyenne

Xo = Xo + Q¢ Hy [Ho Qg Hy + QY™ [Yo — (Ho Xo + ho)] ,
et de matrice de covariance

Po=Qf —Qf Hy [Ho Qi Hy + QY1 HoQf .

Expression de )?k_ et P~ en fonction de )?k_l et P._q:

Le vecteur aléatoire (X, Yo, -+, Yr_1) est gaussien, et d’apres la Proposition 1.7, la distri-
bution de /probabilité conditionnelle du vecteur aléatoire X} sachant Y., 1 est gaussienne, de
moyenne X, et de matrice de covariance P, . D’apres I'équation (3.3), c’est—a—dire

X = Fx Xg—1+ fr + Ge Wi,
on a
X, =E[Xy [ Yor—1] = Fr E[Xy 1 | Yor—1] + fo + GeE[Wi | Youp—1] = Fi X1 + fi

compte tenu que Wy, et Yi_1 sont indépendants. Par différence

X — )A(k_ = Fp (X1 — X 1) + G Wy,
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de sorte que

~

Py = E[(Xp — X)) (Xp — X;)7]
= E[(Fi (Xp—1 — Xip—1) + Gu Wi) (Fi (Xp—1 — Xi—1) + G Wi)"]
= FLE[(Xp_1 — Xio1) (Xp1 — Xp1)'] Fyf + Gy E[W, W} G,
+ G E[Wi (Xi—1 — Xie1)*] Ff + F E[(Xpe1 — Xioe1) W} G5,

Dans cette derniere égalité, on a utilisé le fait que (Xx_1 — X k—1) est indépendant de W, donc

E[(Xp_ 1 — Xp_1) W] =0.

Expression de X’k et P, en fonction de Xk_ et P :

Le vecteur aléatoire (X, Yo, - - - , Y) est gaussien, et d’apres la Proposition 1.7, la distribution
de probabilité conditionnelle du vecteur aléatoire X sachant Yj.; est gaussienne, de moyenne
X}, et de matrice de covariance déterministe Pg. D’apres la Remarque 3.2, on a

~

X = E[Xk | Your]
= X; +E[X; — X | You)
= X +E[X — X | You_1, Ii]

= X +EX, = X [ 1]

compte tenu que les vecteurs aléatoires (Xj — X . ) et Ij, sont indépendants de Yp.;_1, d’apres le
Lemme 3.3. Par différence

Xp—Xp= (X = X)) — (X = X)) = (X = X)) —E[Xp — X, | ],
de sorte que

Py = E[(X), — Xp) (Xi — Xp)*]

= E[(Xx — X; ) —E[X}, — X, | L)) (X5, — X)) —E[Xy — X | I])*] .

Pour calculer la moyenne conditionnelle et la matrice de covariance conditionnelle du vecteur
aléatoire X}, sachant Y{., il suffit donc de calculer la moyenne conditionnelle et la matrice de
covariance conditionnelle du vecteur aléatoire (Xj — X . ) sachant I,. En d’autres termes, pour
estimer I’état caché X au vu des observations Y. il suffit d’estimer de quelle quantité, exprimée
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en fonction de I’écart Ij constaté entre la nouvelle observation et 'observation prédite, corriger
I'estimation prédite X i - Clest de cette propriété que découle la forme récursive du filtre de
Kalman. D’apres le Lemme 3.3, le vecteur aléatoire (X — X > Ir) est gaussien, de moyenne
nulle et de matrice de covariance

Py Py Hy
H, P, HyP, H; + Q)

Si la matrice Q,‘C/ est inversible, alors a fortiori la matrice Q,{: = H, P HJ + ka est inversible,
et d’apres la Proposition 1.7 on a immédiatement

X=X, + Py Hy [He Py Hy + QY1 I
et
P, =P, — P, H} [H. P, Hy + QY™ Hy P,

ce qui termine la démonstration. O

3.3 Lisseur de Kalman

On dispose désormais de I'information
YO:n = (Yb,Yh e 7YTL) ’

et I'objectif est d’estimer de fagon optimale le vecteur aléatoire Xy a partir de Yp.,, pour un
instant k£ intermédiaire entre l'instant initial 0 et l'instant final n. Si on adopte le critere du
minimum de variance, il s’agit d’apres la Section 1.2 de calculer la distribution de probabilité
conditionnelle du vecteur aléatoire Xj sachant Y.,. Comme le cadre est gaussien, il suffit de
calculer la moyenne et la matrice de covariance

Xp = E[X), | You] et Pl = E[(Xi — X7!) (X5 = X)" | Youn] .

et clairement, )?g = )?n et P' = P, pour £k = n. D’aprés la Remarque 1.9, la matrice de
covariance conditionnelle P;* ne dépend pas des observations, c’est—a—dire que

Py =E[(X), — X}) (X3, — X])"] .

Théoréme 3.8 (Lisseur de Kalman) On suppose que les matrices de covariance QZ et P

sont inversibles, pour tout instant k. Alors {)/(\',ff} et {P}'} sont définis par les équations rétro-
grades suivantes

~

Xp = Xe+ Ly (Xp - X7)

By = P — L (P —P) Ly,

avec la matrice de gain
Ly=Pe 1 Fi (P))7!,
et avec les initialisations

X"=X, e P'=P,.

n



38 CHAPITRE 3. FILTRAGE DE KALMAN

PREUVE. On remarque que le vecteur aléatoire Y peut s’exprimer comme transformation affine
du vecteur aléatoire (X, V%), et donc a fortiori comme transformation affine du vecteur aléatoire
(Yo:r—1, X — X, Vi). De méme, le vecteur aléatoire Y}, peut s’exprimer comme transformation
affine du vecteur aléatoire (Xjyip, Vitp), €t par transitivité comme transformation affine du

vecteur aléatoire (Xp, Wiy1, -+, Wigp, Viyp), et donc a fortiori comme transformation affine
du vecteur aléatoire (Yo.p—1,Xp — X, Wit1, -+, Wigp, Vitp). On en déduit que le vecteur
aléatoire Y., = (Yo.k—1, Yk, -+, Yn) peut s’exprimer comme transformation affine du vecteur

aléatoire (Yo.x—1, Xp — X, , Zry1:n) O Zpy1:n = Wirs -+, Wi, Vi, Vi, - -+, Vi) par définition.
Les vecteurs aléatoires Yo.x—1, X — X, et Zg41,, sont mutuellement indépendants, et il résulte
de la Remarque 1.11 que

Ur_y = E[Xk-1 | Yosw—1, Xe — X, , Ziy1on]
= X1 +E[Xp 1 — Xp1 | Yoro1, Xk — Xi, Zh1n)
= Xp_1+ E[Xk_1 — X | Youo—1] + E[Xp—1 — X1 | Xy — Xk_]
+E[Xpo1 — X5t | Zrsrn]

= X1 +E[Xp 1 — Xpon | X — )A(k_] ;

compte tenu que E[X}_; — X k—1 | Yo.x—1] = 0 par définition, et ol on a utlhse dans la derniere
égalité le fait que (Xp_1 — Xk 1) est indépendant de Zy 1.y, donc E[Xj_1 — X1 | Zk11.m) = 0.
Par différence

Xp1 = Upy = (Xeo1 = Xeor) = (UF- = Xin)

= (Xpo1 — Xp1) —E[Xpy — Xpon | Xk — X7,
de sorte que

E[(Xk—1 = Up_q) (Xp—1 = U_1)"]
= E[((Xp1 — Xp1) — E[Xp 1 — Xp1 | X — X;))

(Xp_1 — )?k,1) — E[X§—1 — Xk | X — Xk_])*] :

Pour calculer la moyenne conditionnelle et la matrice de covariance conditionnelle du vecteur
aléatoire Xj_q sachant (Yo.x—1, X — X % » Zk+1:n), il suffit donc de calculer la moyenne condi-
tionnelle et la matrice de covariance conditionnelle du vecteur aléatoire (X 1 — X k—1) sachant
(X — Xk,_) D’apres la Remarque 1.10, I’état prédit Xk;_ = E[X} | Yo:—1] dépend de fagon affine
des observations passées (Yp,---,Yr_1), et 'état estimé )A(k = E[X} | Yo.x] dépend de facon
affine des observations (Yp,---,Yx), de sorte que le vecteur aléatoire (Xj_1 — )?k,l, X — )?k_)
dépend de facon affine du vecteur (Y, -, Yy, Xx—1, X). On en déduit que le vecteur aléatoire
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(Xp—1— X k1, XE — X ) est gaussien, comme transformation affine d’un vecteur aléatoire gaus-
sien. Par différence
Xy — X = F, (X1 — Xpm1) + G Wi

de sorte que

E[(Xp-1 — Xpo1) (X — X))
= E[(Xp1 — Xp-1) (Fr (Xpo1 — Xx1) + G Wi)]
= E[(X1 — Xie1) (X1 — Xim1)'] Ff + E[(Xpm1 — Xim) Wi Ga

= P Fy .

Dans cette dernlere égalité, on a utilisé le fait que (Xj_1 -X k—1) et Wy sont mdependants donc
E[(Xp_1 — Xp_1) W] = 0. On en déduit que le vecteur aléatoire (X1 — X1, Xp — Xf) est
gaussien, de moyenne nulle et de matrice de covariance

P.1 P F;

Fy Py P
Par hypothese la matrice P, est inversible, et d’apres la Proposition 1.7 on a immédiatement
Uiy = Xpo1+ Pooat B (Pr) 71 (X — X)) = Xioy + Lie (X — X))
et
E(Xp—1 —Up_y) (Xp—1 —UL)") = Py — P F, (P, Y ' Fy Py = Pp_1 — Ly P L .
et on en déduit que
Xy = E[Xi1 | You] = U}y | You) = Xeor + Li (X = X))

compte tenu que (Yo.x—1, Xp — )A(,;,Zkﬂm) contient davantage d’information que Yj.,. Par
différence

Xt = Xy = (X = UL ) + (UF — Xfy) et URly = X[y = L (X = X])
de sorte que

PPy = E[(Xp1 = X)) (X1 — X70)7]
= E[(Xp—1 = Uf_0) + (U = X)) (Keer = Upy) + (U = X3 )7]
= E[(Xp1 = UpPy) (Xpmr = U ) 1+ BL(UF — X70) (UR- — X7 0)"]
E[(Up- — X)) (Xpo1 = U )" |+ E[(Xkm1 — UPy) (UF-y — Xf0)")

= (Py1 — Ly P, L)+ Ly Py Ly, .

Dans cette derniere égalité, on a utilisé le fait que
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i (Ui?q - )?]?71) dépend de (}/O:k—lek: - )?];a Zk’-‘rl:n)a

o et B[ Xy 1 — U} | You—1, Xi — )?k_, Zy+1:m) = 0 par définition,

donc E[ (Xg_ — U ,) (U, — X )*] = 0. O



Chapitre 4

Extensions aux systemes
non—linéaires

On considére une suite d’états cachés { X} a valeurs dans R, vérifiant
X = bp(Xg—1) + ok (Xp—1) Wi, (4.1)

ou { Xy} et {Wy} prennent respectivement leurs valeurs dans R et RP, et une suite d’observa-
tions {Y3} & valeurs dans R?, vérifiant

Yi = hi(Xi) + Vi, (4.2)

et on suppose que

e la condition initiale X est gaussienne, de moyenne X et de matrice de covariance Qg( ,
e la suite {W;} est un bruit blanc gaussien, de matrice de covariance QZV,
e la suite {V}} est un bruit blanc gaussien, de matrice de covariance QkV inversible,

o les suites {Wy} et {Vi} et la condition initiale X sont mutuellement indépendants.
La signification du modele (4.1) est la suivante

e méme si I’état Xj_; = x est connu exactement a 'instant (k — 1), on peut seulement dire
que I’état X a l'instant k est incertain, et distribué comme un vecteur aléatoire gaussien,

de moyenne by () et de matrice de covariance oy (z) Q) (ox(x))*.

La plupart des propriétés obtenues a la Section 3.1 ne sont pas vraies pour le systéme décrit
par les équations (4.1) et (4.2). En particulier, le processus {Z; = (X}, Yx)} n’est pas gaussien (ni
méme conditionnellement gaussien), et les moments conditionnels de X}, sachant Yj.; ne peuvent
pas étre calculés de maniere simple. Deux approches pragmatiques sont présentées dans ce cha-
pitre, qui permettent d’obtenir des estimateurs sous—optimaux, c’est—a—dire qui n’atteignent
pas nécessairement le minimum de ’erreur quadratique moyenne, mais qui sont néanmoins tres

41
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largement utilisés en pratique. La premiere approche présentée a la Section 4.1 repose sur des
techniques de linéarisation, et donne lieu au filtre de Kalman linéarisé et au filtre de Kalman
étendu. La deuxieme approche présentée a la Section 4.2 repose sur des techniques d’approxi-
mation gaussienne et de quadrature numérique, et donne lieu au filtre de Kalman dit unscented.
Dans les chapitres suivants, on abandonnera ce point de vue de lineéarisation ou d’approximation
gaussienne, et on s’attachera d’abord a caractériser la distribution de probabilité conditionnelle
de I’état caché sachant les observations, soit par une représentation probabiliste, soit par une
équation récurrente dans ’espace des distributions de probabilité, et on proposera ensuite des
approximations numériques reposant sur méthodes de simulation de type Monte Carlo.

4.1 Filtre de Kalman linéarisé, filtre de Kalman étendu

On considere le systéme non linéaire

X = bi(Xp—1) + o (Xp—1) Wy,
(4.3)
Y = hip(Xy) + Vi,

et on suppose que les fonctions by et hy sont dérivables. En linéarisant le systeme (4.3) autour
d’une suite déterministe donnée, ou bien autour de ’estimateur courant, on peut obtenir des
algorithmes sous—optimaux, qui sont décrits ci—dessous.

Filtre de Kalman linéarisé

On se donne une suite (déterministe) {Z} a valeurs dans R™, appelée trajectoire nominale (on
peut prendre par exemple Zj comme une approximation de la moyenne de Xj). La méthode
consiste a linéariser les fonctions by et o} autour de xj_1, c’est—a—dire

bi(x) =~ b (Tp—1) + bf(Tr—1) (x — Tp_1) et or(x) ~ o (Tp—1) ,
et la fonction hj autour de Zj, c’est—a—dire
hi(x) =~ hi(Zg) + hy(Tk) (z — Tg) -
Le systéme non-linéaire (4.3) est alors remplacé par le systeme linéaire gaussien

Xy = Fp X1 + [ + G Wy,

Y. = H. Xp. + hip + Vi,
avec
Fr = bj(Tp-1) , fe = =bp(Tp—1) To—1 + bi(Tp—1) et G = op(Tp—1) ,

et avec
H, = h%(fk) et hr = _h;g(jk) T + hk(ik) .
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On applique alors exactement le filtre de Kalman a ce nouveau systeme, d’ou I'algorithme sous—
optimal suivant

Xy = be(@r-1) + bp(@r-1) (Kot — Tie1)

Py = by(Zr-1) Po—1 (0,(Z1))" + on(@-1) Q1 (o%(Za-1))"
et

~

Xp = X + Ky, [ Vi — (ha(@x) + R(@p) (X7 — )]

Py = [I - Ky hi(z0)] Py
avec la matrice de gain
Ky, = Py hi(@)* [ (ze) By (i (@) + Q117
A la place de la premiere et la troisieme de ces équations, on peut utiliser

~

X]; = bk()?k—l) ,

X = Xp, + Ki [V — (X))
On choisit I'initialisation )?0_ et Py de telle sorte que N()?O_ , Py") soit une bonne approximation

de la distribution de probabilité du vecteur aléatoire Xj.

Filtre de Kalman étendu

Au lieu de linéariser autour d’une trajectoire nominale déterministe {Zy}, on peut utiliser 'es-
timateur courant. La méthode consiste a linéariser les fonctions by et o autour de X;_1, c’est—
a—dire

bi(x) ~ b (Xp_1) + b (Xp_1) (2 — Xp_1) et on(z) ~ o1(Xp_1) ,
et a linéariser la fonction hj autour de X i » ¢'est—a—dire
hi(2) = hi(X) + b (X)) (2 — X))

Le systeme non-linéaire (4.3) est alors remplacé par le systéme conditionnellement linéaire gaus-
sien

Xp = Fp Xp_1 + fo + Gp Wy,

Y, = Hy, + hy + Vi,
avec

Fj, = bp(Xp-1) fr = =bj(Xp1) Xp_1 + bp(Xp_1) et Gr=op(Xp_1),
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et avec
Hp=hip (X)) et hy=—h(X;) Xp + (X)) .

On applique alors exactement le filtre de Kalman a ce nouveau systeme, au vu de la Re-
marque 3.7, d’ou ’algorithme sous—optimal suivant

X, = be(Xp1)

Py = b(Xim1) Poot (0(Xim1))™ + o(Xim1) QF (00(Xi—1))*
et

Xp = X; + K [V — hi(X7)]

Pp = [I - Kphiy(X))] By
avec la matrice de gain
Ky = P (X)) I(X50) Py (X)) + QU
On choisit I'initialisation )?0_ et Py de telle sorte que N()?O_ , Py") soit une bonne approximation

de la distribution de probabilité du vecteur aléatoire Xj.

Remarque 4.1 Dans cet algorithme, la suite { P} dépend des observations, et ne peut donc
pas étre pré—calculée.

4.2 Filtre de Kalman unscented

On considére a nouveau le systéme non linéaire (4.3), c’est—a—dire
X = bi(Xg—1) + op(Xg—1) Wi,

Yi = he(X) + Vi,

et on ne suppose plus que les fonctions by et hy sont dérivables, mais on suppose que les fonctions
br, hi et o et certaines fonctions associées, peuvent étre intégrées par rapport a certaines
distributions de probabilité gaussiennes.

Au lieu de s’appuyer sur une linéarisation des fonctions autour de ’estimateur courant, on

se propose ici

e de remplacer les différentes distributions de probabilité conditionnelles par des distribu-
tions de probabilité gaussiennes ayant méme moyenne et méme matrice de covariance,

e d’utiliser des formules de quadrature, développées initialement pour le calcul numérique
d’intégrales, pour approcher ces moyennes et ces matrices de covariance conditionnelles.
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Le premier point peut s’interpréter comme une projection, au sens de la distance de Kullback—
Leibler, sur la famille des distributions de probabilité gaussiennes.

» Le calcul des deux premiers moments (moyenne et matrice de covariance) de la distribution
de probabilité conditionnelle p, (dx) = P[X} € dx | Yo.x—1], c’est-a-dire le calcul de la moyenne
conditionnelle et de la matrice de covariance conditionnelle du vecteur aléatoire X, sachant
Yy.x—1, est facile. Par définition

~

X, = E[Xy | Yor—-1]

= Ebp(Xr-1) | Yor—1] + Elon(Xp—1) Wi | Your—1]

- /m bi () pre—1(dx)
compte tenu que
Elog(Xk—1) Wi | Youe—1] = E[E[op(Xi—1) Wi | Xi—1, Yok—1] | Yo:h—1]
= Elog(Xk—1) E[Wg | Xy—1, Yor—1] [ Yor-1] =0,

ot on a utilisé dans la derniere égalité I'indépendance de (Yo, -+, Yr_1, Xx—1) et de Wy, donc
E[Wy | Xk—1, Yo.xk—1] = 0. Par différence

X — X = (0(Xp1) — X)) + on(Xpo1) Wi
de sorte que
Py = E[(Xy — X)) (X — X)" | You]
= E[((0s(Xp-1) = X;,) + 06 (Xp—1) W) (be(Xp-1) = X)) + 0n(Xp-1) Wi)* | You1]
= E[(bp(Xp—1) = X;) (b(Xp—1) = X)) | Your1]
+ Elon(Xe_1) Wi (bp(Xz—1) — X)) | Your1]

+E[ (bp(Xpm1) — X)) Wy o3(Xie1) | Yout]

+ Elog(Xg—1) Wi Wy 03(Xk—1) | Youk—1]

= [ o) = X0 o)~ K0 ma) + [ (o) Q1 (o) s ()

m
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compte tenu que

Elog(Xk—1) Wi W} 05(Xk—1) | Yo:6—1]
=E[E[ok(Xi—1) Wi Wi 03(Xk—1) | Xr—1, Youe—1] | Yo:k—1]
=Elon(Xp—1) EW, Wi | Xi—1, Youk—1] 05 (Xk—1) | Youk—1]

= E[op(Xp—1) QF 07 (Xp—1) | Your—1] ,

ot on a utilisé dans la derniere égalité I'indépendance de (Yo, -, Yir_1, Xx_1) et de Wy, donc
EW, Wi | Xp—1,You—1] = QZ,V, et compte tenu que

Eloy(Xp—1) Wi (b(Xg—1) — X;)* | You-1]
= E[E[oy(X5—1) Wi (01(X5—1) — X3)* | Xe—1, You-1] | Your—1]

= Elow(Xp—1) E[Wi | Xi—1, Yor—1] (0r(Xp—1) — X;)* | Yoa] =0,
ou on a encore utilisé dans la derniere égalité I'indépendance de (Yp, -+, Yi—1, Xp—1) et de Wy,
donc E[Wy, | X—1, Yo.x—1] = 0.

» En revanche, le calcul des deux premiers moments (moyenne et matrice de covariance) de
la distribution de probabilité conditionnelle py(dz) = P[X € dx | Yp.i], c’est—a—dire le calcul
de la moyenne conditionnelle et de la matrice de covariance conditionnelle du vecteur aléatoire
X}, sachant Yj.,, n’est pas immédiat, et on commence par le calcul des deux premiers moments
(moyenne et matrice de covariance) de la distribution de probabilité conditionnelle jointe du
vecteur aléatoire (Xy, Yy) sachant Yj.x_1, qui est plus facile. On rappelle que

%= [ @),
a déja été obtenu plus haut, et par définition

Y,” = E[Y; | Youi]
= Elhe(Xk) | Youk—1] + E[Vi | Youk—1]

= [ (o) g (da)
Rm

On rappelle que

Pr = [ (0ele) = X0) (nlo) X aa (@) + [ ula) QU o) s ()

m

a déja été obtenu plus haut, et par différence

Vi =Y = (e(Xp) = Y) + Vi,
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de sorte que

~ ~

k= El(Ye =Y, ) (Y=Y, )" | Yor-1]

[1]

= E[((he(Xx) = Y7) + Vi) (ha(X3) — Y7) + Vi)™ | You—1)
= B[ (he(Xg) = Y;) (he(Xe) = Y )* | You1] + E[Va Vi | Yo ]
+E[ (h(Xp) — Yy ) Vi | You—1]

+E[Vi (hi(Xg) = Y)* | You-1]

= [ o) = F) o) = T )i ) + QY
compte tenu que

E[Vi (he(X%) = Yy)* | Yow1]
=E[E[Vi (7(Xp) — Yy )" | Xn, You—1] | Youe—1]

= E[E[Vk | Xy, Yo—1) (h(X5) — Y, )" | Yor—1] = 0.

ol on a utilisé dans la derniere égalité 'indépendance de (Yo, -- ,Yyp_1, Xi) et de Vi, donc
E[Vi | Xk, Yoe—1] = 0, et

~ ~

Cr = E[(Xp — X)) (Ve = Y )" | You—1]

= E[(X5, — X;) (hio(Xe) = ¥,7)" | Youor] + E[(Xe — X;7) Vi | Y]

= [ =X nle) = T i ()

On remplace la distribution de probabilité conditionnelle jointe du vecteur aléatoire (Xp,Yy)
sachant Yj.;_1 par la distribution de probabilité gaussienne de moyenne et de matrice de cova-
riance

7 c; =

respectivement. Si la matrice Q‘k/ est inversible, alors a fortiori la matrice =y est inversible, et
d’apres la Proposition 1.7 on obtient immédiatement les approximations suivantes

)/Ek:)?];—l-ck Elzl (Yk—?k_) et Pk:Pk__Ck Elzl C;; s
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pour les deux premiers moments de la distribution de probabilité conditionnelle iy, c’est—a—dire
pour la moyenne conditionnelle et de la matrice de covariance conditionnelle du vecteur aléatoire
X}, sachant Yj.;.

Ces équations ne sont pas fermées, c’est-a-dire que les moments X, et P, ne s’expriment

pas en fonction des moments X’k,l et P._1 seulement, mais en fonction de toute la distribution
de probabilité conditionnelle pr_1, et de méme, les moments )?k et P, ne s’expriment pas
en fonction des moments X . ¢t P seulement, mais en fonction de toute la distribution de
probabilité conditionnelle u, . Pour fermer ces équations, on adopte le principe de projection
énoncé plus haut.

» On remplace la distribution de probabilité conditionnelle u;_; par la distribution de
probabilité gaussienne de moyenne Xj,_; et de matrice de covariance P,_1 = Si_1 S;_;, et en

effectuant le changement de variable z = X k—1 + Sk_1 u, on obtient les approximations

X, z/@k(u) exp{—3 [u*} @ )m/2 )
et

%x/@wfgmmp@wmmrm”)m

+ [l B exp(—4 ) 5
ou par définition
bp(u) = bp(Xp1 4+ Sk_1u) et Gp(u) = op(Xp_1 + Sk_1u) -

» De méme, on remplace la distribution de probabilité conditionnelle p,~ par la distribution
de probabilité gaussienne de moyenne X, et de matrice de covariance P, = S,” (S, )", et en
effectuant le changement de variable x = X~ + S, u, on obtient les approximations

Vo [ R =Py G5
et R R N du
g & /m(hk(u) =Y,7) (hi(u) _?_)* exp{—3 Jul*} (2 )m/2 +Q
et

Ci ~ S]; - ’UJ(?L]@(U) - ?1;)* exp{ ‘u| } ( )m/2 ’

ou par définition

~

hi(u) = hi(X;, + Sy ) -

Il reste donc a calculer les intégrales des fonctions non—linéaires

i (), br,(w) O (w), G (w) QY 5 (u), huc(u), whi(u) et s (w) I (w)
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par rapport a la densité gaussienne réduite centrée.

Remarque 4.2 Si on suppose que les fonctions by et hi sont dérivables, et qu’on utilise un
développement limité au premier ordre au voisinage de v = 0 dans les intégrales ci—dessus, on
retrouve les équations du filtre de Kalman étendu. L’idée ici est de me pas linéariser, et de
calculer les intégrales en utilisant des formules de quadrature numérique.

On introduit les formules de quadrature suivantes, reposant sur la notion de o—points. En
dimension m, la densité de probabilité gaussienne centrée réduite (de matrice de covariance
identité) est représentée par 2m + 1 points de quadrature (u_p,, -+ ,uy) appelés o—points, et

définis par
ug =0, U =€ vVvm-+kK et U_; = —U; ,

ou e; désigne le i—eme vecteur de base, affectés des poids

K 1
wy = et Wy =W; = — 4.4
O m+k ‘ Y 2(m A+ k) (44)
pour tout i = 1,--- ,m (d’autres choix de o—points sont possibles). On vérifie que
+m +m +m m
Zwizl, ZwiuizO et Zwiuiuf:Zeief:I,
i=—m i=—m 1=—m i=1

c’est—a—dire que les deux premiers moments sont pris en compte exactement. Plus généralement

L

+m
() exp{-1 12} — 2~ 3wy pui)

2
Rm™m (27T)m/ i——m
et un changement de variable évident donne aussitot
du o
1/2 19,2 ~ . 1/2,,.
o ¢+ 2 u) exp{—4 |ul’} @nym2 ™ Z w; ¢(p+ B2 uy) |
i=—m
pour toute fonction ¢ définie sur R™, c’est—a—dire que les o—points (x_,,- -+ , ;) associés a la

distribution de probabilité gaussienne de vecteur moyenne u et de matrice de covariance 3, sont
définis par la relation z; = u + $1/2 4, soit

To =W, ZL'Z':,U+EI/2€¢\/TTL+I€ et x,i:u—El/Qe“/m%—/{,

pour tout i = 1,--- ,m. On vérifie que
+m +m m
Zwil‘i:# et Zwi(xi—ﬂ)(ﬂii—u)*zzzlﬂei(El/Qei)*:Z,
i=—m 1=—m =1

c’est—a—dire que les deux premiers moments sont pris en compte exactement.

Avec ces formules de quadrature, on obtient ’algorithme de filtrage sous—optimal suivant.
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Expression de )A(]; et P en fonction de )A(k_l et P,_1=5,15,_;:

On introduit les o—points
x():j(:k,1 , a}i:)/(:k,1+5k,1€i vm+ K et x_i:)?k,l—sk,lei vm+ kK,

affectés des poids (4.4) pour tout i = 1,--- ;m, et on définit le vecteur moyenne

+m
Xk_ = Z w; bk(ZCZ),

et la matrice de covariance
+m N N +m
Pro= " wi (belw) = X)) (b(s) = X))+ Y wi opla) QF of(wi) = S ()"

Expression de X}, et P, en fonction de )A(,; et P =5, (S,) :

On introduit les o—points

:CO:)?k_, xi:)?k_—i-Sk_ei\/m—i—ﬁ et :c_i:)?k_—Sk_e“/m—i—/i,
affectés des poids (4.4) pour tout i = 1,--- ,m, on définit le vecteur moyenne

+m
ka = Z w; hk(ﬂjz) R

1=—m
la matrice de covariance
+m N N
B = wi (h(mi) =Y, ) (he(mi) = Y,))" + Q)

=—m

et la matrice de corrélation
+m . .
Cr = Y wi (@ — X)) (ha(w) =Y0)"
1=—m

et on pose

)?k:)?];—{—ck Elzl (Yk—i}ki) et Pk:P];—Ck E;l C;;:Sk SZ .



Chapitre 5
Filtrage bayésien

On considere d’abord une classe tres générale de modeles a espace d’état, qui est aussi un cas
particulier de la classe encore plus générale des modeles de Markov cachés, pour lesquels I’espace
d’état peut étre tres général, et qui seront considérés ensuite.

5.1 Systémes non—linéaires a bruits non—gaussiens

On considére une suite d’états cachés { Xy} a valeurs dans R™, vérifiant
X = fi(Xi—1, Wi) , (5.1)

ou {Xy} et {W;} prennent respectivement leurs valeurs dans R™ et RP, et une suite d’observa-
tions {Y,} & valeurs dans R?, vérifiant

Y. = hk(Xk) + Vi, (5.2)

et on suppose que

e la condition initiale X n’est pas nécessairement gaussienne,
e la suite {W;} est un bruit blanc, pas nécessairement gaussien,
e la suite {V}} est un bruit blanc, pas nécessairement gaussien,

e les suites {Wy} et {Vi} et la condition initiale X sont mutuellement indépendants.
On ne suppose pas que les fonctions f; et hy sont dérivables. On suppose en revanche que

e il est facile de simuler un vecteur aléatoire selon la loi 7p(dx) de X,
e il est facile de simuler un vecteur aléatoire selon la loi p}’ (dw) de Wy,

e la loi du vecteur aléatoire V3 admet une densité q,‘;(v) qu’il est facile d’évaluer pour tout
v € R,

51
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Proposition 5.1 La suite { Xy} est une chaine de Markov a valeurs dans R™, c¢’est—a—dire que
la loi conditionnelle par rapport au passé
P[X), € da’ | Xo,- -+, Xp_1] = P[ Xy € d2’ | Xp_1] ,
ne dépend que du passé immédiat, avec le noyau de probabilités de transition
P[Xy € do’ | Xj1 = ] = Qp(z,dz’) ,

défini par

Quo(@) = BLO(X0) | Xir =l = [ olfule.w) ol (d)

pour toute fonction mesurable bornée ¢ définie sur R™.

PREUVE. Compte tenu que Wy, est indépendant de (Xg,---, X;_1), on a

E[o(Xz) | Xo,- -+ s Xp—1] = E[o(fe(Xp—1, Wi)) | Xo,- -+, Xp—1]

=/ O(fr(Xp—1,w)) py (dw)
p
pour toute fonction mesurable bornée ¢ définie sur R™. Clairement, le résultat ne dépend que
de Xj_1, c’est—a—dire que
E[¢(Xy) | Xo,- -+ Xi—1] = E[¢(X) | Xp—1] ,

et
E[$(Xe) | Xp_1 = 2] = /R oG w)) pf (o). O

Remarque 5.2 Si fi(z,w) = bi(z) + w, et si la loi p}¥ (dw) de W, admet une densité encore
notée p}¥ (w), c’est—a—dire si p} (dw) = p}¥ (w) dw, alors

Qr(z,dz’) = p)) (z' — by(x)) da’

c’est-a-dire que le noyau Qy(x,dz’) admet une densité. En effet, le changement de variable
x' = bg(x) + w donne immédiatement

Quolz) = [ olbue) + ) (w)dw= | o) pl! (2 ~ be(a))

pour toute fonction mesurable bornée ¢ définie sur R™.
Remarque 5.3 En général, le noyau Q(z,dz’) n’admet pas de densité. En effet, conditionnel-
lement & X;_1 = x, le vecteur aléatoire X, appartient nécessairement au sous—ensemble

M(z) = {2 € R™ : il existe w € RP tel que 2’ = f(z,w)} ,

et dans le cas ou p < m ce sous ensemble M(x) est généralement, sous certaines hypotheses de
régularité, une sous—variété différentielle de dimension p dans ’espace R™. Il ne peut donc pas
y avoir de densité pour la loi Qg(x,dz’) du vecteur aléatoire Xj.
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Proposition 5.4 La suite {Y} vérifie ’hypothése de canal sans mémoire, ¢’est—a—dire que

e conditionnellement aux états cachés Xy, -+ , X, les observations Yy, - -+ , Y, sont mutuelle-
ment indépendantes,

e pour tout k = 0,--- ,n, la loi conditionnelle de Y; sachant Xy, -+ , X, ne dépend que de
Xy, avec la probabilité d’émission

PYy € dy | Xi = 2] = g(2,y) dy ,
définie par
g(@,y) = @i (y — hi(2))
et on définit la fonction de vraisemblance
() = gi(x, Vi) = qf (Vi — hi()) |

qui mesure ’adéquation d’un état quelconque x € R™ avec l'observation Y.

En d’autres termes

n
PYo € dyo, -+, Yn € dyn | Xo =0, -+, Xp = z] = [[ PV € dyx | Xp = x4]
k=0

= 11 ox(ar, u) dyo - - dyn -

k=0
PREUVE. Pour toute famille de fonctions mesurables bornées ¢, - - - , ¢, définies sur R?, et
compte tenu que les vecteurs aléatoires Vp, - - - , V;, sont mutuellement indépendants et indépendants
des vecteurs aléatoires Xg,---,X,,, on a

= E[(Z)O(hO(XO) + Vb) e (z)n(hn(Xn) + Vn) ‘ XO, T 7Xn]

- /R [ G0lh(X0) +0) - 00 (Xo) + 1) BIVo € v+ Vi € di]

_ k[:[O/R (i (X3) + ) P[Va € du] |

et de méme

Elor(Ye) | Xi] = Elpw(he(Xy) + Vi) | Xi]
= /Rd Gk (hi(Xk) + v) P[V}, € do]

= [ orlhn(Xe) +v) gl (v) dv = / on(y) a¥ (v — hi (X)) dy |
R4 R4
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de sorte que
n

El¢o(Y0) - ¢n(Ya) | Xo,- -+, Xn] = [[ Eloe(Ve) | Xal ,
k=0
et
PlYj, € dy | Xy = 2] = q) (y — ha(x)) dy . O

5.2 Modeles de Markov cachés

Plus généralement, on peut aussi considérer un modele de Markov caché ou les états cachés
{X} forment une chaine de Markov & valeurs dans un espace F, de noyaux de transition

]P[Xk € dl’l | Xk—l = :B] = Qk(l’,dl’l) )

et de loi initiale
P[Xy € dz] = no(dx) ,

et ou les observations {Y}} vérifient ’hypothese de canal sans mémoire, c’est—a—dire que

e conditionnellement aux états cachés Xy, --- , X,, les observations Yy, - - - , Y}, sont mutuelle-
ment indépendantes,

e pour tout £k =0,---,n, la loi conditionnelle de Y}, sachant Xg,---,X,, ne dépend que de
X}, avec la probabilité d’émission

P[Yy, € dy | Xy, = z] = gi(z,y) dy ,
et on définit la fonction de vraisemblance
9k(z) = gr(z, ) ,

qui mesure ’adéquation d’un état quelconque x € R™ avec ’observation Y.

En d’autres termes
n
P[X() €dxg, -+, X, € d:Bn] = Uo(d.%’(]) H Qk(xk—la dxk) s
k=1

et

n

HP[Yk c dyk ‘ Xk = l‘k]
k=0

P[%edy()a”'7Ynedyn‘X0:x07”'7Xn:xn]

n

= T oe(@e, v) dyo - - dyn -
k=0

On suppose en outre que pour tout instant k

e il est facile de simuler pour tout x € E, un vecteur aléatoire selon la loi Q(x,dx’),

e il est facile d’évaluer pour tout = € E, la fonction de vraisemblance g ().



5.3. FILTRE BAYESIEN 95

5.3 Filtre bayésien

L’objectif de cette section est d’établir les équations du filtre non—linéaire optimal, pour les
systemes non-linéaires et non—gaussiens, ou plus généralement les équations du filtre bayésien
optimal, pour les modeles de Markov cachés. Il s’agit donc de calculer la loi conditionnelle de
la variable aléatoire X} sachant Y.k, et la loi conditionnelle de la variable aléatoire X sachant
Yo.x—1, définies par

pi(dz) = P Xy € dx | Yo.x] et p, (dz) = P[Xy € dx | Yop—1] ,

respectivement.

Théoréme 5.5 Le filtre bayésien u, défini par
(tn, ) = E[¢(Xn) | Youn] ,

admet la représentation probabiliste

{(Yn> @)
{(Yns 1)

pour toute fonction mesurable bornée ¢ définie sur E.

(tin, ¢) = avee (Y, ¢) =E[¢(Xn) [] ox(Xn)],
k=0

Remarque 5.6 L’espérance porte seulement sur les états cachés successifs Xg.,, : pour tout
k=0,1---n, la fonction de vraisemblance gi(x) est définie par abus de notation comme

9k(%) = gr(2, Vi) ,
pour tout x € E, et dépend implicitement de ’observation Y}, mais celle—ci est considérée comme
fixée.

PREUVE. D’apres la formule de Bayes, et d’apres la propriété de canal sans mémoire, la loi
jointe des états cachés Xg., = (Xo, -+, Xy) et des observations Yy, = (Yo, -+ ,Y,) s’exprime
comme

]P)[XO € dmOa"' 7Xn edmeO Edy()v"' 7Yn Edyn]

:P[Ybédy()a,Ynedyn‘XOZﬂ),,Xn:$n]P[X0€d$OaaXn€d$n]

= P[XO S dZL‘(), e, Xp € d$n] H gk($ka yk) dyo - - - dyp .
k=0

En intégrant par rapport aux variables xg,--- ,x,, on obtient la loi jointe des observations
Yb:n = (}/b; ce ,Yn), c’est—a—dire

P[Ybedy()’"'vynedyn]
:// 1T 9k (ars i) P[Xo € dao, -+, X € davn) dyo - - - dyn
BB

=E[] ] 9¢(Xx: ) 1 dyo - - dym -
k=0
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On vérifie que

]P)[XO Gdl'(),"' 7XTL edwny% edy()v"' 7Yn Gd@/n]

= P[Xo € dxo, -+, Xn € dzn] [ ] g(ar, ur) dyo - - dyn
k=0

P[Xy € dzo, -+, X € dzo) [[oe(zmomn)
= 0 =0 E[ T or(Xk, u) ) dyo - - - dys,

E[ ] 9r(Xkue)] k=0
k=0

n
P[XO S dIOa e 7Xn S dl‘n] H gk(xka yk)
== n k=0 PD/O S dyU: e 7Yn € d?/n] P

E[ [T 9x(Xk,v0)]

k=0

et d’apres la formule de Bayes, il vient

11 9x (e, up) P[Xo € dag, -+, X,y € ]
]P’[Xoedwo:'” 7Xn€dmn|Y0:y07'” 7Yn:yn]:k70

E[ ] 9x(Xkve)]

k=0

Comme cette identité est valable pour toute suite (yg,- -+ ,¥n), on obtient

H gr(zr) P[Xo € dxo, - -+, Xy, € diyy]
P[Xo € dxo,- - , Xy, € dy, | Yo, -+, V] = 22 _
E[ [ ] 9x(Xk)]
k=0

ou 'espérance porte seulement sur les états cachés successifs (Xo, - - , X;,) : les fonctions de vrai-
semblance go(x), - , gn(x) dépendent implicitement des observations (Yp, - - - ,Y},), mais celles—ci
sont considérées comme fixées dans ’expression ci—dessus. On remarque que

n

P[X() € d.r(), oo ,Xn S dmn ‘ Yb, s , H gk .I'k o d.%'() H 1‘k,1,dxk) s (5.3)
k=0 k=1
gO:n(‘TO:n) nO:n(dfrO:n)

a une constante multiplicative pres, ou

9o:n(To:n) Hgk Tk)
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et ou n
no:n(de:n) = TIO(d-TO) H Qk(l‘k—lv dmkz) = P[XO € dxg, -+, X, € dajn} ,
k=1
désigne la loi jointe des états cachés Xo., = (Xo, -+ , X,,). Pour toute fonction mesurable bornée

¢ définie sur F, on a

[ [ 8ton) TLonton) PLXo € dao. - X, € do] = E[6(X) T]on(Xe)]
E E o k=0
de sorte que

E[¢(X,) | Yo, - ,Yy] = /E-~/E¢<xn>1@[xoedxa,-~,Xneda:n|m,~~7yn]

/E. . /Eqb(;pn) kl;Ing(xk) P[XO € d,IO’-.. ,Xn S da:n]

E[ [T gx(Xx)]
k=0

E[¢(Xn) [] 95(X5)]
k=0

_ _(m ¢ -
n ns 1
E[[] 9r(Xk)] et
k=0
De la méme maniere
n—1
El¢(Xn) [T ox(Xn)]
_ o o o k=0 _ <’77?7 ¢>
<,Ltn,¢> - ]E[d)(Xn) ‘ }/07 7Yn—1] - n—1 - </y; > bl
B[] 9x(Xx)] ’
k=0

ou la mesure positive (non—normalisée) ~, (dz) est définie par

n—1
(s 0) =E[p(Xn) [] ox(Xk)]
k=0

pour toute fonction mesurable bornée ¢ définie sur E.

En utilisant la factorisation (5.3), il est facile d’obtenir une équation récurrente permettant
d’exprimer puy en fonction de pg_1.

Théoréme 5.7 (Filtre bayésien optimal) La suite {ui} vérifie l’équation récurrente sui-

vante

prédiction _ correction -
Hk—1 ty, = k-1 Qk Pk = Gk " 1y
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ot par définition
i1 Qulde) = [ pica(dn) Qe o)

désigne action du noyau markovien Qy(x,dx’) sur la distribution de probabilité uy_1(dx), et
o
gr(@") py; (dz’)

<M];7 gk>
désigne le produit projectif de la distribution de probabilité a priori p, (dx') et de la fonction de
vraisemblance gi(z').

gr -y, (da') =

Remarque 5.8 Une autre maniére de caractériser les distributions de probabilité ui_1 Qr et
gk - 1y, est de décrire leur action sur des fonctions test : pour toute fonction mesurable bornée
¢ définie sur FE

(11 Qur 8) = /E it Qu(de) o)
- /E [ /E i1 (dz) Qi(x, di') ] (') = /E ik (de) | /E Qulr, de') ()]

_ /E p1(dz) Qi d(x) = (1, Qe 6)

et
p (dz") gi (") ¢ (") _
(Gk - 1y, > @) =/gk-uk(dx’) o(z") :/E - _ <Nk_79k b) ‘
v /E,uk(dx/)gk(;p’) (1 + 9r)

PREUVE. En utilisant la représentation probabiliste (5.3) de la loi conditionnelle des états cachés
Xo.1 sachant les observations Yj.;, on obtient la factorisation

k k
P[Xox € dzo | Your] o< no(dzo) [ @plap-1,dp) T] gp(z)
p=1 p=0
x gk(zk) Qr(r—1,drr) P[Xok—1 € dzog—1 | Yok—1] -

En intégrant par rapport aux variables xg.x_1 (et dans le membre de droite, d’abord par rapport
aux variables x.;_o puis par rapport a la variable x;_1), on obtient la loi conditionnelle de I’état
caché X} sachant les observations Yj.;, c’est—a—dire le filtre bayésien, comme

pr(day) = PIX} € day. | Your]

x gr(zk) / Qr(xp—1,dxy) P[Xp_1 € dog—1 | Yo:p—1]
FE

x gr(zk) /Euk—l(dxk—l) Qr(rr—1,dxy)

o< gr(xr) py, (day) - O
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L’équation du filtre bayésien optimal a été obtenue tres simplement, mais il est en général
impossible de la résoudre, sauf dans le cas particulier des systemes linéaires gaussiens, ou elle
se ramene aux équations du filtre de Kalman, présentées au Chapitre 3. Il faut donc avoir re-
cours a une approximation numérique, et on présente ci—dessous une approximation de type
Monte Carlo, appelée filtre particulaire, qui a connu un développement spectaculaire au cours
des dernieres années, et qui est maintenant largement répandu, en particulier dans les applica-
tions en localisation, navigation ou poursuite de mobiles, aussi bien dans le domaine militaire
(aéronef, sous—marin, batiment de surface, missile, drone, etc.), que dans le domaine civil, avec
des applications en robotique mobile ou en communications sans—fil.

5.4 Approximation particulaire

On rappelle que la suite {u} vérifie 'équation récurrente

prédiction correction
HE—1 Nk = pr—1 Qr Mk = gk - Mk

d’aprés le Théoreme 5.7. L’idée du filtrage particulaire consiste a chercher une approximation
des distributions de probabilité conditionnelle nx(dz) et ug(dx) sous la forme de distributions
de probabilité empiriques pondérées

N N N
~ N ) ~ N — ; i
e & M, —E U}C(Sgi et MkNMk—E wy, 0, avec E wp =1,
= k = 3 -
=1 =1 =1
associées a une population de N particules, caractérisée par

e les positions (&}, -+ ,&Y) dans lespace d’état E,

e et les poids positifs normalisés (vi,- -+, v ) et (w}, - ,wl) compris entre 0 et 1.

L’algorithme d’approximation est completement décrit par le mécanisme qui permet de mettre

a jour les positions et les poids des particules. Si on applique le noyau markovien Qg (x,dz’) &
I’approximation

N
N i
Hi—1 = E W1 5§i )
‘ k—1
=1
on obtient exactement

WL%Mz/MJm/%@MMﬁ
N . .
= > uis [ Quleir ) o)
=1

N
— [13 0k Qul6ide) )0l

i=1
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pour toute fonction mesurable bornée ¢ définie sur E, c’est—a—dire que ’approximation

N
Py Qu(de’) = wh ) Qul(&h_y,da’)

=1
est un mélange fini de distributions de probabilité, peu pratique a manipuler, et qu’on décide
de remplacer par la distribution de probabilité empirique pondérée

N
N 7
= v 0.

associée a un N—échantillon (f,}:, ‘e ,5,]: ) de variables aléatoires. On peut par exemple décider
de conserver les poids, c’est-a-dire que indépendemment pour tout ¢ = 1,--- , N on pose v, =
wj,_, et on génere une variable aléatoire & distribuée selon Qy(&;_;,dx’). Alternativement, on
peut décider de générer un échantillon ayant précisément pour loi commune u,i\ll Qr(dz"). Plus
généralement, indépendemment pour tout ¢t =1,--- | N

(i) on sélectionne un individu §;_; au sein de la population courante et en fonction des poids
respectifs, ce qui peut se réaliser de nombreuses manieres différentes,

(ii) on géneére une variable aléatoire &}, selon la loi Qk(g L _1,dz’), ce qui est facile par hypothese.
Si on applique ensuite la formule de Bayes a ’approximation 771].3\[ (dz'), on obtient exactement
N
> vk gn(€h) S(&0)
<771]gv79k b) =1

) N
‘ Z v, gr(&1)
=1

pour toute fonction mesurable bornée ¢ définie sur F, c’est—a—dire que ’approximation

<9k:'771iv,¢> =

vl gk (&h)

N . .
Z v} gk (&7)
j=1

N
MkN:gk'U;iV:sz 5511 avec wi pour tout i =1,--- , N
i=1

est automatiquement sous la forme recherchée.
En résumé, on obtient deux types d’algorithmes.

Algorithme SIS (sequential importance sampling) Le premier type d’algorithme peut
étre décrit de la fagon suivante.

e pour k£ = 0, indépendamment pour tout i = 1,--- , N, on simule une variable aléatoire fé
selon la distribution de probabilité 7y, et on pose
A i
wh = 90(&6)

N ) ’
Z 90(&))
j=1
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e pour tout k =1,--- ,n, indépendamment pour tout ¢ =1,--- | N
— on simule une variable aléatoire 6}; selon la distribution de probabilité Qk(f}i_p dx'),

et on pose
w;c_l gk(&]ﬁ;)

N . . '
Z wi—l gk(&i)
j=1

wy, =

Algorithme SIR (sampling with importance resampling) Le deuxiéme type d’algo-
rithme, appelé aussi filtre particulaire bootstrap, peut étre décrit de la facon suivante.

e pour k = 0, indépendamment pour tout ¢ = 1,--- , N, on simule une variable aléatoire §3
selon la distribution de probabilité 79, et on pose

, i
'LU(Z) — N90(£O)
> 90(&)
j=1
e pour tout k=1, ,n, indépendamment pour tout s =1,--- , N

— on sélectionne un individu & ,i_l au sein de la population courante et en fonction des
poids respectifs,

— on simule une variable aléatoire f,i selon la distribution de probabilité Qk(gkf_l, dx'),

et on pose

gk (&})

N .
> (&)
j=1

wy, =

Remarque 5.9 Etant donné une distribution de probabilité m définie comme un mélange fini

N N
m:E W; My avec g w; =1,
i=1 i=1

il n’est véritablement intéressant de sélectionner les composantes du mélange que si les poids
(w1, -+ ,wn) sont tres déséquilibrés. Pour mesurer 1’écart a I’équidistribution on peut utiliser
par exemple la distance du x? entre deux vecteurs de probabilité p = (p1,---,pn) et ¢ =
(q1,-- - ,qn), définie par

(pa) =D (%—1)222&_1_
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En particulier pour p = (wq,--- ,wy) et ¢ = (1/N,--- ,1/N), il vient

N N
OSNZwiZ—lzN -1,
i=1 eff

ol Neg est la taille effective de I’échantillon, définie par

N
1< Neg=1/[) w]<N,
=1

et ou I'égalité est atteinte a I’équidistribution, ce qui suggere de sélectionner les composantes si

—1> X?ed >0 c’est—a—dire si Negt < Qpeqa M
Neff

ott le seuil ayeq = 1/(1 4 x2,4) < 1 reste & déterminer.

Algorithme SIR adaptatif En utilisant la Remarque 5.9, on obtient 'algorithme adaptatif
suivant, qui combine les deux types d’algorithmes introduits précédemment.

e pour k£ = 0, indépendamment pour tout ¢ = 1,--- , N, on simule une variable aléatoire fé
selon la distribution de probabilité 7y, et on pose
, i
wé — go(f(])

N . 7
> 90(&)
j=1

et on définit la taille effective

N
i (2
New =1/ lwgl?].
i=1
e pour tout k =1,--- ,n, si Neg < apeq IV, alors indépendamment pour tout ¢ =1,--- , N

— on sélectionne un individu & ,j_l au sein de la population courante et en fonction des
poids respectifs,

— on simule une variable aléatoire & selon la distribution de probabilité Qk(gjil, dx'),

et on pose '
i ge(&))
Wk = N
> oe(€)
j=1
sinon, si Neg > aueq N, alors indépendamment pour tout ¢ =1,--- | N

— on simule une variable aléatoire ! selon la distribution de probabilité Qx (&, dz’),
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et on pose ' '
w1 9k (§k)

N o
Z wi_1 9k(&;)
j=1

et dans tous les cas, on définit la taille effective

wy, =

N

New =1/ [ lwil’].

i=1

Dans le cas particulier du systéeme non-linéaire & bruits non-gaussiens décrit par (5.1)
et (5.2), simuler une variable aléatoire X selon la distribution de probabilité Q(z,dz’) signifie
simplement simuler une variable aléatoire W selon la distribution de probabilité pkW(dw), et
poser X = fi(xz, W), et évaluer la fonction de vraisemblance gi(z') signifie simplement évaluer
qy (Y, — hi(z')), d’ott 'algorithme SIR suivant

e pour k = 0, indépendamment pour tout i = 1,--- , N, on simule une variable aléatoire &
selon la distribution de probabilité 7y, et on pose

g5 (Yo — ho(&h))

wy = — .
> a5 (Yo — ho(&3))
j=1
e pour tout £k =1,--- ,n, indépendamment pour tout 1 =1,--- | N

— on sélectionne un individu & ,i_l au sein de la population courante et en fonction des
poids respectifs,

— on simule une variable aléatoire W,g selon la distribution de probabilité pzv(dw),
— on pose &, = fr(&_1, W},

et on pose '
i a) (Ve — hi(€)))
wk =N .
> @ (Vi — h(&))
j=1

Il s’agit d’une approximation numérique, tres simple a mettre en ceuvre puisqu’il suffit de
savoir simuler des transitions indépendantes de la chaine de Markov, et qui converge vers le filtre
optimal lorsque le nombre N de particules utilisées pour les calculs tend vers I'infini. L’étape
essentielle dans I'algorithme est ’étape de rééchantillonage, qui sélectionne les particules ayant
une forte vraisemblance, et concentre ainsi automatiquement la puissance de calcul disponible
dans les régions d’intérét de ’espace d’état E.
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Chapitre 6

Borne de Cramér—Rao a posteriori

Pour évaluer la performance des algorithmes numériques de filtrage non—linéaire, y compris les
nombreuses variantes du filtrage particulaire, il est utile de disposer d’une borne inférieure sur
I’erreur commise par un estimateur quelconque de 1’état caché. S’il s’agit d’estimer un parametre
fixe, il est bien connu que la matrice d’information de Fisher associée au modele statistique
permet d’obtenir une telle borne inférieure, sous le nom de borne de Cramér—Rao. Dans le cas
du filtrage bayésien, il s’agit d’estimer un parametre aléatoire (et dynamique), & savoir la suite
des états cachés, pour lequel on dispose d’'un modele a priori : dans ce cadre bayésien, on peut
utiliser la notion de borne de Cramér—Rao a posteriori, pour laquelle des algorithmes de calcul
récursifs efficaces ont été obtenus [12, 11].

On considere le modele général d’une chaine de Markov partiellement observée, et on suppose
qu’il existe

e pour k = 0, une densité jointe initiale

P[Xy € dz, Yy € dy] = ro(w,y) dz A\§ (dy) ,

e pour tout k=1,---,n, des densités de transition

]P[Xk € d:E/aYk € dy/ | Xk’—l = ZL‘,Yk_l = y] = rk(y,y',x,aj') dl‘l Ag(yvdy,) )

On peut poser dans ce cas
XO:n:(XOa"'aXn) et Y'On:(}/O,aYn) )

et se ramener au probleme statique considéré dans la Proposition 1.3 ci—dessus pour ’estimation
du vecteur aléatoire

¢(X0:n) = Xn 5

sachant Yj.p,.

Théoréme 6.1 Sous les hypothéses de la Proposition 1.3, la matrice de corrélation de ’erreur
d’estimation (Y(Yo.,) — Xy) est minorée par la relation suivante

E[(@Z)(YOn) - Xn) (¢(Y0n) - Xn)*] > ng )

65



66 CHAPITRE 6. BORNE DE CRAMER-RAO A POSTERIORI

et la matrice d’information de Fisher J, peut se calculer de la facon récursive suivante
Ji = Djf = Dj; (Jy-1+D;) "' Dy,

avec
2

_ 0
Dy = —E[ —5—logrp(Yi—1, Y, X1, Xp) ]| ,
Oy

32

Dy = -E[—%
k [amk_l oxy,

log 7 (Yi—1, Y, Xp—1, X&) | »
2

0
Df = —E[Wlong(Yk—hYkan—l»Xk)] :
Ll

PREUVE. La densité jointe des vecteurs aléatoires Xg., et Yy., est donnée par
n
Pon (T0:ns Yo:n) = 70 (20, Yo) H Tk (Yk—1, Yk Th—1, Tk) »
k=1
d’ou la log—densité
n
108 Pon (T0:n Yorn) = 1og 70 (w0, Y0) + 108 i (Y1, Yh» Th—1, )
k=1

= log pO:nfl(l‘O:nfly yO:nfl) + 10g Tn (ynfla Yn, Tn—1, $n) .
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(6.1)

0? 0?
2 ax(Q);n_l a:1:0:71—1 amn
a2 1ngO:n («TO:nv yO:n) - logPO:n (xO:na yO:n)
8wO:n o2
* —_—
ox2
0? 02 0?2
al'(Q);n_g 0x0.p—20Tp_1  O0x0m—20T,
62 82 [logpo:n—1(360;n—1, yo:n—l)
= * R — e
2
8‘%"71 01 On + log rn(yn—ly YnyTn—1, xn) ]
82
* * —_—
ox2
o2 02
5 0
81‘0:”,2 a1’0:1172 0%p—1
= % 82 0 10%P0;n—1(330:n—1, yO:n—l)
Ox3_
0 0 0
0 0 0
H? 0?
0
+ 81'721_1 axn—18$n log Tn(ynfla Yn, Tn—1, mn)
82
0 * —
ox2
de sorte que si on pose
62 An Bn
JO:n - _E[aT logPO:n(XO:ny%:n)] = ’
Lo:n * Cn

alors on a également la décomposition par bloc alternative
A,1 Bh,1 0 0 0 0 Ap_1 By 0
Jon = * Cne1 0|1+ 0 D, D, = * Cn1+D, D,

0 0 0 0 % Df 0 * Dt
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avec
2
D, = —E[—5—logrn(Yn-1,Yn, Xn—1,X5)] ,
n—1
82
D, = —E[mlogrn(Ynfl,Yn,anl,Xn)] )

2

0
D} = —E[ = logrn(Yn_1,Yn, Xn_1,Xn)] .

" ox2

On remarque que ¢'(xo.,) = (0 I) = M, ne dépend pas de zg.,, et il résulte de la Proposi-
tion 1.3 que
E[ (1/)(Y0n) - Xn) (¢(Y0n) - Xn)*] > M, Jo?i M; )

et d’apres le Lemme A.3 d’inversion matricielle et la Remarque A.4, on a

A, B, 1 /0 *  x 0

My, Jo My = (0 1) =(0 1) =Ju
B: O, I *x Jt I

ott la matrice J, = C, — B* A;! B, est le complément de Schur de la matrice A, dans la

matrice-bloc Jy.,. Par comparaison des deux décompositions par bloc (6.1) et (6.2), on a les
identifications suivantes

An—l Bn—l 0
A, = , B, = et C, =D/,
* Cpn-1+ D, Dy,
et d’apres le Lemme A.3 d’inversion matricielle et la Remarque A.4, on a

-1

An,1 Bn—l 0
Jo = Df — (0 Dj)
B | Cn1+ D, Dy
* * 0
=Di—(0 D;)
* A;ﬁl D,

=D -D:AY D,

ou la matrice A,,_1 = C,_1+D,, — B}_, A;il B,,—1 = Jn—1+ D, est le complément de Schur
de la matrice A,_1 dans la matrice-bloc A,, de sorte que

Jo=D;} - D! (J,_1+D;)'D, . O
Soit un modele de Markov caché dans lequel il existe

e pour k = 0, une densité initiale

P[Xy € dz] = po(x) dz



e pour tout k =1,--- ,n, des densités de transition
PXy € da’ | Xj—1 = x] = p(a’ | z) da’
e et pour tout £k =0,1,--- ,n, des densités d’émission

Py € dy | X = 2] = qr(y | 2) A; (dy) -
Ce modele est un cas particulier du modele précédent, avec

r0(y, ) = po(x) qo(y | =) ,

et
re(y,y e 2') = pr(a’ | 2) au(y' | 2') |

et dans ce cas

D, = -E| 325_1 log p (X | Xk-1)]
2
Dy = —E[mbgpk()(k ’ Xk—l)] )
D} = _E[ﬁlogpk(Xk | Xx—1)] —E[ﬁIOng(Yk | Xk)] -
k 858% 833%

Exemple 6.2 Dans le cas particulier d’un systeme avec bruits gaussiens additifs, ot
Xip = fu(Xp1) + Wi avec Wi ~N(0,Q}) |

et ou

avec des matrices de covariance QE/ et QZ inversibles, on obtient

Dy = E[[fi(Xe- )" (@) fi(Xi-1)]
Dy = —E[[fi(X—0)]"] (@),

Df = (@)™ +E[[h (X)) (Q) ™ hi(Xn) ] -
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Annexe A

Inversion matricielle

Lemme A.1 Soit Q et R deuxr matrices symétriques définies positives, de dimension m et d
respectivement, et soit H une matrice d x m. Alors

(H*R'H+Q ) '=Q-QH*(HQH*+R)'HQ,

ot toutes les matrices inverses sont bien définies, et de plus
(H*R'H+Q YW 'H*=QH*"(HQH*+R) 'R .

PREUVE. On remarque d’abord que

HQH*+R>R et H*R'H+Q'>Q™!
au sens des matrices symétriques, ce qui prouve que les matrices

HQH*+R et H*R"H+Q!

sont inversibles. En développant, on vérifie que

(Q-QH"(HQH"+R) ™" HQ|[H*R™"H+ Q]
—QH*R'H+I-QH*"(HQH*+R) 'Y (HQH*+R—-R)R'H
~QH*"(HQH*+R)'H

=71,
et d’autre part, en multipliant & droite par H*, on obtient

(H*R'H+Q YW 'H" =QH"-QH*"(HQH*+ R (HQH*+R—R)
= QH*(HQH*+R)'R. O
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Remarque A.2 Cette formule permet de remplacer I'inversion de la matrice (H* R~ H+Q™1)
de dimension m, par Uinversion de la matrice (H Q H* + R) de dimension d, avec d < m en
général. En particulier, dans le cas ot d = 1, la matrice H = h* est un vecteur ligne, la matrice
R = r est un scalaire, et la formule devient

hh* NN Qhh*Q
( r +tQT)T =0 r+h*Qh
Lemme A.3 Si la matrice D est inversible, alors
A B I BD! A 0 I 0
M = = 5
C D 0 I 0 D DlCc 1

ot la matrice A = A — BD™'C est appelée complément de Schur de la matrice D dans la
matrice—bloc M. En particulier, det M = det A - det D de sorte que la matrice M est inversible
si et seulement si la matrice A est inversible, et

AL«
M=
* *

Si la matrice M est symétrique, ce qui implique en particulier que A = A*, C = B* et D = D*,
alors le complément de Schur A = A — BD™! B* est également symétrique, et si en outre
la matrice M est semi—définie positive, respectivement définie positive, alors la matrice A est
également semi—définie positive, respectivement définie positive.

Remarque A.4 Sila matrice A est inversible, alors la matrice A = D — C A~! B est appelée
complément de Schur de la matrice A dans la matrice-bloc M, la matrice M est inversible si et
seulement si la matrice A est inversible, et

* *
M=
* A1
PREUVE. En développant, on vérifie que
I BD! A0 I 0 A B I 0
0 I 0 D D'C I 0 D D'Cc I

A+BD7'C B
= :M7
c D

ce qui montre I'identité annoncée. On en déduit que det M = det A-det D de sorte que la matrice
M est inversible si et seulement si la matrice A est inversible, et

I 0 AL 0 I —-BD!
M=
-DlCc 1T 0o D! 0 I



et on remarque que

I 0 A7t 0 I x A7t 0 I * ATt %

* 1 0 * 0 I * % 0 I * %
Si la matrice M est symétrique, on remarque que

(I —BD_l) A B 1 (A—BD‘lB* 0) 1
B* D —D ! B* —-D 1 B*
de sorte que
( uw* —u*BD! ) A B U
=uAu,
B* D —-D'B*u

pour tout vecteur u, ce qui permet de conclure.
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