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EXERCICE :

Soit p une distribution de probabilité sur un espace E, et soit g une fonction positive
bornée par 1, telle que P = (u, g) > 0. On suppose que P < 1, et on veut

e générer un échantillon distribué (approximativement) selon la distribution de Gibbs

gr

e et estimer la constante de normalisation (ou fonction de partition) P = (u, g).

On suppose qu’il existe un noyau markovien M réversible pour la distribution de proba-
bilité p, c’est—a—dire que

p(dz) M(z,dx") = p(dx') M (2, dx) .

(i) Montrer que le noyau markovien M laisse invariante la distribution de
probabilité .

SOLUTION

En intégrant par rapport a dzx, il vient
[ tdo) M, ') = ')
E
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c’est—a—dire que p M = p.

On introduit une suite croissante

O=F << <B=1,

et pour tout £ =0,1,--- ,n, on considere la distribution de probabilité
B
— 40k _ 9K
Lok g p= )
(1, 9%%)

intermédiaire entre g = et p, = g - .

(i) Montrer que
HE = Gk * Hk—1 5

avec une fonction de sélection g, positive, dont on donnera 1’expression.

SOLUTION
Par définition
= gﬁk L _ gﬁk_ﬂk—l gﬁk—l L _ Gie Moot
(%) {p, g™) (1, %) (u,g%) 7
(p, gPe=r) 7 (, gP=1)
avec g, = ¢ Pk-1_ et on vérifie que
(1, 9%) 9% gi)
= = <Mk—1,gk> )

<M,g/8k—1> <M7 grgk71>

de sorte que
Ik Pk—1
Mk = 77— = Gk " Hk-1 -
{(tk—1, Gr)

On remarque que

i) = (9% gr) (1, ™)
’ </’l’7 gﬁk71> <lu/7gﬂk71> !

et en itérant cette relation, on obtient

- Bn
H<Nkf1,gk> = <Z:Zﬁ°§ = {(u,9) =P .




(iii) Montrer que pour tout £k =0,1,--- ,n, le noyau markovien
My (x,dzx') = M(x, da’) g7 (2) + (1 — M g% (x)) 6z (dz') |

laisse invariante la distribution de probabilité u;, et montrer comment
simuler, pour z € F fixé, une variable aléatoire de loi M;/(x,dz’).

SOLUTION

En utilisant la condition de réversibilité on vérifie d’abord que

[ ntan) 5@y [ Mie,aaata) = [ utaaate) [ wiedo) fo)

c’est—a—dire que (u, f (M g)) = (i, g (M f)) pour toutes fonctions f et g définies sur E.

Par définition

My §(x) = /E My(w, o) $(z')
- /E [ Mz, de’) % (') + (1 — M g™ (2)) 62(de)] $(c")

_ [E Mz, do') g% (') (') + (1 — M g™ (2)) $(z) |

¢’est—a—dire que
My ¢ = ¢+ M(g™ ¢) — ¢ (M g™)
pour toute fonction ¢ définie sur E, et il vient

(1, g7 (M @)) = (11, g% @) + (11, g™ (M (g™ 8))) — (1, g™ ¢ (M ™)) = (1, g™ ¢)

compte tenu que (i, g% (M (g% ¢))) = {u, g% ¢ (M gP)), et finalement

B g% (M @) (g™ o)
(e My, &) = {px, My ¢) = (i g7 = g (L, 9)

en divisant membre & membre par (u, g°+), c’est-a—dire que g My = py.

Pour simuler une variable aléatoire X distribuée selon My (x,dz’), il suffit

e de simuler une variable aléatoire = distribuée selon M(x,dz’),

—_
—

e et de poser X = = avec probabilité ¢% (=), et X = z avec probabilité (1 — g% (Z)).



En effet

d’ou

_ /E M(z,d2') [¢(2') g™ («') + p() (1 — g™ (2'))]
/dex ) g% (2') + ola 1—/dex) o (')

= M é(x) ,

pour toute fonction ¢ définie sur F, ¢’est-a—dire que la variable aléatoire X est distribuée
selon My (x,dz").

O

(iv) Exprimer pu; en fonction de p;_;, avec une étape de mutation faisant
intervenir le noyau markovien M;_(x,dz’).

SOLUTION

D’apres la réponse aux questions (ii) et (iii)
Mk = Gk * -1 = Gk * (-1 My—1) ,
pour tout k = 2,--- ,n, compte tenu que pp_1 My_1 = pp_1, soit
pk—1 —— M = pg—1 M1 ——— lp = gk~ M

de facon a faire apparaitre les étapes de mutation et de pondération, avec la condition
initiale py = g1 - p pour k = 1.

D’apres la réponse a la question (ii)

P = [ {-r. 9) = [ [t 91 -
k=1 k=1

compte tenu que N = pp_1 M1 = tg_1-

O

(v) Décrire ’algorithme SIR standard pour I'approximation particulaire du
flot normalisé 1, et de la constante de normalisation P.
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SOLUTION

Au vu de la réponse a la question (iv), I'algorithme SIR standard consiste a rechercher
une approximation particulaire vérifiant I’équation récurrente

prédiction correction
[T me = S (uly M) we =0k

pour tout k£ > 2, avec la condition initiale
= g1-SN (),

pour £k = 1. En pratique, les positions et les poids des particules évoluent selon le
mécanisme suivant : pour k =1

e initialisation : indépendamment pour tout ¢ = 1,--- | N, la variable aléatoire £! est
simulée selon la distribution de probabilité u(dz),

e pondération : pour tout ¢ =1,---, N, on pose
w < g1(&) = 9™ (&) .

et pour tout k=2,---,n

e sélection : indépendamment pour tout ¢ = 1,---, N, la variable aléatoire 7} est
simulée dans l'espace fini I = {1,---, N} selon les poids (w; 4, - ,wy ), et on
pose

i T;i
k—1 = Sk—1 >
e mutation : indépendamment pour tout i = 1,---, N, la particule & est simulée

selon le noyau de Metropolis Mk,l(g,j_l, dx'), c’est—a—dire que la variable aléatoire
=i est simulée selon la distribution de probabilité M (& ,,dz’), et on pose & = =,
avec probabilité g7 (ZL), et & = &l sinon,

e pondération : pour tout ¢ =1,---, N, on pose
wy, o ge(&) = g7 (&) -

L’approximation particulaire de la constante de normalisation P = (u, g) est définie par

= H(Uzmgk: H M 9k)
k=1 k=1

avec

gﬁk_ﬁk—l (52) )

M=

al 1
<nk’gk 2{: ::}v

=1




PROBLEME :

L’objectif de ce probleme est de montrer que pour une certaine classe de systéemes non—
linéaires (qu’on peut qualifier de systéemes conditionnellement linéaires gaussiens), le filtre
optimal peut s’exprimer, en utilisant la structure particuliere du probleme, a ’aide d'un
filtre optimal sur un espace de dimension réduite, paramétré en chaque point par une
distribution de probabilité gaussienne (caractérisée par sa moyenne et sa matrice de co-
variance) dans 'espace supplémentaire.

On considere le systeme suivant, ou 1'état caché Xy = (X}, X?) est partitionné en deux
composantes, de dimension my et ms respectivement

Xp = B X+ it Wy,

Xp = BX o+ LWy,
et ou 'observation Y} est relié a I’état caché X par la relation
Vi = HX} + X))+ Vi,
et on note By = R™, Ey =R™ et £ = F; X E3. On suppose que
e la variable aléatoire X est gaussienne, de moyenne m} et de matrice de covariance
Py,

e la suite {WW}!, £ > 1} est un bruit blanc gaussien centré, de matrice de covariance
Y1 pour tout k > 0,

e la suite {W?, k > 1} est un bruit blanc gaussien centré, de matrice de covariance
Y9 pour tout k > 0,

e la suite {Vi, £ > 0} est un bruit blanc gaussien centré, de matrice de covariance R
wnversible pour tout k£ > 0,

e les bruits {W}!, k > 1}, {W?2, k > 1} et {Vi, k > 0} et les conditions initiales X}
et X2 sont mutuellement indépendants,

et on note 72 (dzs) la distribution de probabilité de la variable aléatoire X2.

Intuitivement, il s’agit d’exploiter la remarque suivante : si la suite {X7, k > 0} est
observée, alors le systeme ci—dessus est linéaire et gaussien.



Notation : Dans tout le probleme, on utilise la notation I'(dz, m, P) pour désigner la
distribution de probabilité gaussienne de moyenne m et de matrice de covariance P, et si
la matrice P est inversible alors on utilise la notation ¢(x —m, P) pour désigner la densité
de probabilité correspondante, c¢’est—a—dire

q(x —m, P) exp{—3(x—m)" P (x—m)} .

1
vdet P

(i) Montrer que les deux suites {X}, k& > 0} et {X?, k > 0} forment deux
chaines de Markov indépendantes. Donner I’expression de leur distribu-
tions de probabilité initiales et de leurs noyaux de transition respectifs

Q1<x1a dxll) et QQ(an d‘rIZ)'

SOLUTION

On remarque que la suite {X}, k£ > 0} dépend seulement de la condition initiale X}
et du bruit {W}!, £ > 1}, et de méme que la suite {X?, k > 0} dépend seulement de la
condition initiale XZ et du bruit {W7?, k > 1}.

Compte tenu que les bruits {W}!, k > 1} et {W?, k > 1} et les conditions initiales
X et X2 sont mutuellement indépendants, on en déduit que les deux suites { X}, k > 0}
et {X?, k > 0} sont indépendantes. Séparément chacune de ces deux suites est définie
par un systeéme linéaire a bruits gaussiens (un cas particulier de systéeme non—linéaire a
bruits non gaussiens), et forme donc une chaine de Markov.

Par hypothese, la variable aléatoire X} est gaussienne, de moyenne m} et de matrice
de covariance Py, de sorte que

P[Xé S dxl] = Ué(d“fl) = F(dxlvm(lh P01> :

Conditionnellement & X} ; = z;, la variable aléatoire X} est gaussienne, de moyenne
Fi x1 + f1 et de matrice de covariance Y., de sorte que

PX} € dr) | X} | = x1] = Q' (zy,de) =T (doy, Frzy + f1,51) .

La distribution de probabilité de la variable aléatoire X? est notée ng(dxs), c’est-a—dire
P[X{ € dxo] = ni(dxy) .

Conditionnellement & X2 ; = z,, la variable aléatoire X7 est gaussienne, de moyenne
F5 z9 + fo et de matrice de covariance Yo, de sorte que

]P[X,? < deg | Xlg—l = 1'2] = Q2($2,d$,2) = F(d[L‘/Q,FQ T + fg, 22) .




(i) Montrer que la probabilité d’émission posséde une densité
PYy € dy | Xp = 1, Xy = 22] = g(y, 21, 22) dy

dont on donnera ’expression. En déduire ’expression de la fonction de
vraisemblance définie par

gk(xla .752) - Q(Yk; Z, x2> .

SOLUTION

Conditionnellement & X} = z; et X? = x, la variable aléatoire Y}, est gaussienne, de
moyenne H 1 + h(zy) et de matrice de covariance R supposé inversible, de sorte que

PYy € dy | Xy = a1, Xy = 1o

dy

— exp{—(y — Hay — h(zs))* B (y — Hay — h(zs)) } 22 VIl R

x q(y — Hxy — h(x2), R) dy
d’ou I'expression suivante (a une constante multiplicative pres)
9(y, x1,22) = q(y — H 21 — h(22), R)
pour la densité d’émission, et 'expression suivante
gr(x1,22) = (Y — Hxy — h(z2), R)

pour la fonction de vraisemblance.

FLOT PARAMETRE

On introduit le flot linéaire (non—normalisé) défini par

<’7n7 ¢> = / o / ¢<$71’L7 x?’b) Hgk(xllw xz) P[Xén € dx(l):n7Xg:n € d$(2)n]
E E k=0

= E[o(X,) [[oe(X0)]

pour toute fonction mesurable bornée ¢ définie sur E, ou l'espérance porte seulement sur
les variables Xy.,,, les variables Y., étant considérées comme fixées.
)



(iii) Montrer que le flot linéaire peut aussi s’écrire

(s ) = E[62(X7) (1%, 01)] .

pour toute fonction mesurable bornée ¢ = ¢; ® ¢ définie sur £ = E; x Ej,
et en particulier

(Y, 1) =E[ (722, )] ,

pour ¢ = 1, ou le flot linéaire paramétré est défini par

(o) = [ [ o) TLontok, X2) PIXG, € dal )
1 1 k=0

= Elpu (X)) []a>(xD)] .

pour toute fonction mesurable bornée ¢, définie sur F;, ou cette derniere

espérance porte seulement sur les variables X/, les variables Yy, et XZ

étant considérées comme fixées. On donnera en particulier ’expression
. . 12

de la fonction de vraisemblance g, (z;).

SOLUTION

Compte tenu que les deux suites {X}, k > 0} et {X?, k > 0} sont indépendantes,
on en déduit que la distribution de probabilité jointe des variables X, et X2 peut se
factoriser comme

de sorte que

(s 6) = / . / ook, 22) T oulat, 52) PIXL, € doby, X3, € da?,]
k=0

= [ [ ortab atad) [T ontok o) PLX, € dad ) PR, € did,
E E k=0

n

= [ [ [ [ onteh) TLontahad) PLX € dal) )

k=0
P[X;,, € dxg,,)

= E[p»(X2) / ool [ owlan, X7) PXG,, € dag,]]

Er Er k=0

— E[6a(X3) (2 00)]



avec

et avec
112
a2 (21) = g(ah, X2) = q(Yi — Hay — h(X2),R) .

On définit aussi

n—1
(o = [ [ ontad) Tonteh X0 BUXE, € o,
Er Ex k=0

n—1

= Elgi (X)) [Ta*(xh],

k=0

pour toute fonction mesurable bornée ¢, définie sur E;, et les flots normalisés ,un| et
1)2 1]2
'r;n‘ =L ‘I _, associés.

(iv) Etablir I’équation récurrente

12 prédiction 12 1)2 12 A1 correction 12 12 12
Hi—1 M = Hyjpey = My @ Fe =9 M

pour tout k£ > 1, avec la condition initiale

1]2 12 12 112
Mo' :90| '770| et 770‘ —Ué>

pour k£ = 0, et montrer que la constante de normalisation vérifie

112 112
(P, 1) = [[on” 0 -

On pourra exprimer 112 en fonction de 112
p P V-1 Vi—

puis normaliser.

12 12

en fonction de Vilk—1>

L et vy,

On admet que les flots normalisés ,u,11|2

probabilités gaussiennes

1)2 L L
et 'un‘|n—1 associés sont des distributions de

plP(dey) = T(dey, X2, P12) et (dzy) = T(dwy, X'2 PP

n|n 1 nln—1° n\nfl) ’
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102 >1)2 . . . 12 12
de moyenne Xa? et Xn;nfl respectivement, et de matrice de covariance P% et P! _

respectivement, avec des récurrences qui sont essentiellement celles du filtre de Kalman.
On introduit a cet effet les applications suivantes : prédiction

my = M (my) = Fyma + fi,
et correction (mise-a—jour)
(w2, m1) — MyP(za,m1) = ma + Py H E;0 (Y — Hmy — h(zs)) |

et les matrices de covariance associées

12 112 s
Py = 1B FY + X
et
112 plj2 112 * =1 112
Pk: - Pk\k—l - Pk\k—l H —k HPk\k—l )

ou par définition
Sx=HPy, H +R

On a alors

12 r/ 12 12 u 12
Xk‘"k‘—l = MP (thl) et Xk‘ = Mkp(XlzaXMlkfl) )

avec la condition initiale

S1[2 1)2
X =m} et Pl

_ 1
0]—1 o1 = Fo

pour k = 0.
(v) Montrer que
<"711|2,9/1‘2> - /E [(dzy, )A(;fi_p Pl:\f—l) 9/1‘2@1) = q(Yy — Hmzlfp = h(X{),Ex)

avec la notation m,lf = )?;",3_1 pour tout k£ > 1, et

<Ué|259(1)|2> = / F(dxbm(l)? P()l) gé‘2<.’l§'1) = q(Yb - Hm(l) - h(Xg)a EO) 9
Ey
pour k = 0.

SOLUTION

Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer que
p(y) = / [(dzy,mi, Pr) gy — Hzy — b, R)
Ey
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est exactement la densité de la variable aléatoire
Y=HX,+h+V,

ou les variables aléatoires X et V' sont indépendantes, gaussiennes, de moyennes m; et
0 respectivement, et de matrices de covariance P; et R respectivement, or on sait bien
que la variable Y ainsi définie est gaussienne, de moyenne H m; + h et de matrice de
covariance = = H P H* + R, de sorte que

p(y) = / U(dxy,mi, Py) q(y — Hay — h,R) = q(ly — Hmy — h,E) .
Ey

FLOT HYBRIDE
On pose X' = (X2,m, ) pour tout k > 0, et en particulier X2' = (X2, m}) pour k = 0.

(vi) Montrer que la suite {X"', k > 0} est une chaine de Markov, a valeurs
dans E*! = E, x E;, de distribution de probabilité initiale

ng’l(dxg,dml) = P[Xg € dxg,m(l)‘2 € dmy| = ng(dxg) 5m(1)(dm1) ,
et de noyau de transition

2.1 112 112
Qy (w9, my, dxly, dm)) = P[X? dmé,mkl € dm] | X,f_l = xg,mktl = my]

= T'(daly, Fy 5 + f2,52) 0y p0r M,E,pl(xg,ml)(dmll) :

SOLUTION
Par définition
112 _ 1
mO - m() )

et on vérifie que

E[F(X3,my?%)] = E[F(X3,m})]

_ /E Pl ) () = /E | /E oz m) w3 (d2z) (i)

1
0
pour toute fonction F' mesurable bornée définie sur E*! = Fy x E;.

Par définition

2 _ prpr up (32 1)2
my,~ = M o MyP (X;_y,m.~) ,

12



12
de sorte que my

que

peut s’xprimer en fonction des variables aléatoires X3, ;, et on vérifie
E[F(XE,m”) | Xgp g mol ]
= E[F(X{,my®) | Xpa]
=E[F(X?, M o M]?El(Xlg—lv m}1€\21>) | X1
_ / F(ah, MP o M® (X7_y,m,”))) PIXE € day | X3,_,)
Eo>

:/E F($27Mpr Mlzlpl(Xk 1M 1|2 )) P[le S dxl2 | Xlzfl] )
2

pour toute fonction F mesurable bornée définie sur E*! = E, x E,. Le résultat ne dépend
que de la variable aléatoire X ,3_11 = (X%, m,lc‘fl), ce qui démontre la propriété de Markov.

Par ailleurs, on vérifie que

IE[F(X,?, 1‘2) | Xk 1= xQ’mklgl mi|
= E[F(X;?,Mpr © Mllcl—pl<Xlz—17mllc|21)) | Xk 1= xQ’mk;‘ | =My
= B[F(XZ, M™ o My (z2,m1)) | XF 4 = 22, my") = my]

_ / P, M 0 M, (23, m1)) Q*(w2, da})
E>

J— ! / 2 / ,
= /E2 /E1 F(I2,m1) Q (5(72,d$2) 5Mpr OM;_pl<x2’m1>(dm1) ,

pour toute fonction F mesurable bornée définie sur E*! = Ey x Fj.

On pose
g]zyl(x% ml) - Q(Yk - Hml — h(l’z), Ek) ,
pour tout k£ > 0, et on introduit le flot linéaire hybride défini par

(', F) = E[F(X;) Hgi’l(X;f’l)] :

pour toute fonction F' mesurable bornée définie sur E*! = E, x Ey, et en particulier

n

211 H X21

13



pour ' =1.

(vii) Montrer que

2 112
g XN =T 0% = (2,1
k=0 k=0

et en déduire que
<7'r2z717 1> = <’7n7 1> )

c’est—a—dire que la constante de normalisation du flot linéaire hybride
coincide avec la constante de normalisation du flot linéaire introduit au
début du probléeme.

SOLUTION

D’apres la réponse a la question (v) il vient
12 12 12 —
(90" = a(Vi = Hmy” = X2,2,) = g (X2
d’apres la réponse a la question (iv) il vient
n n
21 y21 12 12
Hgk (Xe) H<77k| 7gk| ) = <%1|271> 5
k=0 k=0

et d’apres la réponse a la question (iii) il vient

n

(1) =E[] [ o' (X1 = B[P )] = (. 1) -

k=0

On définit aussi
<72ii—17F> F(X2h) H

pour toute fonction F' mesurable bornée définie sur E2’1 = Fy x F1, et les flots normalisés
2,1 2,1 _ 21 4
uy et nt = Hopln—1 ASSOCICS.

(viii) Etablir ’équation récurrente

2.1 prédiction 21 2.1 21 21  correction

1
Hi—1 My = Hg—1 = Hi=1 &

,1

2.1
M

I N
|
TN

pour tout k£ > 1, avec la condition initiale

21 21 21
o =390 "To >

14



pour k = 0, et montrer que la constante de normalisation vérifie

n

(vt 1) =]t gt -

k=0

. 2,1 . 2,1 2,1 : 2,1
On pourra exprimer Vijk—1 €N fonction de v;’, et 7, en fonction de Vilk—19
puis normaliser.

(ix) Si dans la définition du flot linéaire hybride on fait le choix
Flaaym) = da(e) [ Dldon, MiP(az,mn), %) (1)
Eq

montrer que
<7721717F> = <7na¢> )

pour toute fonction mesurable bornée ¢ = ¢; ® ¢y définie sur £ = E; x Fs.
Plus généralement si

T, ¢(w2,my) :/ D (day, MY (x2,m1), Py?) ¢(21, 2)

Eq

montrer que
<7721717 TTL ¢> = <’yn7 ¢> )

pour toute fonction mesurable bornée ¢ définie sur F, c’est—a—dire que

Yo =" T, et fin = pi" T .

SOLUTION

On rappelle que R
Mrlzlp(Xr%v mrll\Q) = Xi\Q )

de sorte que si

Flg,m1) = () / D(diy, MYP(a3, 1), P2) (1) |

Ey

alors
F(X2) = ¢2(X7) / D(dey, X2, PY2) ¢ (21) = ¢o(X2) (i, 1) |
E

et on obtient

(' F) = El62(X3) (1,2, 61) (0, 1)) = Eloa(X3) (12, 61)] = (3, 0)
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pour toute fonction mesurable bornée ¢ = ¢ ® ¢y définie sur £ = E; X E,. Plus
généralement si

T, ¢($2,m1) :/ F(dﬂ?l,M#p($2am1),Pﬁ|Z)¢(ﬂf1,-’f2) )
£y
alors

7,600 = [

£y

D(dar, K12, PI2) ¢y, X2) = / W2 (day) $lar, X2)

by

et on obtient

(V21T ¢) = ]E[/ it (day) plar, X2) (712, 1) ] = E[/E I (dxy) ¢z, X2) ] = (Y, 0)

£y

pour toute fonction mesurable bornée ¢ définie sur F, c’est—a—dire que

Tn = 7571 1, et Pn = ,Ui’l T, .

APPROXIMATION PARTICULAIRE

Pour approcher numériquement la constante de normalisation (7,, 1) et le flot normalisé
Uy, O peut

e utiliser une approche directe,

e ou bien approcher numériquement la constante de normalisation (y>! 1) et le flot
normalisé !, au vu de la réponse aux questions (vii) et (ix).

On recherche donc une approximation du flot non-linéaire hybride ,ui’l sous la forme de
la distribution de probabilité empirique pondérée

N N
Iu2,1 ~ ILLQ,LN _ § wi 5. ) avec § wi -1
~ = 7 7 =
F k i—1 K (§k7mk) i—1 F 7

associée a une population de N particules caractérisée par leurs positions dans E*! =
E5 x Ey et par leurs poids positifs.

(x) En déduire ’approximation suivante
N
2,1,N 7 u 7 i 1]2
,U]kV::uk Tk:zwk (5& F(‘,Mkp(fmmk)apkl )
i=1

pour le flot normalisé p; = ,uz’l T,. Décrire les approximations particu-
laires des distributions de probabilité marginales sur F; et sur Fs.
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SOLUTION

Par définition

<Mi’1’N7 Ty ¢) wy, Ty, p(&, M)

M-

1

7

$w1,€0) D(dwy, My (&), m}), P

Ey

I
S

.
Il
—

] =

w;c / Qb(xl,l’g) 551 (d'IQ) F(d'Ilv M]lglp(gllmmgf)?PklIQ) )
Ey JE> k

1

1

pour toute fonction mesurable bornée ¢ définie sur 'espace produit £ = E; x F;. En
particulier, la marginale sur I'espace E; est obtenue en intégrant par rapport a la variable
Ty € Ey, d’ou 'approximation

N
— N — ; i i 12
ot Ay omt =Y wh T(+, Mi®(& my), P
=1

sous la forme d'un mélange fini de distributions de probabilité gaussiennes. De la méme
maniere, la marginale sur ’espace E5 est obtenue en intégrant par rapport a la variable
xr1 € Ey, d’ou 'approximation

N
-1, N, ~1_ iP5
Hi © Ty = = [y O Ty —E wk(;]i;
i=1

sous la forme d’un mélange fini de masses de Dirac.

O

(xi) Décrire ’algorithme SIR standard pour I'approximation particulaire du
flot normalisé ,ui’l et de la constante de normalisation (7,3’1, 1).

SOLUTION

Au vu de la réponse a la question (viii), 'algorithme SIR standard consiste a rechercher
une approximation particulaire vérifiant I’équation récurrente

2,1,N prédiction 2,1,N_SN 2,1,N 2,1 correction 21,N 21 21N
M1 M = (e Q) oy, =9, T )

pour tout k£ > 1, avec la condition initiale

2,1,N 2,1 QN 21
Ho =g S ("),
pour £ = 0. En pratique, les positions et les poids des particules évoluent selon le

mécanisme suivant : pour k =0
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e initialisation : indépendamment pour tout ¢« = 1,---, N, la variable aléatoire

(€h,md) est simulée selon la distribution de probabilité 7" (dzs, dm, ), ¢’est—a—dire
que & est simulée selon la distribution de probabilité n3(dzs), et on pose mj) = mj,

e pondération : pour tout ¢ =1,---, N, on pose

et pour tout £ > 1

e sélection : indépendamment pour tout ¢ = 1,---, N, la variable aléatoire 7} est
simulée dans l'espace fini I = {1,---, N} selon les poids (w; 1, - ,wy ), et on
pose . _

~. 7‘7/ o~ TZ
§io1 = &5y et My_y =mk,
e mutation : indépendamment pour tout i = 1,--- , N, la variable aléatoire (&%, m?)

est simulée selon la distribution de probabilité Qi’l(g,f_l, mi_y,dzh,dm}), c’est—a—
dire que & est simulée selon la distribution de probabilité gaussienne de moyenne
Fy &+ f» et de matrice de covariance Xy, et on pose m}, = MproM,?fl(g,j_l, mi_y),
c’est—a—dire

i ~ 1]2 * == ~ i
my = Fy [my_y + Pk\lk—l H* =0 (Y — Hing_y — h(&0))] + fi

e pondération : pour tout ¢ =1,---, N, on pose

Au vu de la réponse a la question (viii), 'approximation particulaire de la constante de

2

normalisation (2! 1) est définie par

avec

(vt 1) = [Tt oty = [T gty
k=0 k=0
1 & 1 &
Y, get) = N ge (&my) = N > q(Yi — Hmj, — h(&),Z) .
=1 =1

O

Dans cet algorithme, la composante appartenant au sous—espace Fo évolue donc de
fagon aléatoire, et fait I’'objet d’une approximation particulaire, dans laquelle les particules
explorent le sous—espace Fs, et se voient attachées une autre composante appartenant au
sous—espace F; définie par des relations déterministes, essentiellement celles de filtres de
Kalman. En ce sens, cet algorithme hybride exploite au mieux la structure particuliere du
systeme conditionnellement linéaire gaussien considéré dans ce probleme, puisque moins
de particules sont en principe nécessaires pour explorer convenablement le sous—espace
Es, plutot que 'espace complet E = E; X Es.
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