Ecole Nationale Supérieure de Techniques Avancées
examen du cours SOD333
“Filtrage bayésien et approximation particulaire”

vendredi 23 octobre 2020, 13:30 a 16:00

—— correction ——

L’objectif de ce probleme est d’étudier le lisseur bayésien dans le cas simple d'un modele
de Markov caché, et d’établir plusieurs formes d’équations récurrentes décrivant son
évolution. Ici, 'horizon temporel est fixé, ¢’est—a—dire que toutes les observations recueil-
lies entre I'instant initial 0 et 'instant final n sont disponibles et peuvent étre utilisées
pour estimer 1'état caché & un instant k intermédiaire entre 0 et n (le cas ou k = n
correspond bien sur au cas du filtre bayésien vu en cours).

Pour fixer les idées, on considere un modele de Markov caché, ou les états cachés { Xy}
forment une chaine de Markov a valeurs dans F, et ou conditionnellement aux états cachés
les observations {Y}} forment une suite de variables aléatoires indépendantes (hypothese
de canal sans mémoire). Ce modele est caractérisé par

e la distribution de probabilité initiale n(dz) a 'instant 0,
e le noyau de probabilités de transition Q(z,dz’), ¢’est—a—dire que
Qr(x,dr’) = P[Xy € da' | Xy—1 = 2] ,
pour tout k=1,--- ,n,
e la fonction de vraisemblance gy (z’) pour tout k =0,1,--- | n.

Ici linstant final n est fixé, et on cherche a estimer I'état caché a un instant k in-
termédiaire entre 'instant initial 0 et 'instant final n. Il s’agit donc de calculer la dis-
tribution de probabilité conditionnelle de I’état caché X sachant toutes les observations
Yo = (Yo, Y1, -+, Y,), définie par

P (dx) = P[Xy, € da | Yo,
On rappelle que le filtre bayésien pu; peut s’exprimer comme

_ <’Yk7¢>
<:uk7¢> - <7k71> ’

ou la distribution non-normalisée 7 est définie par

(Y, @) = E[¢(Xy) ng(Xp)] )

pour toute fonction mesurable bornée ¢.



(i) En s’inspirant de la preuve vue en cours pour le filtre bayésien, montrer
que le lisseur bayésien ji),, peut s’exprimer comme

<7k\n7 ¢>

<:uk\n7¢> = </Yk\n> 1> )

ou la distribution non—normalisée v, est définie par
<’yk\n7¢ Xk’ ng )
pour toute fonction mesurable bornée ¢.

SOLUTION

On a vu en cours que la densité conditionnelle jointe des états cachés Xj., sachant les
observations Y., est donnée par

f(Xon) H 9p(Xp) ]
E[f(Xow) | You] = = ,

E[HQP(X

pour toute fonction mesurable bornée f définie sur ’ensemble des trajectoires. En parti-
culier pour une fonction ne dépendant que de I’état a l'instant intermédiaire et pas de la
trajectoire entiere, on obtient

E[¢(Xk) 9p(X

bk 8) = ElG(X5) | Yo = , it
B o))

pour toute fonction mesurable bornée ¢.

EQUATIONS FORWARD—BACKWARD

On introduit la fonction

ng |Xk—ZL‘}, (1)

q=k+1

pour tout £ =0,1,--- ,n — 1, avec la convention v,, = 1 pour k = n.



(ii) En séparant explicitement les termes qui dépendent des états passés X
et les termes qui dépendent des états futurs X, ., montrer que

<7Mn7¢>::<q%avk¢>a

pour toute fonction mesurable bornée ¢, et en déduire que

Uk Uk
= Vg * , 2
(Mk,vk> k- Mk ( )

Vkln = Uk Vi et Hkjn =
pour tout £ =0,1,--- ,n.

SOLUTION

En séparant explicitement les termes qui dépendent des états passés Xg. et les termes
qui dépendent des états futurs Xy 1.,, puis en conditionnant par rapport aux états passés
Xo.r et en utilisant la propriété de Markov, on obtient

<7k\m¢> = E[o(Xk) ng(Xp) H 94(Xq) ]

q=k+1

= E[(b(Xk) ng(Xp) E[ H gq<Xq) ‘ XO:kH

q=k+1

= E[o(X}) ng(Xp) E[ H 9q(Xg) | Xi]]

q=k+1
k

— E[gb(Xk) Uk(Xk) ng(Xp)]

p=0
= (Yr Uk D)
pour toute fonction mesurable bornée ¢, de sorte que
Ykln = Uk Vk -
En particulier, la constante de normalisation vérifie
(Vns 1) = (Vi 0k)

et en normalisant on obtient

Lkl = Ve Yk Uk Mg .
kln — — — Uk * Mg,
T ) (s ok

c’est—a—dire que le lisseur bayésien est absolument continu par rapport au filtre bayésien
et la fonction vy, définie en (1) peut s’interpréter a une constante de normalisation pres
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comme la densité (ou dérivée de Radon—Nikodym) du lisseur bayésien par rapport au
filtre bayésien.

O
Plus généralement, on introduit la fonction
fi(@) =E[6(Xn) ] 94(Xo) | Xi = 2], (3)
q=k+1
pour tout k = 0,1,--- ,n — 1, avec la convention f,, = ¢ pour k = n. Pour z € F fixé,

cette expression peut s’interpréter comme une espérance pour le modele de Markov caché
caractérisé par

e la distribution de probabilité initiale d, a l'instant k,
e le noyau de probabilités de transition Q,(z,dz’), pour tout p =k +1,--- . n,

e la fonction de vraisemblance g,(z’) pour tout p =k +1,--- ,n.

(ii) Montrer que la suite de fonctions {f;} définie en (3) vérifie I’équation
récurrente dans le sens rétrograde

Jr—1 = Qrlgr fr) (4)

pour tout £k =n,n—1,--- .1, avec la condition initiale f, = ¢ pour k = n.

Dans le cas particulier ¢ = 1, en déduire que la suite de fonctions {v}
définie en (1) vérifie ’équation récurrente dans le sens rétrograde

k-1 = Qr(gr V&) (5)
pour tout k=n,n—1,---,1, avec la condition initiale v,, = 1 pour k£ = n.
SOLUTION

La définition (3) exprimée pour kK = n — 1 donne

c’est—a—dire que 1'équation (4) est vérifiée pour k = n.

On rappelle que, d’apres la propriété de Markov, si la variable aléatoire Z est mesurable
par rapport aux états futurs Xy.,, alors

E[Z | Xp—] = E[E[Z | Xou] | Xp—1] = E[E[Z | Xi] | Xj—i]
d’ou on déduit que

E[Z | Xy-1 =2| =E[E[Z | Xi] | Xpo1 =2 K-presque partout,
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ou k(dx) désigne la distribution de probabilité de la variable aléatoire Xj_;.

Par ailleurs, on remarque que
gr(x) fi(z) ng ) | Xy =],

de sorte que

9(Xk) fu(Xy) = ng ) | Xkl
et par définition

Qr(gr fi)(x) = Elgn(Xi) fe(Xy) | Xp—1 = 7]

ng ) | Xi] | Xi—1 = 2]

ng ) | X1 = 7]

= fr_1(x) k—presque partout.
En itérant la relation (5), on obtient
Jt = R fr1 = Rgr - Rn fn = B Ry @
compte tenu que f, = ¢ pour k = n, et de méme
Uy = Rpp1 Vg1 = By Ry = Ry - R 1

compte tenu que v, = 1 pour k = n.

O

On rappelle que la distribution de filtrage non—normalisée vy, vérifie une équation récurrente
dans le sens direct

Ve = gk (V-1 Q) (6)

pour tout kK =1,---  n, avec la condition initiale vy = ggno pour k = 0.

(iv) Montrer que les équations (6) et (4) sont des équations duales, dans le
sens ou ’expression (7, fi), et en particulier I’expression (v, v;) obtenue
pour ¢ =1, ne dépend pas de £k =0,1,--- ,n

En déduire que la constante de normalisation (v,,1) de la distribution
non—normalisée v, ne dépend pas de k =0,1,--- ,n.
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SOLUTION

En utilisant successivement I’équation récurrente (6) dans le sens direct, puis I’équation
récurrente (4) dans le sens rétrograde, on obtient

(Vs fr) = (gr (1 Qi)s fr) = (Y1, Qrlgk f2)) = (Ve—1, fe—1)
et en particulier pour ¢ =1 on a
(Vo vk) = (V-1 Vk—1)
c’est—a—dire que l'expression (7, fi) ne dépend pas de k = 0,1, - ,n et I'expression
(Vk, vg) ne dépend pas de k =0, 1,--- ,n non plus. On en déduit que
Vs 1) = (Vo> vk) = (V15 V%-1) = Yk 1)

c’est-a—dire que la constante de normalisation de la distribution non-normalisée 7y, ne
dépend pas de k =0,1,--- ,n.

O

Dans cette premiere approche, on résoud séparément

e une équation récurrente dans le sens direct pour le filtre bayésien py,

e une équation récurrente dans le sens rétrograde pour la fonction vy,

et on obtient le lisseur bayésien ji), grace a la relation (2).

EQUATION BACKWARD POUR LE LISSEUR BAYESIEN

L’objectif ici est de montrer qu’il est possible de combiner les équations (2) et (6) pour
éliminer la fonction v, et obtenir une équation récurrente dans le sens rétrograde pour le
lisseur bayésien fi,.

Pour toute distribution de probabilité p définie sur F, on considere le noyau de probabilités
de transition QP (yu,2’, dz) agissant dans le sens rétrograde, paramétré par la distribution
1, et défini implicitement par

,U’(dx) Qk(xv dSCI> = :U’Qk(dx/) QE(:“’? xla d&?) )

soit, en terme de densités de transition telles que Qi(z,dx’) = qi(2' | x) da’ si celles—ci
existent

(i) au(e’ | 2) = [ [ aula’ | ) w(de)) QB da)
E
ce qui donne l'expression explicite
(@' | z) p(dz)

Qp (.2, dx) =
/E g2’ | x) ulde)

Y
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pour tout £k =1,---  n. En particulier pour le filtre bayésien g1, on a
pir—1(dz) Qr(z, da’) = pue—y Qu(da’) QF (pp—1, 2, dz) |
et pour la distribution non—normalisée ~;_,
Y1 (dz) Qr(x, da’) = 1 Qr(da’) QF (pk—, ', dx)

pour tout k=1,--- ,n.

(v) Montrer que
<’7k—1|n7 ¢> - <’7k|n7 QE(Mk—l) ¢> ;

pour toute fonction mesurable bornée ¢, de sorte que

Vk—1n = Vk|n QE(M—O )
pour tout k =n,n—1,---,1, avec la condition initiale v,,, = v, pour k£ = n.

En déduire que le lisseur bayésien vérifie I’équation de récurrence dans
le sens rétrograde

fe1in = Hin QF (r—1) (7)
pour tout £ =n,n—1,--- 1, avec la condition initiale f,, = u, pour k = n.
SOLUTION

En utilisant successivement la relation (2) a U'instant (k — 1), '’équation récurrente (5)
dans le sens rétrograde, la définition du noyau de probabilités de transition Q¥ (us_1),
I'équation récurrente (6) dans le sens direct, et a nouveau la relation (2) a 'instant k, on
obtient

Ve—1n, @) = (Ve—1,Vk—1 @)
= (Ve-1, Qr(gr V) @)
= [ (@) oo) [ Qula.de) ) ol
= [ 51 Qi) gu(e) o) [ QR ) o)
= (V=1 Qr, g & Qi (11-1) O)
= (i, vk QF (ttr—1) @)

= <7k|m QE(Hk—l) ?) ,
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pour toute fonction mesurable bornée ¢, de sorte que

Ve-1ln = Viin Qp (Hr-1)

avec la condition initiale 7,, = 7, pour k& = n. En particulier, on retrouve que la
constante de normalisation vérifie

(Vr1pns 1) = (Ve Q% (11-1) 1) = (Vafs 1)
et en normalisant, on obtient
Hi—1n = Hkln QE(MICfl) s

avec la condition initiale fi,, = p, pour k = n.

O

(vi) Au vu de I’équation (7), montrer que le lisseur bayésien ), peut s’inter-
préter comme la distribution de probabilité inconditionnelle de I’état X}
d’une chaine de Markov rétrograde {X}, c’est—a—dire que

() = PIXP € da]
pour tout k=n,n—1,--- 0.

Donner les caractéristiques de la chaine de Markov {X}}.

SOLUTION

Au vu de I'équation (7), le lisseur bayésien fiz), peut s’interpréter comme la distribution
de probabilité inconditionnelle de 1'état X2 d’'une chaine de Markov rétrograde {X?2}
caractérisée par

e la distribution de probabilité initiale u,(dz), & I'instant n,

e le noyau de probabilités de transition QF (ux_1, @', dz) agissant dans le sens rétrograde,
paramétré par la distribution uy_1, ¢’est—a—dire tel que

QP (g1, 2, dx) =PXP | €da | XP = 2],
pour tout k=n—1,---,1,0,

¢’est—a—dire que
prjn(dz) = P[X} € da] |

pour tout k =n,n—1,---,0.

Dans cette deuxieme approche, on résoud



e d’abord une équation récurrente dans le sens direct pour le filtre bayésien iy,

e puis une équation récurrente dans le sens rétrograde pour le lisseur bayésien iy, .

EQUATION FORWARD POUR LE LISSEUR BAYESIEN

L’objectif ici est de montrer qu'’il est également possible de combiner les équations (2)
et (5) pour éliminer la distribution de probabilité yy et obtenir une équation récurrente
dans le sens direct pour le lisseur bayésien fiy,.

Pour toute fonction positive v définie sur E, on considere le noyau de probabilités de
transition Qf (v, r,dz’) agissant dans le sens direct, paramétré par la fonction v, et défini

explicitement par
Qu(r,di') gul) v(a)
QF /U7 x? d'/’U/ = )
R ROIE)

pour tout k=1,--- ,n.

(vii) En particulier pour la fonction v, définie en (2), montrer que

Qf(we) ¢ = L0 2)

Vk—1

pour tout £k =1,--- ,n et pour toute fonction mesurable bornée ¢.

SOLUTION

On rappelle que Qr(gx vr) = vp_1 d’apres 'équation récurrente (5), de sorte que

. Qulade) gl@!) vle) | Qule,di’) gu(e’) v(a)
Qulow o, de) = =2 @) v (1) ’

et

QF (i) d(x) = / QF (v, da’) ()

/E Oul, da') gu(@') vu(a) (')
Vg—1(x)

_ Qk(gk Uk ¢) (37)

Vg—1(7)

Y

c’est—a—dire que

Qr(vy) ¢ = Qelge v 9) :

Uk—1
pour toute fonction mesurable bornée ¢.




(viii) Montrer que
(Kkpns @) = (to—1n, Q (V1) &)

pour toute fonction mesurable bornée ¢, de sorte que

Hkn = Hk—1|n QE(Uk) ) (8)
pour tout £ = 1,--- ,n, avec la condition initiale s, = (vo go) 10 pour k = 0.
SOLUTION

En utilisant successivement la relation (2) a 'instant k, I’équation récurrente (6) dans le
sens direct, la définition du noyau de probabilités de transition QF (vy), et & nouveau la
relation (2) a l'instant (k — 1), on obtient

Vepns @) = (W&, Uk @)
= (gr (V-1 Qk), v @)

= (i1, Qr(gr vk 9))
Qg v:.9)

Vk—1

)

= <7k—17 Vg—1

= <7k—1‘n7 QE(U]?) ¢> )
pour toute fonction mesurable bornée ¢, de sorte que
Veln = Vh—1jn> @k (k)

avec la condition initiale o, = voY = vogono pour k = 0. En particulier, on retrouve
que la constante de normalisation vérifie

<7k\n7 1> = <fyk—1|n7 Qg(vk) 1> = <7k—1\n7 1> )
et en normalisant, on obtient
Bkln = Hk—1|n, QE(UIC) )
avec la condition initiale po, = (vo go) - mo pour k = 0.

O

(ix) Au vu de I’équation (8), montrer que le lisseur bayésien ), peut s’inter-
préter comme la distribution de probabilité inconditionnelle de ’état X}
d’une chaine de Markov {X] }, c’est—a—dire que

figalda) = BIXT € dal
pour tout £k =0,1,--- ,n.

Donner les caractéristiques de la chaine de Markov {X}}.
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SOLUTION

Au vu de I'équation (8), le lisseur bayésien fiz), peut s’interpréter comme la distribution
de probabilité inconditionnelle de 1’état X} d’une chaine de Markov {X}'} caractérisée
par

e la distribution de probabilité initiale ((govo) - 10)(dx), & I'instant 0,

e le noyau de probabilités de transition QF (v, x,dz’) agissant dans le sens direct,
paramétré par la fonction vy, c’est—a—dire tel que

Qp (vp, z,de’) =P[X} €da’ | X{ | =],
pour tout k=1,--- ,n,

¢’est—a—dire que
ok (d) = PIX} € dx] ,

pour tout £ =0,1,--- ,n.

Dans cette troisieme approche, on résoud

e d’abord une équation récurrente dans le sens rétrograde pour la fonction vy,

e puis une équation récurrente dans le sens direct pour le lisseur bayésien jig|,.
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