Introduction

00000
[e]e]e}

Distributions de Gibbs{Boltzmann Melanges nis Approximation particulaire
[e]e] (e]e] 00000
000000000 0000000000000 0O00O0O00O0OOO000
00000000000 0000

0000000

cours SOD333

Filtrage Bayesien
et Approximation Particulaire

Methodes de Monte Carlo

Frarcois Le Gland
INRIA Rennes et IRMAR

people.rennes.inria.fr/Francois.Le_Gland/ensta/

ler octobre 2021

1/76


people.rennes.inria.fr/Francois.Le_Gland/ensta/

Introduction Distributions de Gibbs{Boltzmann Melanges nis Approximation particulaire

00000 [e]e] [e]e] 00000
000 000000000 0000000000000 00000000O00000
00000000000 0000
0000000
Introduction
motivation

methodes de Monte Carlo (rappel)

2/76



Introduction Distributions de Gibbs{Boltzmann
#0000

Approximation particulaire

Motivation
pour approximer le ltre bayesien
n(dx) = P[Xn 2 dXj Youn]
on utilise ici la relation de ecurrence preuvea la sance peedente
k 1! k= k 1Qk! k= Ok k
avec la condition initiale o = go o

ici, la notation
Z

k 1 Qu(dx9 = k 1(dx) Qu(x; dx9

E
cesigne l'action du noyau markovie@y (x; dx% sur la distribution de
probabilie ¢ 1(dx), et la notation
.= Ok &
h okl
cesigne le produit projectif de la distribution de probaleila priori
«(dx9 et de la fonction de vraisemblanag (x°9

Ok
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08000 c

\elanges nis

nation particulaire

icke : rechercher une approximation sous la forme de distiims de
probabilie empiriques geventuellement ponctees)

assoceesa une population dBl particules caracerise par
| lespositions( & ; ) danskE
| et lespoidspositifs normalies(v};  ;v) et (wl;  ;wl)
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initialisation : parechantillonnage poncce

| X gl oW
= S = ——— W, ;
0=% o % S(o) W - 0 i
9( o)
j=1
a les variables atatoireg 3; ;') sonti.i.d. de distribution

commune g

etape de correction: clairement,a partir de la ¢ nition
Lo v o
= gk K = _— = W||( i

i=1 ' ' i=1
Vi gk ()
j=1

N
k

est automatiquement de la forme recherctee
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Approximation particulaire

etape de pediction : a partirzde la & niti(Z)n
hif1Qc i = Fad) Qxidx) (x9

ooz .

We 1 Qu( & 1;dX0) x9
i=1
Z

X :
[ w1 Qe 5] ()

i=1
pour toute fonction , de sorte que

X A
K1 Q)= w g mi(dxd)
i=1

s'exprime comme un nelange ni, avec
mi(dx9 = Qc( L 1;dx%  pourtouti=1 N

qu'il s'agit d'approximer /echantillonner, selon une nethde appropree
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guestion : comment approcher
I une distribution de Gibbs{Boltzmann de la forme

_ _ 9 oo _higii
=g = h g telle que h; i= he gi
I ou un nelange ni de la forme
X X
= wim; telque h; i= wi hmy; i
i=1 i=1

a l'aide d'unechantillon ?
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Methodes de Monte Carlo (rappel)

s'il est di cile de calculerune inegrale (ou une esperance)

Z

h: i=  (x) (dx)=E[ (X)] avec X  (dx)
E

mais qu'il est facile desimuler une v.a. selon la distribution, alors on
peut former la distribution empirique

sh() =
i=1
al (1; ; n) estunNgchantillon distribe selon |, d'al
I'approximation sans biais
1 X

N
i=1

h; i hsSN(); i= (1)
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expression comme somme de variables akatoires i.i.d. eestr

X
(() hi i)

i=1

sN() ;5 oi=

Z| -

d'ai I'expression de la variance (non{asymptotique)

ERSN() 12 Cvar(; )

facile, compte tenu de l'identie

1 X . . 1 X o,
N ECCORS OGN DI= g B ()i

var(; )

i;j=1 i=1

plus gereralement (iregalies de Marcinkiewicz{Zygmuod) : pourp 2

FERSN() ; ijPgP p%h;j h; ijPit

ximation particulaire
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treoemes limites (pour une grande taille dechantilio N)
loi (forte) des grands nombres
SN(); ith ;i

en probabilie (presque sOrement) quand " 1 ,a vitesse 1:p N

threoeme central limite
P— . .
NRST() ':FFN ( (i) h; )=)N (Ovar(;

en distribution quandN " 1

)
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Distributions de Gibbs{Boltzmann
distributions de Gibbs{Boltzmann
echantillonnage poncee
estimations et theoemes limites
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Distributions de Gibbs{Boltzmann Approximation particulaire

Introduction

Distributions de Gibbs{Boltzmann
cas particulier important : distribution de Gibbs{Boltzmann

- -9 oo hgi o
=g = h: gi cp{d h; i= he g (?)
avec (cecomposition non unique)
I une distribution de probabilie
I une fonction positivey
on introduit aussi la mesure positive (non{normalise) e aipar
L . , R 1 i h; i
h; i=h;g i=Eg() ()] d'a h; "h;gi'h;li

al lav.a. apourloi
motivation : formule de Bayes

"loi a posteriori"/ "fonction de vraisemblance" "loi a priori"
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Distributions de Gibbs{Boltzmann
oe

s'il est di cile de simuler une v.a. selon, mais qu'il est facile de
I simulerune v.a. selon
I evaluer pour tout x, la fonction positiveg(x)
alors il est possible de
| gererer exactement une v.a. de loi = g [acceptation / rejet]

I approcher par une distribution empirique ponceee assoceea un
echantillon de loi Echantillonnage ponce]

méme si la constante de normalisatidn gi est inconnue
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tion particulaire

Echantillonnage poncee

icke : approximer nurrerateur et dcnominateur dans?)(a l'aide d'un
uniqueechantillon distribte selon : on introduit les approximations

suivantes
1 X _ .
hy i=higihs()ygi=g o) ()
i=1
d'al
g() ("
h; i=hg ; i hg sV() i= " ——
hg g S°() O
a( ")
i=1
pour toute fonction , a les variables akatoire§ *; ; N) sont i.i.d.

de distribution de probabilie commune

12/76



Approximation particulaire

Introduction Distributions de Gibbs{Boltzmann

N — N _1X\‘ i
gS()—N a( ')
i=1
et )
" 8( ) XNog() oW i
:g = _ = W
ile\Ig(j) i=1
j=1

a les poids(w?;  ;wN) sont ¢ nis pourtouti =1 N par

g( ")

w' = Ta— parfois noe  w'/ g( ")

a( ')

j=1
a une constante multiplicative pes
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0O0000000e

solution : changement de distribution de probabilie
soit une distribution de probabilie dominant, c'estf{dire que si
(A) =0 alors recessairement(A) =0

h;g i=h; g—g [ et en particulier  h; gi = h; g—gi

de sorte que

h; d g i
. h;g i 'd h; h i d
h: = = = h= —
ST gl T d T q 9
g g
d'a I'expression alternative en terme de distribution de G#jBoltzmann
h
=h = h; hi

et il s'agit de proposer une pairg; h) pesentant une incoterence
moindre que celle de la paifg; g)
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Estimations et treoemes limites
lav.a.h N; i estun estimateur non{biaie dé; i

Theoeme N
. Do 1 var(g ;
E] BT 12: NI (g P2 )
h; 1i N h;gi
et pour toutp 2

h N ¢ ,h;jg h ;g ijPi .-
T g g (I ; 1=p
rE hya 9 N( h; giP )

Preuveil sut de remarquer que
=g et  N=gsY()

de sorte que
h™ 5 i=mNC) ;g

et d'appliquer le esultat du cas greral
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en revanche, commepport de deux estimateurs non{biaies, la v.a.

h N: i est un estimateur biai®e dé&; i

Treoeme
E[h N; i]=h; i+ O(1=N)
. o e 1 h; g% h; ij%i .
N . 2 1=2 _ 1=2 —
f Ejh ;19 —%( h: gi2 )7+ O(1=N)
et pour toutp 2
fEjh N ijPgtP = 0(1:pﬁ)
Remarque
h; g?j h; ija fzugg(x) var(: )
h; gi2 h; g '

22/76



Introduction

00000
[e]e]e}

Approximation particulaire
(e]e] 00000
0000000000000 0O00O0O000O0O

Distributions de Gibbs{Boltzmann Melanges nis

Preuveon \eri e que
n=hN = i=hN h; i
et on a la majoration grossere
j ni=jh N ohiij ko h; ik osq )
on \eri e aussi que
T9=h" 5 h; ii=h" h; i
compte tenu que
h; h; ii =h;1lih; h; ii=0
et on pose
D=h;1 et Dy=hMN1i
de sorte que
n=hN oh ii=hN’th;]1i; ii:Tﬁ
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Introduction Distributions de Gibbs{Boltzmann Melanges nis Approximation particulaire
on rappelle que
Te _hN 5 hji ot Dv D _hN ;1
D h; 1i D  h;li
et on remarque que, pour®= h; i
g °h;g %=g( h; i)h;gi+h; ih;gi=g( h; i)
d'apes le Treoeme peedent appliglea h; ieta 1,ona
TV T - 1 h;g% h; ij2 .
k—OkaE-—O.Z 1=2 _ — ’ _1 1=2
o Ke 579 W( h gi2 )
TV ¢, h;gPj h; 0jPi o
k-2 k P(= —~ =p
D <P % ( h: giP )
DN D c . h;jg h ;gijPi .-
k K ()P
D P ( h: giP )
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on remarque que

_TR_ T Tubv D_ TR Dv D
N "Dy D Dy D D NTTD
et en ierant
N = E (B NDN D)DN D
D D D D
_ T Te@Dw D (DN D)2
- N
D D D D
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| pour le biais, on remarque qu‘é,?, est de moyenne nulle de sorte que

TO Dy D Dy D

E[ n]= E[ﬁ D 1+ E[ n( D

et en utilisant l'iregalie triangulaire puis l'iregale de Helder, on a

. . T3 Dy D., _ Dv D,.

JEL nli B =5+ B (5 )7
TO Dy D Dy D
kﬁ’\'kzk ND ko + osq ) k ND k3

al les deux termes dans la majoration sont d'ordteN
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Distribulions de Gibbs{Boltzmann

ximation particulaire
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| pour le moment d'ordre2 (variance), en utilisant l'iregalie
triangulaire puis l'iregalie de Helder, on a

) T2 TO
ik nko kENkzl kK « DNkz
TO D D
K D ND ko + k N( )2ks
TS Dy D Dy D
k DNk4 kNTk4+ osq )kNTkE1

al les deux termes dans la majoration sont d'ordteN
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00000008000

| pour le moment d'ordrep, une majoration grossere sut et en
utilisant l'iregalie triangulaire, on a

T9 Dy D

k N kp k ‘Esfkp + k N [) kp

TO Dv D
k F“kp+ osq )kNTkp

S p_—
al les deux termes dans la majoration sont d'ordte N
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Theoeme

pﬁ[hh'-q;ﬁi 11=)N (0;V) et PRNho ;13N (Ov( )

en distribution quandN " 1 , pour toute fonction , avec I'expression
suivante pour la variance asymptotique

_h; gd _h;g?j h; i3
V= h o 1 et v( )= h gi2

Preuveon remarque que

N
N — N N —
=9S() et TN
de sorte que pour toute fonction
__ h N .o 1N . ; .
pNh ; |:pNhS() ,gI:)N (O;var(g, ))

h; 1i h; gi h; gi?

en distribution quandN " 1 , pour toute fonction

tion particulaire
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en particulier pour 1

P_— hN;1j var(g; )

NEp U9aN @550
en distribution quandN " 1 , et il esulte de la cecomposition suivante

hN o h; i
N . — ’ s
heois h V1
que
P— v . ._ h;li P—hN o h i
NhE o =g N h; 1i

d'apes la loi des grands nombres

1 X _
hN;li:N g(Y!'h ;gi=h;1i
i=1
en probabilie quandN " 1 , et d'apes le lemme de Slutsky

PNhY L isN (o;\""“(g(h.gi;2 D))

en distribution quandN " 1
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0000000000

nalement, on remarque que
h;g( h; i)i=h;g ih ;gh; i=0
de sorte que
var(@( h; i); )=nh; g% h; i
Remarquela variance asymptotiqu®¥' s'interpete en terme de la

distance du ? entre les distributions de probabilie et , ¢ nie par
z z

G (G 12 o= Ge? @ 1
E E
compte tenu que

g(x)
h; gi

d
h: gi de sorte que d—(x) =
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Melanges nis
melanges nis
strakgies dechantillonnage
lois discetes
comparaisons
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Melanges nis
etant donre un nelange ni

X X
= w; m; avec w; =1

i=1 i=1
de M distributions de probabilie(m;; ;my) avec les poids positifs
(wy; ;Wy ), et s'il est facile

I de simuler pour toui =1 M une variable akatoire distribiee
selonm;

alors il est facile de simuler une variable akatoire disedbsgelon : il
sut

| de simuler une variable akatoirka valeurs dans I'ensemble ni
f1, ;Mg et distribiee selon les poidéw;;  ;wy), c'estp{dire

Pll =i]=w; pourtouti=1 M

I et de gererer une variable akatoire distribiee selom,
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Melanges nis
oce

la probabilie de slectionner une composante du nelangst d'autant
plus grande que le poids de cette composante est grand

objectif : simuler unNgchantillon distribite selon le nelange ni , ou
bien approximer la distribution de probabilie par un melange ni deN
masses de Dirac, appekes particules, al

le nombreN de particules n'est pas recessairementegal
au nombreM de composantes du nelange

il resteraa savoir

I simuler une variable akatoirea valeurs dans I'ensemblé n
f1, ;Mg et distribiee selon des poid&vy;  ;wy) donres

I voire simuler globalement uNgchantillona valeurs dans
I'ensemble nifl; ;Mg et distribie selon des poidéw;;  ;wy)
donres, plus e cacement qu'en epetant N fois la simulation d'une
seule variable akatoire
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Echantillonnage multinomial

on simule unNgchantillon ( ;; ; ) distribie selon , et on pose

N 1 X .
SY( )= N : (multi )
i=1
utilisation des poids pour slectionner (avec remise) lemposantes du
nmelange de plus forts poids, avec l'e et attendu que

I les composantes de plus forts poids seront ®lectionreesiglrs fois

I alinverse, les composantes de moins forts poids pourromnne’etre
elimirees et ne plus étre repesentes du tout dans I'apoximation

si N; designe le nombre de fois que I&€me composante du nelange est
<lectioree, ou de manereequivalente son nombié, de repesentants
dans l'approximation, pour tout =1 M, alors

le vecteur akatoire(Ny; ;Npm) suit une loi multinomiale
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580000000000000000000C

Theoeme la variable akatoirehSN( ); i est un estimateur non{biais
deh; i, etles moments de I'erreur d'estimation \eri ent

B () ij%= var(s )

ou de manereequivalente

N N T
EjhS™( ) ;o je= N w; var(; mj) + N W
i=1

b . XM
Wn = w; jhmg; 0 w; hmg;
i=1 i=1

pour toute fonction

interpetation de Wy comme variance des moyenniesra{composantes
a ecees du poids de chaque composante
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preuve de lequivalence :
var(; ) = hij A gho; i
Rl hd
= wi hmi;j 2 wi hmy; ij 2
i=1 i=1
X Poa2i 2
= wi [hmisj jei jhoms i) <]
i=1
bl bl
+[ wijhmi; 2 wi i i 2]
i=1 i=1
ol XM b4
= wivar(; m)+[ wijhmg; i) w mg ij?]
i=1 i=1 i=1

36/76



Melanges nis

000®@0000000000000000O

Remarqueintuitivement, si tous les poids sontegauxa (ou proches de)
1=M, c'estg{dire si la epartition des poids de nelange est pahe de
lequidistribution, alors il peut étre contre{productifde ®lectionner les
composantes du nelange
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Strati cation par composante

on cecide de conserver les poids et de simuler un repesentant
exactement pour chaque composante du nelange (ce qui impageNy
est recessairementegal au nombid de composantes du nelange
initial), et on pose

X

M= Wi (strata )

i=1
al incependamment pour touti =1 M la variable akatoire ; est
distribtee selonm;
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Treoeme la variable akatoireh \,; i est un estimateur non{biaie de
h; i, etla variance de l'erreur d'estimation \eri e

X

Ejhwm ; ij%= w? var(; my)

i=1
pour toute fonction

Preuvepar incependance

hd ‘ X .
Eihv 5 ij°=E  w[ ()hm; i]j*= Wisz('){gmi; ijf
i=1 i=1 N
var(; mj)

pour toute fonction

Remarqueintuitivement, cette approche est pertinente dans le caslau
epartition des poids de nelange est proche de lequidigtation, mais en
revanche peu appropree dans le cas extréme al presques tes poids
sont nuls sauf quelques uns
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soita comparer les variances des estimateunsu(ti ) et (strata ) avec

N=M

X X )

Vmnutti — w; var( ; m;) et Vstrata = w;” var(; m;)
i=1 i=1

| a lequidistribution, c'estf{dire si tous les poids sontegaux entre eux
(etegauxa 1=M), alors

1 W

Vimuti 'YE var(; mi) = Vstata
i=1

ce qui con rme l'intuition que redistribuer est contre{prodtif dans ce
cas
| a l'inverse, si la distribution des poids est compktementgieee,
c'estg{dire si tous les poids sont nuls sauf le poidg = 1 pour une
certaine composante du nrelange, alors

1
Viuti = M var(; ma) var(; ma) = Vsyaa

ce qui con rme l'intuition que redistribuer est pertinent darce cas
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Echantillonnage adaptatif

etant donre le nelange ni
X
= Wi mj
i=1
il n'est \eritablement ineressant de slectionner les éirentes
composantes que si les poifls;;  ;wy) sont tes ceequilibes

plusieurs crieresee proposs pour mesurer lecartdequidistribution, et
pour cecider de redistribuer ou non les particules

| taille e ective de lechantillon
I entropie de lechantillon
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la distance du 2 entre deux vecteurs de probabilip = (p1; iPpm) et
q=(0gs; ;0w) estd nie par
X . 2
(pra)= " g (> 12=" o
i=1 G =
et en particulier poup = (wy;  ;wy) etg=(1=M; ;1=M), il vient
X
0 M w? 1= Moy
. Me
i=1
al M, est lataille e ective de lechantillon, d& nie par
X
1 Me =1=[ w?] M
i=1

et ai legalie est atteintea I' equidistribution, ce qui suggere de
redistribuer si

M 2
Me 1 red

=1 = 2 il 2 i
avecc =1=1+ ¢4) 1w leseuil 7, restea tketerminer

0 cg{d si Me cM

42176



Introduction Distributions de Gibbs{Boltzmann Melanges nis

nation particulaire

000000000800000000000C

e{interpetation des esultats peedents
pour I'estimateur gtrata ) avec strati cation par composante

X 1 M
Ejhw ; ij2=  w?var(; m)= — w var(; my)

. Me

i=1 i=1
pour toute fonction , a les nouveaux poidgw; ; Wy ) sont ¢k nis
pourtouti=1 M par

W-2
W= cafd  w [ w
sz
j=1

a une constante de normalisation pes
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on introduit I‘approximation adaptative

SiMe >cM

avec i m; pourtouti=1 M

i si Mg cM
avec i pour touti =1 M

avec l'expression suivante pour la variance de I'erreur d'estion

8
1 M
%M— w; var(; my) SiMe >cM
Bhw  ij2=_ 7
§ 1var(' ) siM M
M = c
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Remarquechantillonner selon les poids respectifs n'est donc appeopr
gue dans les cas a la epartition des poids de nelange ekiigre de
lequidistribution, mais introduit de toute manere un ah suppementaire

pour limiter cette source d'aka, on peut par exemple a ectde manere
ceterministea chaque composante=1 M un nombre de
repesentantsegal au nombré\; de fois que le poid§4=N est contenu
dans le poidsy; de la composante (le poids=N est celui qui sera a ece
a chaque particule dans I'approximation nale)

a l'issue de cette premere pass€N Ng) repesentants sont cep

a eces et il reste ensuitea compeéter la population de pécules de
manerea assurer un e ectif de la tailleN desiee, par exemple en
simulant unNogchantillon selon la distribution esiduelle des poids non
encore a eces
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L1 [ ]

005 005 02 005 01 01 04 005

iciN=M =8, dar 1=N =0:125 eta l'issue de la premere passe :
la composante3 a recu 1 repesentant, la composant& a recu 3
repesentants,

et il resteNg =4 repesentantsa a ecter
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L1 [ ]

005 005 02 005 01 01 04 005

L1 — ]

0:05 0:05 0:075 005 01 01 0:.025 0:.05
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Echantillonnage esiduel multinomial

pour toute composanté =1 M on ¢k nit le nombre N; = bN w;c de
ses repesentants a ecesa l'issue de la premere passe, commsultat
de la division euclidienne

Nw = Nj + g avec 0 g<1
et compte tenu des identies

pd hd o pd
N = Nwi = (Ni+q)= Ni+No avec Ng= o]
i=1 i=1 i=1 i=1
et o "
1 N N
= wim= o (Na)m = ﬁ'm|+N°mo
i=1 i=1 i=
avec o
mo = il"fh
. No
i=1

on ceduit qu'il reste Ng repesentantsa a ecter de manerea approcher
la distribution de probabilie esiduelle convenablemergnormalissemg
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I'approximation propose consistea simuler
| pourtouti=1 M, unN;gchantillon ( "%; ; N distribue
selonm;
I un Nofchantillon ( %%, ; ONo) distribie selon le melange nimg
toutes les variables akatoiresetant simuees de margindpendantes,

eta poser
1 XX 1 Xe .
N= Hi N 0;j (residu )
i=1 j=1 i=1
c'estf{dire
o R X
hvii=g (g ()
i=1 j=1 j=1
et par dierence
B R LR o Xe ,
hy 5 i=< [ (") hmg i+ = [ (™) hmg i]
N N
i=1 j=1 j=1

pour toute fonction

ximation particulaire
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Distributions de Gibbs{Boltzmann
[e]e]e]e]e]ele]elele]e]e] lele]e]

Introduction

Theoeme la variable akatoireh y; i est un estimateur non{biaie de
h; i, et la variance de l'erreur d'estimation \eri e

. 1 XN No
Ejh n : |12:—[ —var(; m)+ — var(; mg)]
N - N N

ou de manereequivalente

pour toute fonction

interpetation de Wy comme variance des moyennesra{composantes
a ecees du poidsesiduel de chaque composante
50/76
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preuve de lequivalence :
Svar(; m) = wvar(; m) b e i m i%]
X X Qi
var(; mg) = L iz i L hmy; ij2
i=1 i=1 No

de sorte que

N; N
g varC: m)+ 2 var(; mo) =

i=1

b\ XM q L -
= w; var(; my) N[rm;J i jh o my; ]

i=1 i=1

il S—'fm.,J 2 I3—'hﬂ., ij2]
i=1 0 i=1 0

X Ne X o )
_ . 0 .. . .2 . 0 L2
= w; var(; m)+ — — jhm;; i = hm;; i

i=1 I ( I) N [i:1 NO] I J J 1i=1 NO I J ] 51/76
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Preuve du Theoemepar incependance

Eihn ; ij2=
RS R Lo R -
=By O™ hmiil+ & DO hmo i
i=1 j=1 j=1
_ 1 AR By home i 2 1 X %N home i 2
= N2 B (M) hmi i+ S5 B O hmop )
i=1 j=1 j=1
1

[ Mvar(; m;) + %var(; mp) |

NN
i=1

pour toute fonction
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Remarqueon rappelle que
VNN
= N m; + N Mo

de sorte que
X

N; N
g varC: m)+ 52 var(; mo)
i=1

53/76



Melanges nis
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tandis que

Ni . NO )
hm:: + hmp:
= N iy | N o; 1)

var(; )= h:j % j
d'apes liregalie de Cauchy{Schwartz, on a

N, N
i i A Y -2
Ji:lNh”n., |+Nhno, i

N . .
| Wllhmi; ij
i=1

2 2

No., ..
+W1hmo, i]

on en ceduit que la variance de I'erreur d'estimation poualtjorithme
dechantillonnage esiduel multinomial est inkrieura la variance de
I'erreur d'estimation pour l'algorithme déchantillonnge multinomial
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Echantillonnage selon une loi discete

objectif : simuler une variable akatoire, ou un Ngchantillon
(Ig; ;In),a valeurs dans I'ensemble ni1; ;Mg et distrible selon
les poids(w1;  ;wy)

la nethode la plus directe est la nethode d'inversion :
on cecoupe l'intervalle]0; 1] en M segments adjacents de longueurs
respectivegwy;  ;Wy),

I on simule une variable akatoire uniforme sur{0; 1]
I siU appartient aujgme segment, alors on pose= j

une recherche binaire ed(log, M) operations permet d'obtenir ce
esultat, et il sut donc de N O(log, M) operations pour gererer un
Ngchantillona valeurs dans I'ensemble nfl; ;Mg et distribe
selon les poid$wy;  ;wy)
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anelioration : au lieu de epeterN fois l'ogeration de
I gererer une variable akatoire uniforme suo; 1]
I puis e ectuer une recherche binaire

on simule unNgchantillon (Ug; ;Un) de variables akatoires
uniformes suf0; 1], on ordonne cetechantillon, ce qui recessite
O(N log, N) orerations, et on applique la nethode d'inversiona
lechantillon e{ordonre Uy Uy

si Uy appartient aujgme segment, alors on posg = j, de sorte que
pour simulerli+; il sut de tester 'appartenance deU.;) aux segments
sitilesa partir du jgme segment

? L

S S S
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anelioration suppkementaire : poureviter letape pealable de
e{ordonner les variables akatoires uniformes, on simudlieectement une
N{statistique d'ordre uniforme, c'est@{dire un vecteur altoire

(Vy; ; V) distribie comme le vecteur akatoire obtenu en
e{ordonnant un Ngchantillon (Uy;  ;Uy) de variables akatoires
uniformes sur0; 1], ce qui peut étre e ectte enO(N) operations

Propositionsoit (Uy;  ;Uy) un Nfchantillon de variables akatoires
uniformes sui0; 1], et on ¢ nit

Vi= U U™ pourtouti= N 1

ou bien par ecurrence Vy = U,f,:N et
Vi= Vi U pourtouti=N 1 1

alors le vecteur akatoirgVy; ; V) est distrib.e comme le vecteur
akatoire (U);  ;Ugy) obtenu en e{ordonnant(U;;  ;Uy)
fonction Python resampling _multi.py
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Echantillonnage sysematique ou universel
toutes ces rmethodes tentent de mettre en uvre l'icee queslnombreQ;
de repesentants attribles lg £me composante devrait étre
‘proportionnel au poidsw;
il existe une manere tes radicale d'atteindre cet objéict on simule une
unique variable akatoird) uniforme sur[0; 1=N], et on pose

U=(i 1=N+U pour touti =1 N

clairement, la suitdJ; Un obtenue est ordonree
si U; appartient aujgme segment, alors on posk = j
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Motivation (rappel)

objectif : approximer la suité (g (par exemple le Itre bayesien) de nie
par la relation de ecurrence

mutation ponceration
1 - k

k 1Qk ! k= Ok«

avec la condition initiale o = go o
icke : rechercher une approximation sous la forme de distitns de
probabilie empiriques éventuellement pondeees)

assoceesa une population dBl particules caraceriee par
| lespositions( & ; ) danskE
| et lespoidspositifs normalies(v};  ;v) et (wl;,  ;wl)
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initialisation : parechantillonnage ponce

Xog(o) i X
0=% o G SY(o)= = Wy |
i=1 i i=1 0
%( o)
j=1
a les variables akatoireg §; ; )) sonti.i.d. de distribution

commune g

etape de correction: clairement,a partir de la e nition

XNOVeg(l) X

Sk K= om = W
X

i=1 i 1 i=1
Vi Ok (%)
j=1

N
k

est automatiquement de la forme recherchee (noter la misggur
multiplicative des poids)
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etape de pediction : a partirzde la & niti(Z)n
hif1Qc i = Fad) Qxidx) (x9

ooz .

We 1 Qu( & 1;dX0) x9
i=1
Z

X :
[ w1 Qe 5] ()

i=1
pour toute fonction , de sorte que

X A
K1 Q)= w g mi(dxd)
i=1

s'exprime comme un nelange ni, avec
mi(dx9 = Qc( L 1;dx%  pourtouti=1 N

qu'il s'agit d'approximer /echantillonner, selon une nethde appropree
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premere methode : egchantillonnage multinomial

N _ 1 X\‘
k — w1 i
N i=1 k
a (} ;M) estunNgchantillon distribie selon le nelange ni, est

de la forme recherctee aveg = 1=N pour touti =1 N

deuxeme nethode : strati cation par composante

@ inckependamment pour touti =1 N la v.a. | est distrible selon la
ieme composante du nelange ni, est de la forme recherclesec
Vg = W, , pourtouti=1 N
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troiseme nethode : egchantillonnage adaptatif
on calcule lataille e ective de lechantillon

siNg ;> cN, alors

i=1

@ incependamment pour touti =1 N la v.a. | est distribiee selon
la ieme composante du nelange ni

SsiNS ; cN, alors

N _ 1 )<\I
kK= o i
Ny K
a (& ;M) estunNgchantillon distribie selon le nelange ni

(noter la e{initialisation des poids)
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Filtres SIR, SIS, adaptatif

Itre SIR (sampling with importance resampling

I pourk =0, incependamment pour tout =1 N
on simule une v.a.;, distribtee selon o(dx), et on & nit

Wy = Go( o) = do( 6)
j=1

I pourtoutk =1 n, incependamment pour touti =1 N
on lectionne un individeki , au sein de la population

(¢ 5 N etselon les poidéw! ;;  ;w )
on simule une v.a.} distribiee selonQ (B ,;dx9
et on ¢ nit
Wi = () = ok ( &)
=1
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Itre SIS (sequential importance sampling

I pourk =0, incependamment pour tout =1 N
on simule une v.a.;, distribtee selon o(dx), et on & nit

Wy = 0o( o) = go( fy)
j=1

I pourtoutk =1 n, incependamment pour touti =1 N
on simule une v.a.| distribiee selonQ( | ;;dx9
et on ck nit

wh =W ok( k) = wl o ok( )
j=1
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Itre particulaire adaptatif
I pourk =0, incependamment pour tout =1 N
on simule une v.a.;, distribtee selon o(dx), et on & nit

i i X j
Wo = Go( o) = %( o)
=1
| pourtoutk =1 n, on calcule la taille e ectiveN,¢ ,
siNg ;> ¢ N, alors independamment pour tout =1 N
on simule une v.a.| distribiee selonQy( | ;;dx9
et on ¢ nit

W= W 1 Gl ) = W o k)
j=1
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Itre particulaire adaptatif

pourk =0, inckependamment pour tout =1 N
on simule une v.a.;, distribtee selon o(dx), et on & nit

wi= oo )= ol b)
j=1

pour toutk =1  n, on calcule la taille e ectiveN,$ ;
siNg , ¢ N, alors independamment pour tout =1 N

on electionne un individll ; au sein de la population
(& N etselonles poidéwl ;5  ;wd ))

on simule une v.a.} distribiee selonQ (B ,;dx9
et on & nit

W= whop o)) = wl g )
j=1
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Itre particulaire adaptatif (formulationequivalente)

pourk =0, independamment pour tout =1 N
on simule une v.a.;, distribtee selon o(dx), et on & nit

Wo = go( o) = go( o)
j=1
pour toutk =1  n, on calcule la taille e ectiveN,$ ;
siNg ; > ¢ N, alors independamment pour tout =1 N
on simule une v.a.| distribtee selonQy( | 4;dx%
siNg ; ¢ N, alors independamment pour tout =1 N
on wlectionne un individeki , au sein de la population
(& ;N ) etselonles poidéw! 5w )
on simule une v.a.} distribiee selonQc (R ;dx9
on efinitialise le poidsw] , = 1=N
et (quel que soit le cas) on & nit

Wi = W 1 G( k) = Wi 1 Gk )
=1 74176
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en esune dans le ltre SIR, les particule6 } ;; ;)

| sont electionreesselon leurs poids respectifa;; ;  ;w ;)
Etape de slection]

I evoluent selon les probabilies de transitio®y (x; dx% ptape de
mutation]

| et sont ponceees enevaluant la fonction de vraisemblanag (x°)
ptape de ponceration]

pros : au lieu de s'accumuler le long de chaque trajectoire pleids sont
ici utilises pour redistribuer les particules

les particules de plus fort poids sont multiplees et les tparles de plus
faible poids sontelimirees

en ne conservanta chaque pas de temps que les particulesliss p
pertinentes, on esgere concentrer la puissance de calcul disfedans
les egions d'inerét
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cons : introduction d'un aka suppkmentaire,a letapede
egchantillonnage
solutions proposes

I autres proedures de redistribution / allocation d'un nome
(quasiment) ceterministe de descendantsa chaque particule

| egchantillonnage adaptatif, seulement quand les poids
(wg; s wl) sont trop cequilibes
cons : eduction du nombre de positions dierentes
I ceeererescence des positions en pratique, on compte sur letape de
mutation pour receer de la diversie
solution alternative

I egularisation : apes letape de egchantillonnage on ceplace
d'une petite quantie akatoire chaque particule ®leonree
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