
Introduction Distributions de Gibbs{Boltzmann M�elanges �nis Approximation particulaire

cours SOD333

Filtrage Bay�esien
et Approximation Particulaire

M�ethodes de Monte Carlo

Fran�cois Le Gland
INRIA Rennes et IRMAR

people.rennes.inria.fr/Francois.Le_Gland/ensta/

1er octobre 2021

1 / 76

people.rennes.inria.fr/Francois.Le_Gland/ensta/


Introduction Distributions de Gibbs{Boltzmann M�elanges �nis Approximation particulaire

Introduction
motivation
m�ethodes de Monte Carlo (rappel)

Distributions de Gibbs{Boltzmann

M�elanges �nis

Approximation particulaire

2 / 76



Introduction Distributions de Gibbs{Boltzmann M�elanges �nis Approximation particulaire

Motivation
pour approximer le �ltre bay�esien

� n(dx) = P[Xn 2 dx j Y0:n]

on utilise ici la relation de r�ecurrence preuve �a la s�eance pr�ec�edente

� k� 1 ���������! � k = � k� 1 Qk ���������! � k = gk � � k

avec la condition initiale� 0 = g0 � � 0

ici, la notation

� k� 1 Qk (dx0) =
Z

E
� k� 1(dx) Qk (x; dx0)

d�esigne l'action du noyau markovienQk (x; dx0) sur la distribution de
probabilit�e � k� 1(dx), et la notation

gk � � k =
gk � k

h� k ; gk i

d�esigne le produit projectif de la distribution de probabilit�e a priori
� k (dx0) et de la fonction de vraisemblancegk (x0)
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id�ee : rechercher une approximation sous la forme de distributions de
probabilit�e empiriques (�eventuellement pond�er�ees)

� k � � N
k =

NX

i =1

v i
k � � i

k
et � k � � N

k =
NX

i =1

w i
k � � i

k

associ�ees �a une population deN particules caract�eris�ee par
I lespositions(� 1

k ; � � � ; � N
k ) dansE

I et lespoidspositifs normalis�es(v1
k ; � � � ; vN

k ) et (w1
k ; � � � ; wN

k )
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initialisation : par �echantillonnage pond�er�e

� 0 = g0 � � 0 � g0 � SN (� 0) =
NX

i =1

g0(� i
0) � � i

0
NX

j =1

g0(� j
0)

=
NX

i =1

w i
0 � � i

0

o�u les variables al�eatoires(� 1
0; � � � ; � N

0 ) sont i.i.d. de distribution
commune� 0

�etape de correction: clairement, �a partir de la d�e�nition

� N
k = gk � � N

k =
NX

i =1

v i
k gk (� i

k ) � � i
k

NX

j =1

v j
k gk (� j

k )

=
NX

i =1

w i
k � � i

k

est automatiquement de la forme recherch�ee
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�etape de pr�ediction : �a partir de la d�e�nition

h� N
k� 1 Qk ; � i =

Z
� N

k� 1(dx)
Z

Qk (x; dx0) � (x0)

=
NX

i =1

w i
k � 1

Z
Qk (� i

k � 1; dx0) � (x0)

=
Z

[
NX

i =1

w i
k � 1 Qk (� i

k � 1; dx0) ] � (x0)

pour toute fonction� , de sorte que

� N
k� 1 Qk (dx0) =

NX

i =1

w i
k � 1 mi

k (dx0)

s'exprime comme un m�elange �ni, avec

mi
k (dx0) = Qk (� i

k � 1; dx0) pour tout i = 1 � � � N

qu'il s'agit d'approximer / �echantillonner, selon une m�ethode appropri�ee
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question : comment approcher
I une distribution de Gibbs{Boltzmann de la forme

� = g � � =
g �

h�; gi
telle que h�; � i =

h�; g � i
h�; gi

I ou un m�elange �ni de la forme

� =
MX

i =1

wi mi tel que h�; � i =
MX

i =1

wi hmi ; � i

�a l'aide d'un �echantillon ?

6 / 76



Introduction Distributions de Gibbs{Boltzmann M�elanges �nis Approximation particulaire

M�ethodes de Monte Carlo (rappel)
s'il est di�cile de calculer une int�egrale (ou une esp�erance)

h�; � i =
Z

E
� (x) � (dx) = E[� (X )] avec X � � (dx)

mais qu'il est facile desimuler une v.a. selon la distribution� , alors on
peut former la distribution empirique

SN (� ) =
1
N

NX

i =1

� � i

o�u (� 1; � � � ; � N ) est unN{�echantillon distribu�e selon � , d'o�u
l'approximation sans biais

h�; � i � h SN (� ); � i =
1
N

NX

i =1

� (� i )
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expression comme somme de variables al�eatoires i.i.d. centr�ees

hSN (� ) � �; � i =
1
N

NX

i =1

(� (� i ) � h �; � i )

d'o�u l'expression de la variance (non{asymptotique)

Ej hSN (� ) � �; � i j 2 =
1
N

var(�; � )

facile, compte tenu de l'identit�e

1
N2

NX

i ;j =1

E[ (� (� i ) �h �; � i ) ( � (� j ) �h �; � i ) ] =
1

N2

NX

i =1

Ej � (� i ) � h �; � i j 2

| {z }
var(�; � )

plus g�en�eralement (in�egalit�es de Marcinkiewicz{Zygmund) : pour p � 2

f Ej hSN (� ) � �; � i j p g1=p �
cpp
N

h�; j� � h �; � ij p i 1=p
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th�eor�emes limites (pour une grande taille d'�echantillon N)

loi (forte) des grands nombres

hSN (� ); � i �! h �; � i

en probabilit�e (presque sûrement) quandN " 1 , �a vitesse1=
p

N

th�eor�eme central limite

p
N hSN (� ) � �; � i =

1
p

N

NX

i =1

(� (� i ) � h �; � i ) =) N (0; var(�; � ))

en distribution quandN " 1
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Distributions de Gibbs{Boltzmann
cas particulier important : distribution de Gibbs{Boltzmann

� = g � � =
g �

h�; gi
c{�a{d h�; � i =

h�; g � i
h�; gi

(?)

avec (d�ecomposition non unique)
I une distribution de probabilit�e�
I une fonction positiveg

on introduit aussi la mesure positive (non{normalis�ee) d�e�nie par

h; � i = h�; g � i = E[g(�) � (�)] d'o�u h�; � i =
h�; g � i
h�; gi

=
h; � i
h; 1i

o�u la v.a. � a pour loi �
motivation : formule de Bayes

"loi a posteriori" / "fonction de vraisemblance"� "loi a priori"
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s'il est di�cile de simuler une v.a. selon� , mais qu'il est facile de
I simuler une v.a. selon�
I �evaluer pour tout x, la fonction positiveg(x)

alors il est possible de
I g�en�erer exactement une v.a. de loi� = g � � [acceptation / rejet]
I approcher� par une distribution empirique pond�er�ee associ�ee �a un

�echantillon de loi � [�echantillonnage pond�er�e]

même si la constante de normalisationh�; gi est inconnue
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�Echantillonnage pond�er�e
id�ee : approximer num�erateur et d�enominateur dans (?) �a l'aide d'un
unique �echantillon distribu�e selon� : on introduit les approximations
suivantes

h; � i = h�; g � i � h SN (� ); g � i =
1
N

NX

i =1

g(� i ) � (� i )

d'o�u

h�; � i = hg � �; � i � h g � SN (� ); � i =

NX

i =1

g(� i ) � (� i )

NX

i =1

g(� i )

pour toute fonction� , o�u les variables al�eatoires(� 1; � � � ; � N ) sont i.i.d.
de distribution de probabilit�e commune�
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ceci d�e�nit implicitement les approximations Monte Carlopond�er�ees

 �  N = g SN (� ) =
1
N

NX

i =1

g(� i ) � � i

et

� � � N = g � SN (� ) =
NX

i =1

g(� i ) � � i

NX

j =1

g(� j )

=
NX

i =1

w i � � i

o�u les poids(w1; � � � ; wN ) sont d�e�nis pour tout i = 1 � � � N par

w i =
g(� i )

NX

j =1

g(� j )

parfois not�e w i / g(� i )

�a une constante multiplicative pr�es
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solution : changement de distribution de probabilit�e
soit � une distribution de probabilit�e dominant� , c'est{�a{dire que si
� (A) = 0 alors n�ecessairement� (A) = 0

h�; g � i = h�;
d�
d�

g � i et en particulier h�; gi = h�;
d�
d�

gi

de sorte que

h�; � i =
h�; g � i
h�; gi

=
h�;

d�
d�

g � i

h�;
d�
d�

gi
=

h�; h � i
h�; hi

avec h =
d�
d�

g

d'o�u l'expression alternative en terme de distribution de Gibbs{Boltzmann

� = h � � =
h �

h�; hi

et il s'agit de proposer une paire(�; h) pr�esentant une incoh�erence
moindre que celle de la paire(�; g)
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Estimations et th�eor�emes limites
la v.a. h N ; � i est un estimateur non{biais�e deh; � i

Th�eor�eme

Ej
h N � ; � i

h; 1i
j2 =

1
N

var(g �; � )
h�; gi 2

et pour tout p � 2

f Ej
h N � ; � i

h; 1i
jp g1=p �

cpp
N

(
h�; jg � � h �; g � ij p i

h�; gi p )1=p

Preuveil su�t de remarquer que

 = g � et  N = g SN (� )

de sorte que
h N � ; � i = hSN (� ) � �; g � i

et d'appliquer le r�esultat du cas g�en�eral �
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en revanche, commerapport de deux estimateurs non{biais�es, la v.a.
h� N ; � i est un estimateur biais�e deh�; � i

Th�eor�eme
E[ h� N ; � i ] = h�; � i + O(1=N)

f Ej h� N � �; � i j 2 g1=2 =
1

p
N

(
h�; g2 j� � h �; � ij 2i

h�; gi 2 )1=2 + O(1=N)

et pour tout p � 2

f Ej h� N � �; � i j p g1=p = O(1=
p

N)

Remarque

h�; g2 j� � h �; � ij 2i
h�; gi 2 �

sup
x2 E

g(x)

h�; gi
var(�; � )
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Preuveon v�eri�e que

� N = h� N � �; � i = h� N ; � � h �; � ii

et on a la majoration grossi�ere

j� N j = j h� N ; � � h �; � ii j � k � � h �; � i k � osc(� )

on v�eri�e aussi que

T 0
N = h N � ; � � h �; � ii = h N ; � � h �; � ii

compte tenu que

h; � � h �; � ii = h; 1i h�; � � h �; � ii = 0

et on pose
D = h; 1i et DN = h N ; 1i

de sorte que

� N = h� N ; � � h �; � ii =
h N ; � � h �; � ii

h N ; 1i
=

T 0
N

DN
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on rappelle que

T 0
N

D
=

h N � ; � � h �; � ii
h; 1i

et
DN � D

D
=

h N � ; 1i
h; 1i

et on remarque que, pour� 0 = � � h �; � i

g � 0� h �; g � 0i = g (� � h �; � i ) � h �; g � i + h�; � i h�; gi = g (� � h �; � i )

d'apr�es le Th�eor�eme pr�ec�edent appliqu�e �a � � h �; � i et �a � � 1, on a

k
T N

0

D
k2 = f Ej

T N
0

D
j2 g1=2 =

1
p

N
(
h�; g2 j� � h �; � ij 2i

h�; gi 2 )1=2

k
T N

0

D
kp �

cpp
N

(
h�; gp j� � h �; � ij p i

h�; gi p )1=p

k
DN � D

D
kp �

cpp
N

(
h�; jg � h �; gij p i

h�; gi p )1=p

24 / 76



Introduction Distributions de Gibbs{Boltzmann M�elanges �nis Approximation particulaire

on remarque que

� N =
T 0

N

DN
=

T 0
N

D
�

T 0
N

DN

DN � D
D

=
T 0

N

D
� � N

DN � D
D

et en it�erant

� N =
T 0

N

D
� (

T 0
N

D
� � N

DN � D
D

)
DN � D

D

=
T 0

N

D
�

T 0
N

D
DN � D

D
+ � N (

DN � D
D

)2
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I pour le biais, on remarque queT 0
N est de moyenne nulle de sorte que

E[� N ] = � E[
T 0

N

D
DN � D

D
] + E[ � N (

DN � D
D

)2 ]

et en utilisant l'in�egalit�e triangulaire puis l'in�egalit�e de H•older, on a

j E[� N ] j � Ej
T 0

N

D
DN � D

D
j + Ej � N (

DN � D
D

)2 j

� k
T 0

N

D
k2 k

DN � D
D

k2 + osc(� ) k
DN � D

D
k2

2

o�u les deux termes dans la majoration sont d'ordre1=N
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I pour le moment d'ordre2 (variance), en utilisant l'in�egalit�e
triangulaire puis l'in�egalit�e de H•older, on a

j k� N k2 � k
T 0

N

D
k2 j � k � N �

T 0
N

D
k2

� k
T 0

N

D
DN � D

D
k2 + k� N (

DN � D
D

)2k2

� k
T 0

N

D
k4 k

DN � D
D

k4 + osc(� ) k
DN � D

D
k2

4

o�u les deux termes dans la majoration sont d'ordre1=N
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I pour le moment d'ordrep, une majoration grossi�ere su�t et en
utilisant l'in�egalit�e triangulaire, on a

k� N kp � k
T 0

N

D
kp + k� N

DN � D
D

kp

� k
T 0

N

D
kp + osc(� ) k

DN � D
D

kp

o�u les deux termes dans la majoration sont d'ordre1=
p

N �
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Th�eor�eme

p
N [

h N ; 1i
h; 1i

� 1] =) N (0; V ) et
p

N h� N � �; � i =) N (0; v(� ))

en distribution quandN " 1 , pour toute fonction� , avec l'expression
suivante pour la variance asymptotique

V =
h�; g2i
h�; gi 2 � 1 et v(� ) =

h�; g2 j� � h �; � ij 2i
h�; gi 2

Preuveon remarque que
 N = g SN (� ) et � N =

 N

h N ; 1i

de sorte que pour toute fonction�

p
N

h N � ; � i
h; 1i

=
p

N
hSN (� ) � �; g � i

h�; gi
=) N (0;

var(g �; � )
h�; gi 2 )

en distribution quandN " 1 , pour toute fonction�
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en particulier pour� � 1
p

N [
h N ; 1i
h; 1i

� 1] =) N (0;
var(g; � )
h�; gi 2 )

en distribution quandN " 1 , et il r�esulte de la d�ecomposition suivante

h� N � �; � i =
h N � ; � � h �; � ii

h N ; 1i
que

p
N h� N � �; � i =

h; 1i
h N ; 1i

p
N

h N � ; � � h �; � i i
h; 1i

d'apr�es la loi des grands nombres

h N ; 1i =
1
N

NX

i =1

g(� i ) �! h �; gi = h; 1i

en probabilit�e quandN " 1 , et d'apr�es le lemme de Slutsky
p

N h� N � �; � i =) N (0;
var(g (� � h �; � i ); � )

h�; gi 2 )

en distribution quandN " 1
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�nalement, on remarque que

h�; g (� � h �; � i ) i = h�; g � i � h �; gi h�; � i = 0

de sorte que

var(g (� � h �; � i ); � ) = h�; g2 j� � h �; � ij 2i �

Remarquela variance asymptotiqueV s'interpr�ete en terme de la
distance du� 2 entre les distributions de probabilit�e� et � , d�e�nie par

� 2(�; � ) =
Z

E
(
d�
d�

(x) � 1)2 � (dx) =
Z

E
(
d�
d�

(x))2 � (dx) � 1

compte tenu que

� = g � � =
g �

h�; gi
de sorte que

d�
d�

(x) =
g(x)
h�; gi
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M�elanges �nis
�etant donn�e un m�elange �ni

� =
MX

i =1

wi mi avec
MX

i =1

wi = 1

de M distributions de probabilit�e(m1; � � � ; mM ) avec les poids positifs
(w1; � � � ; wM ), et s'il est facile

I de simuler pour touti = 1 � � � M une variable al�eatoire distribu�ee
selonmi

alors il est facile de simuler une variable al�eatoire distribu�ee selon� : il
su�t

I de simuler une variable al�eatoireI �a valeurs dans l'ensemble �ni
f 1; � � � ; Mg et distribu�ee selon les poids(w1; � � � ; wM ), c'est{�a{dire

P[I = i ] = wi pour tout i = 1 � � � M

I et de g�en�erer une variable al�eatoire distribu�ee selonmI
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la probabilit�e de s�electionner une composante du m�elangeest d'autant
plus grande que le poids de cette composante est grand

objectif : simuler unN{�echantillon distribu�e selon le m�elange �ni � , ou
bien approximer la distribution de probabilit�e� par un m�elange �ni deN
masses de Dirac, appel�ees particules, o�u

le nombreN de particules n'est pas n�ecessairement �egal
au nombreM de composantes du m�elange

il restera �a savoir
I simuler une variable al�eatoire �a valeurs dans l'ensemble �ni

f 1; � � � ; Mg et distribu�ee selon des poids(w1; � � � ; wM ) donn�es
I voire simuler globalement unN{�echantillon �a valeurs dans

l'ensemble �ni f 1; � � � ; Mg et distribu�e selon des poids(w1; � � � ; wM )
donn�es, plus e�cacement qu'en r�ep�etant N fois la simulation d'une
seule variable al�eatoire
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�Echantillonnage multinomial
on simule unN{�echantillon (� 1; � � � ; � N ) distribu�e selon� , et on pose

SN (� ) =
1
N

NX

i =1

� � i
(multi )

utilisation des poids pour s�electionner (avec remise) les composantes du
m�elange de plus forts poids, avec l'e�et attendu que

I les composantes de plus forts poids seront s�electionn�ees plusieurs fois
I �a l'inverse, les composantes de moins forts poids pourront m^eme être

�elimin�ees et ne plus être repr�esent�ees du tout dans l'approximation

si Ni d�esigne le nombre de fois que lai {�eme composante du m�elange est
s�election�ee, ou de mani�ere �equivalente son nombreNi de repr�esentants
dans l'approximation, pour touti = 1 � � � M, alors

le vecteur al�eatoire(N1; � � � ; NM ) suit une loi multinomiale
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Th�eor�eme la variable al�eatoirehSN (� ); � i est un estimateur non{biais�e
de h�; � i , et les moments de l'erreur d'estimation v�eri�ent

Ej hSN (� ) � �; � i j 2 =
1
N

var(�; � )

ou de mani�ere �equivalente

Ej hSN (� ) � �; � i j 2 =
1
N

MX

i =1

wi var(�; mi ) +
1
N

WM

WM =
MX

i =1

wi jhmi ; � ij 2 � j
MX

i =1

wi hmi ; � ij 2

pour toute fonction�

interpr�etation de WM comme variance des moyennesintra{composantes
a�ect�ees du poids de chaque composante
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preuve de l'�equivalence :

var(�; � ) = h�; j� j2i � jh �; � ij 2

=
MX

i =1

wi hmi ; j� j2i � j
MX

i =1

wi hmi ; � ij 2

=
MX

i =1

wi [ hmi ; j� j2i � jh mi ; � ij 2 ]

+ [
MX

i =1

wi jhmi ; � ij 2 � j
MX

i =1

wi hmi ; � ij 2 ]

=
MX

i =1

wi var(�; mi ) + [
MX

i =1

wi jhmi ; � ij 2 � j
MX

i =1

wi hmi ; � ij 2 ]
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Remarqueintuitivement, si tous les poids sont �egaux �a (ou proches de)
1=M, c'est{�a{dire si la r�epartition des poids de m�elange est proche de
l'�equidistribution, alors il peut être contre{productifde s�electionner les
composantes du m�elange
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Strati�cation par composante

on d�ecide de conserver les poids et de simuler un repr�esentant
exactement pour chaque composante du m�elange (ce qui impose que N
est n�ecessairement �egal au nombreM de composantes du m�elange
initial), et on pose

� M =
MX

i =1

wi � � i
(strata )

o�u ind�ependamment pour touti = 1 � � � M la variable al�eatoire� i est
distribu�ee selonmi
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Th�eor�eme la variable al�eatoireh� M ; � i est un estimateur non{biais�e de
h�; � i , et la variance de l'erreur d'estimation v�eri�e

Ej h� M � �; � i j 2 =
MX

i =1

w2
i var(�; mi )

pour toute fonction�

Preuvepar ind�ependance

Ej h� M � �; � i j 2 = Ej
MX

i =1

wi [� (� i )�h mi ; � i ] j2 =
MX

i =1

w2
i Ej� (� i ) � h mi ; � ij 2

| {z }
var(�; mi )

pour toute fonction� �

Remarqueintuitivement, cette approche est pertinente dans le cas o�ula
r�epartition des poids de m�elange est proche de l'�equidistribution, mais en
revanche peu appropri�ee dans le cas extrême o�u presque tous les poids
sont nuls sauf quelques uns
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soit �a comparer les variances des estimateurs (multi ) et (strata ) avec
N = M

Vmulti �
1
M

MX

i =1

wi var(�; mi ) et Vstrata =
MX

i =1

w2
i var(�; mi )

I �a l'�equidistribution, c'est{�a{dire si tous les poids sont �egaux entre eux
(et �egaux �a 1=M), alors

Vmulti �
1

M 2

MX

i =1

var(�; mi ) = Vstrata

ce qui con�rme l'intuition que redistribuer est contre{productif dans ce
cas
I �a l'inverse, si la distribution des poids est compl�etement d�eg�en�er�ee,
c'est{�a{dire si tous les poids sont nuls sauf le poidswa = 1 pour une
certaine composante du m�elange, alors

Vmulti =
1
M

var(�; ma) � var(�; ma) = Vstrata

ce qui con�rme l'intuition que redistribuer est pertinent dans ce cas
40 / 76



Introduction Distributions de Gibbs{Boltzmann M�elanges �nis Approximation particulaire

�Echantillonnage adaptatif

�etant donn�e le m�elange �ni

� =
MX

i =1

wi mi

il n'est v�eritablement int�eressant de s�electionner les di��erentes
composantes que si les poids(w1; � � � ; wM ) sont tr�es d�es�equilibr�es
plusieurs crit�eres �et�e propos�es pour mesurer l'�ecart �al'�equidistribution, et
pour d�ecider de redistribuer ou non les particules

I taille e�ective de l'�echantillon
I entropie de l'�echantillon
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la distance du� 2 entre deux vecteurs de probabilit�ep = ( p1; � � � ; pM ) et
q = ( q1; � � � ; qM ) est d�e�nie par

� 2(p; q) =
MX

i =1

qi (
pi

qi
� 1)2 =

MX

i =1

p2
i

qi
� 1

et en particulier pourp = ( w1; � � � ; wM ) et q = (1 =M; � � � ; 1=M), il vient

0 � M
MX

i =1

w2
i � 1 =

M
Me�

� 1

o�u Me� est la taille e�ective de l'�echantillon, d�e�nie par

1 � Me� = 1 = [
MX

i =1

w2
i ] � M

et o�u l'�egalit�e est atteinte �a l' �equidistribution, ce qui sugg�ere de
redistribuer si

M
Me�

� 1 � � 2
red � 0 c{�a{d si Me� � c M

avecc = 1=(1 + � 2
red ) � 1 o�u le seuil � 2

red reste �a d�eterminer 42 / 76
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r�e{interpr�etation des r�esultats pr�ec�edents
pour l'estimateur (strata ) avec strati�cation par composante

Ej h� M � �; � i j 2 =
MX

i =1

w2
i var(�; mi ) =

1
Me�

MX

i =1

w �
i var(�; mi )

pour toute fonction� , o�u les nouveaux poids(w �
1 ; � � � ; w �

M ) sont d�e�nis
pour tout i = 1 � � � M par

w �
i =

w2
i

MX

j =1

w2
j

c{�a{d w �
i / w2

i

�a une constante de normalisation pr�es
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on introduit l'approximation adaptative

� M =

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

MX

i =1

wi � � i
si Me� > c M

avec� i � mi pour tout i = 1 � � � M

1
M

MX

i =1

� � i
si Me� � c M

avec� i � � pour tout i = 1 � � � M

avec l'expression suivante pour la variance de l'erreur d'estimation

Ej h� M � �; � i j 2 =

8
>>>><

>>>>:

1
Me�

MX

i =1

w �
i var(�; mi ) si Me� > c M

1
M

var(�; � ) si Me� � c M
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Remarque�echantillonner selon les poids respectifs n'est donc appropri�e
que dans les cas o�u la r�epartition des poids de m�elange est �eloign�e de
l'�equidistribution, mais introduit de toute mani�ere un al�ea suppl�ementaire

pour limiter cette source d'al�ea, on peut par exemple a�ecter de mani�ere
d�eterministe �a chaque composantei = 1 � � � M un nombre de
repr�esentants �egal au nombreNi de fois que le poids1=N est contenu
dans le poidswi de la composante (le poids1=N est celui qui sera a�ect�e
�a chaque particule dans l'approximation �nale)

�a l'issue de cette premi�ere passe,(N � N0) repr�esentants sont d�ej�a
a�ect�es et il reste ensuite �a compl�eter la population de particules de
mani�ere �a assurer un e�ectif de la tailleN d�esir�ee, par exemple en
simulant unN0{�echantillon selon la distribution r�esiduelle des poids non
encore a�ect�es
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0:05 0:05 0:2 0:05 0:1 0:1 0:4 0:05

ici N = M = 8 , d'o�u 1=N = 0 :125, et �a l'issue de la premi�ere passe :
la composante3 a re�cu 1 repr�esentant, la composante7 a re�cu 3
repr�esentants,
et il resteN0 = 4 repr�esentants �a a�ecter
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0:05 0:05 0:2 0:05 0:1 0:1 0:4 0:05

0:05 0:05 0:075 0:05 0:1 0:1 0:025 0:05
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�Echantillonnage r�esiduel multinomial
pour toute composantei = 1 � � � M on d�e�nit le nombre Ni = bN wi c de
ses repr�esentants a�ect�es �a l'issue de la premi�ere passe, comme r�esultat
de la division euclidienne

N wi = Ni + qi avec 0 � qi < 1

et compte tenu des identit�es

N =
MX

i =1

N wi =
MX

i =1

(Ni + qi ) =
MX

i =1

Ni + N0 avec N0 =
MX

i =1

qi

et

� =
MX

i =1

wi mi =
1
N

MX

i =1

(Ni + qi ) mi =
MX

i =1

Ni

N
mi +

N0

N
m0

avec

m0 =
MX

i =1

qi

N0
mi

on d�eduit qu'il reste N0 repr�esentants �a a�ecter de mani�ere �a approcher
la distribution de probabilit�e r�esiduelle convenablementrenormalis�eem0 48 / 76
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l'approximation propos�ee consiste �a simuler
I pour tout i = 1 � � � M, un Ni {�echantillon (� i ;1; � � � ; � i ;Ni ) distribu�e

selonmi
I un N0{�echantillon (� 0;1; � � � ; � 0;N0) distribu�e selon le m�elange �nim0

toutes les variables al�eatoires �etant simul�ees de mani�ere ind�ependantes,
et �a poser

� N =
1
N

MX

i =1

NiX

j =1

� � i ;j +
1
N

N0X

j =1

� � 0;j (residu )

c'est{�a{dire

h� N ; � i =
1
N

MX

i =1

NiX

j =1

� (� i ;j ) +
1
N

N0X

j =1

� (� 0;j )

et par di��erence

h� N � �; � i =
1
N

MX

i =1

NiX

j =1

[� (� i ;j ) � h mi ; � i ] +
1
N

N0X

j =1

[� (� 0;j ) � h m0; � i ]

pour toute fonction�
49 / 76



Introduction Distributions de Gibbs{Boltzmann M�elanges �nis Approximation particulaire

Th�eor�eme la variable al�eatoireh� N ; � i est un estimateur non{biais�e de
h�; � i , et la variance de l'erreur d'estimation v�eri�e

Ej h� N � �; � i j 2 =
1
N

[
MX

i =1

Ni

N
var(�; mi ) +

N0

N
var(�; m0) ]

ou de mani�ere �equivalente

Ej h� N � �; � i j 2 =
1
N

MX

i =1

wi var(�; mi ) +
N0

N2 WM

WM =
MX

i =1

qi

N0
jhmi ; � i j 2 � j

MX

i =1

qi

N0
hmi ; � i j 2

pour toute fonction�

interpr�etation de WM comme variance des moyennesintra{composantes
a�ect�ees du poidsr�esiduel de chaque composante
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preuve de l'�equivalence :

Ni

N
var(�; mi ) = wi var(�; mi ) �

qi

N
[ hmi ; j� j2i � jh mi ; � ij 2 ]

var(�; m0) =
MX

i =1

qi

N0
hmi ; j� j2i � j

MX

i =1

qi

N0
hmi ; � i j 2

de sorte que
MX

i =1

Ni

N
var(�; mi ) +

N0

N
var(�; m0) =

=
MX

i =1

wi var(�; mi ) �
MX

i =1

qi

N
[ hmi ; j� j2i � jh mi ; � ij 2 ]

+
N0

N
[

MX

i =1

qi

N0
hmi ; j� j2i � j

MX

i =1

qi

N0
hmi ; � i j 2 ]

=
MX

i =1

wi var(�; mi ) +
N0

N
[

MX

i =1

qi

N0
jhmi ; � ij 2 � j

MX

i =1

qi

N0
hmi ; � i j 2 ]
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Preuve du Th�eor�emepar ind�ependance

Ej h� N � �; � i j 2 =

= Ej
1
N

MX

i =1

NiX

j =1

[� (� i ;j ) � h mi ; � i ] +
1
N

N0X

j =1

[� (� 0;j ) � h m0; � i ] j2

=
1

N2

MX

i =1

NiX

j =1

Ej� (� i ;j ) � h mi ; � ij 2 +
1

N2

N0X

j =1

Ej� (� 0;j ) � h m0; � ij 2

=
1
N

[
MX

i =1

Ni

N
var(�; mi ) +

N0

N
var(�; m0) ]

pour toute fonction� �
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Remarqueon rappelle que

� =
MX

i =1

Ni

N
mi +

N0

N
m0

de sorte que

MX

i =1

Ni

N
var(�; mi ) +

N0

N
var(�; m0)

=
MX

i =1

Ni

N
hmi ; j� j2i �

MX

i =1

Ni

N
jhmi ; � ij 2

+
N0

N
hm0; j� j2i �

N0

N
jhm0; � i j 2

= h�; j� j2i � [
MX

i =1

Ni

N
jhmi ; � ij 2 +

N0

N
jhm0; � i j 2 ]
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tandis que

var(�; � ) = h�; j� j2i � j
MX

i =1

Ni

N
hmi ; � i +

N0

N
hm0; � i j 2

d'apr�es l'in�egalit�e de Cauchy{Schwartz, on a

j
MX

i =1

Ni

N
hmi ; � i +

N0

N
hm0; � i j 2

�
MX

i =1

Ni

N
jhmi ; � ij 2 +

N0

N
j hm0; � i j 2

on en d�eduit que la variance de l'erreur d'estimation pour l'algorithme
d'�echantillonnage r�esiduel multinomial est inf�erieure �a la variance de
l'erreur d'estimation pour l'algorithme d'�echantillonnage multinomial
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�Echantillonnage selon une loi discr�ete

objectif : simuler une variable al�eatoireI , ou un N{�echantillon
(I1; � � � ; IN ), �a valeurs dans l'ensemble �nif 1; � � � ; Mg et distribu�e selon
les poids(w1; � � � ; wM )

la m�ethode la plus directe est la m�ethode d'inversion :
on d�ecoupe l'intervalle[0; 1] en M segments adjacents de longueurs
respectives(w1; � � � ; wM ),

I on simule une variable al�eatoireU uniforme sur[0; 1]
I si U appartient auj {�eme segment, alors on poseI = j

une recherche binaire enO(log2 M) op�erations permet d'obtenir ce
r�esultat, et il su�t donc de N O(log2 M) op�erations pour g�en�erer un
N{�echantillon �a valeurs dans l'ensemble �nif 1; � � � ; Mg et distribu�e
selon les poids(w1; � � � ; wM )
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am�elioration : au lieu de r�ep�eterN fois l'op�eration de
I g�en�erer une variable al�eatoire uniforme sur[0; 1]
I puis e�ectuer une recherche binaire

on simule unN{�echantillon (U1; � � � ; UN ) de variables al�eatoires
uniformes sur[0; 1], on ordonne cet �echantillon, ce qui n�ecessite
O(N log2 N) op�erations, et on applique la m�ethode d'inversion �a
l'�echantillon r�e{ordonn�e U(1) � � � � � U(N)

si U(i ) appartient auj {�eme segment, alors on poseIi = j , de sorte que
pour simulerIi +1 il su�t de tester l'appartenance deU(i +1) aux segments
situ�es �a partir du j {�eme segment

? ?? ?? ? ? ?
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am�elioration suppl�ementaire : pour �eviter l'�etape pr�ealable de
r�e{ordonner les variables al�eatoires uniformes, on simuledirectement une
N{statistique d'ordre uniforme, c'est{�a{dire un vecteur al�eatoire
(V1; � � � ; VN ) distribu�e comme le vecteur al�eatoire obtenu en
r�e{ordonnant un N{�echantillon (U1; � � � ; UN ) de variables al�eatoires
uniformes sur[0; 1], ce qui peut être e�ectu�e enO(N) op�erations

Propositionsoit (U1; � � � ; UN ) un N{�echantillon de variables al�eatoires
uniformes sur[0; 1], et on d�e�nit

Vi = U1=N
N � � � U1=i

i pour tout i = N � � � 1

ou bien par r�ecurrence :VN = U1=N
N et

Vi = Vi +1 U1=i
i pour tout i = N � 1� � � 1

alors le vecteur al�eatoire(V1; � � � ; VN ) est distribu�e comme le vecteur
al�eatoire (U(1) ; � � � ; U(N) ) obtenu en r�e{ordonnant(U1; � � � ; UN )

fonction Python resampling multi.py
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�Echantillonnage syst�ematique ou universel
toutes ces m�ethodes tentent de mettre en �uvre l'id�ee que le nombreOj

de repr�esentants attribu�es laj {�eme composante devrait être
'proportionnel' au poidswj

il existe une mani�ere tr�es radicale d'atteindre cet objectif : on simule une
unique variable al�eatoireU uniforme sur[0; 1=N], et on pose

Ui = ( i � 1)=N + U pour tout i = 1 � � � N

clairement, la suiteU1 � � � � � UN obtenue est ordonn�ee
si Ui appartient auj {�eme segment, alors on poseIi = j

? ? ? ? ? ? ? ?
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Motivation (rappel)
objectif : approximer la suitef � k g (par exemple le �ltre bay�esien) d�e�nie
par la relation de r�ecurrence

� k� 1
mutation����������! � k = � k� 1 Qk

pond�eration
������������! � k = gk � � k

avec la condition initiale� 0 = g0 � � 0

id�ee : rechercher une approximation sous la forme de distributions de
probabilit�e empiriques (�eventuellement pond�er�ees)

� k � � N
k =

NX

i =1

v i
k � � i

k
et � k � � N

k =
NX

i =1

w i
k � � i

k

associ�ees �a une population deN particules caract�eris�ee par
I lespositions(� 1

k ; � � � ; � N
k ) dansE

I et lespoidspositifs normalis�es(v1
k ; � � � ; vN

k ) et (w1
k ; � � � ; wN

k )
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initialisation : par �echantillonnage pond�er�e

� 0 = g0 � � 0 � g0 � SN (� 0) =
NX

i =1

g0(� i
0) � � i

0
NX

j =1

g0(� j
0)

=
NX

i =1

w i
0 � � i

0

o�u les variables al�eatoires(� 1
0; � � � ; � N

0 ) sont i.i.d. de distribution
commune� 0

�etape de correction: clairement, �a partir de la d�e�nition

� N
k = gk � � N

k =
NX

i =1

v i
k gk (� i

k ) � � i
k

NX

j =1

v j
k gk (� j

k )

=
NX

i =1

w i
k � � i

k

est automatiquement de la forme recherch�ee (noter la mise{�a{jour
multiplicative des poids)
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�etape de pr�ediction : �a partir de la d�e�nition

h� N
k� 1 Qk ; � i =

Z
� N

k� 1(dx)
Z

Qk (x; dx0) � (x0)

=
NX

i =1

w i
k � 1

Z
Qk (� i

k � 1; dx0) � (x0)

=
Z

[
NX

i =1

w i
k � 1 Qk (� i

k � 1; dx0) ] � (x0)

pour toute fonction� , de sorte que

� N
k� 1 Qk (dx0) =

NX

i =1

w i
k � 1 mi

k (dx0)

s'exprime comme un m�elange �ni, avec

mi
k (dx0) = Qk (� i

k � 1; dx0) pour tout i = 1 � � � N

qu'il s'agit d'approximer / �echantillonner, selon une m�ethode appropri�ee
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premi�ere m�ethode : r�e{�echantillonnage multinomial

� N
k =

1
N

NX

i =1

� � i
k

o�u (� 1
k ; � � � ; � N

k ) est unN{�echantillon distribu�e selon le m�elange �ni, est
de la forme recherch�ee avecv i

k = 1=N pour tout i = 1 � � � N

deuxi�eme m�ethode : strati�cation par composante

� N
k =

NX

i =1

w i
k � 1 � � i

k

o�u ind�ependamment pour touti = 1 � � � N la v.a. � i
k est distribu�e selon la

i {�eme composante du m�elange �ni, est de la forme recherch�ee avec
v i

k = w i
k � 1 pour tout i = 1 � � � N

69 / 76



Introduction Distributions de Gibbs{Boltzmann M�elanges �nis Approximation particulaire

troisi�eme m�ethode : r�e{�echantillonnage adaptatif
on calcule lataille e�ective de l'�echantillon

N e�
k� 1 = 1 =[

NX

i =1

(w i
k � 1)2 ]

si N e�
k� 1 > c N, alors

� N
k =

NX

i =1

w i
k � 1 � � i

k

o�u ind�ependamment pour touti = 1 � � � N la v.a. � i
k est distribu�ee selon

la i {�eme composante du m�elange �ni

si N e�
k� 1 � c N, alors

� N
k =

1
N

NX

i =1

� � i
k

o�u (� 1
k ; � � � ; � N

k ) est unN{�echantillon distribu�e selon le m�elange �ni
(noter la r�e{initialisation des poids)
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Filtres SIR, SIS, adaptatif
�ltre SIR ( sampling with importance resampling)

I pour k = 0 , ind�ependamment pour touti = 1 � � � N
on simule une v.a.� i

0 distribu�ee selon� 0(dx), et on d�e�nit

w i
0 = g0(� i

0) =
� NX

j =1

g0(� j
0)

�

I pour tout k = 1 � � � n, ind�ependamment pour touti = 1 � � � N
� on s�electionne un individub� i

k � 1 au sein de la population
(� 1

k� 1; � � � ; � N
k� 1) et selon les poids(w1

k� 1; � � � ; wN
k� 1)

� on simule une v.a.� i
k distribu�ee selonQk (b� i

k � 1; dx0)
et on d�e�nit

w i
k = gk (� i

k ) =
� NX

j =1

gk (� j
k )

�

71 / 76



Introduction Distributions de Gibbs{Boltzmann M�elanges �nis Approximation particulaire

�ltre SIS (sequential importance sampling)
I pour k = 0 , ind�ependamment pour touti = 1 � � � N

on simule une v.a.� i
0 distribu�ee selon� 0(dx), et on d�e�nit

w i
0 = g0(� i

0) =
� NX

j =1

g0(� j
0)

�

I pour tout k = 1 � � � n, ind�ependamment pour touti = 1 � � � N
� on simule une v.a.� i

k distribu�ee selonQk (� i
k � 1; dx0)

et on d�e�nit

w i
k = w i

k � 1 gk (� i
k ) =

� NX

j =1

w j
k � 1 gk (� j

k )
�
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�ltre particulaire adaptatif
I pour k = 0 , ind�ependamment pour touti = 1 � � � N

on simule une v.a.� i
0 distribu�ee selon� 0(dx), et on d�e�nit

w i
0 = g0(� i

0) =
� NX

j =1

g0(� j
0)

�

I pour tout k = 1 � � � n, on calcule la taille e�ectiveN e�
k� 1

si N e�
k� 1 > c N, alors ind�ependamment pour touti = 1 � � � N

� on simule une v.a.� i
k distribu�ee selonQk (� i

k � 1; dx0)

et on d�e�nit

w i
k = w i

k � 1 gk (� i
k ) =

� NX

j =1

w j
k � 1 gk (� j

k )
�
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�ltre particulaire adaptatif
I pour k = 0 , ind�ependamment pour touti = 1 � � � N

on simule une v.a.� i
0 distribu�ee selon� 0(dx), et on d�e�nit

w i
0 = g0(� i

0) =
� NX

j =1

g0(� j
0)

�

I pour tout k = 1 � � � n, on calcule la taille e�ectiveN e�
k� 1

si N e�
k� 1 � c N, alors ind�ependamment pour touti = 1 � � � N

� on s�electionne un individub� i
k � 1 au sein de la population

(� 1
k� 1; � � � ; � N

k� 1) et selon les poids(w1
k� 1; � � � ; wN

k� 1)

� on simule une v.a.� i
k distribu�ee selonQk (b� i

k � 1; dx0)

et on d�e�nit

w i
k = w i

k � 1 gk (� i
k ) =

� NX

j =1

w j
k � 1 gk (� j

k )
�
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�ltre particulaire adaptatif (formulation �equivalente)
I pour k = 0 , ind�ependamment pour touti = 1 � � � N

on simule une v.a.� i
0 distribu�ee selon� 0(dx), et on d�e�nit

w i
0 = g0(� i

0) =
� NX

j =1

g0(� j
0)

�

I pour tout k = 1 � � � n, on calcule la taille e�ectiveN e�
k� 1

si N e�
k� 1 > c N, alors ind�ependamment pour touti = 1 � � � N

� on simule une v.a.� i
k distribu�ee selonQk (� i

k � 1; dx0)
si N e�

k� 1 � c N, alors ind�ependamment pour touti = 1 � � � N
� on s�electionne un individub� i

k � 1 au sein de la population
(� 1

k� 1; � � � ; � N
k� 1) et selon les poids(w1

k� 1; � � � ; wN
k� 1)

� on simule une v.a.� i
k distribu�ee selonQk (b� i

k � 1; dx0)
� on r�e{initialise le poidsw i

k � 1 = 1=N
et (quel que soit le cas) on d�e�nit

w i
k = w i

k � 1 gk (� i
k ) =

� NX

j =1

w j
k � 1 gk (� j

k )
�
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en r�esum�e dans le �ltre SIR, les particules(� 1
k� 1; � � � ; � N

k� 1)

I sont s�electionn�eesselon leurs poids respectifs(w1
k� 1; � � � ; wN

k� 1)
[�etape de s�election]

I �evoluent selon les probabilit�es de transitionQk (x; dx0) [�etape de
mutation]

I et sont pond�er�ees en �evaluant la fonction de vraisemblancegk (x0)
[�etape de pond�eration]

pros : au lieu de s'accumuler le long de chaque trajectoire, les poids sont
ici utilis�es pour redistribuer les particules
les particules de plus fort poids sont multipli�ees et les particules de plus
faible poids sont �elimin�ees
en ne conservant �a chaque pas de temps que les particules les plus
pertinentes, on esp�ere concentrer la puissance de calcul disponible dans
les r�egions d'int�erêt
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cons : introduction d'un al�ea suppl�ementaire, �a l'�etapede
r�e{�echantillonnage
solutions propos�ees

I autres proc�edures de redistribution / allocation d'un nombre
(quasiment) d�eterministe de descendants �a chaque particule

I r�e{�echantillonnage adaptatif, seulement quand les poids
(w1

k ; � � � ; wN
k ) sont trop d�es�equilibr�es

cons : r�eduction du nombre de positions di��erentes

I d�eg�en�erescence des positions: en pratique, on compte sur l'�etape de
mutation pour recr�eer de la diversit�e

solution alternative
I r�egularisation : apr�es l'�etape de r�e{�echantillonnage, on d�eplace

d'une petite quantit�e al�eatoire chaque particule s�electionn�ee
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