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PROBLEME

L’objectif de ce probleme est d’étudier la convergence des approximations particulaires
obtenues avec l’algorithme SIR de base (avec redistribution multinomiale) dans le cas plus
général ou 'Hypothese A faite en cours

Pour tout £ =0,1,--- ,n, la fonction g, est bornée et strictement positive, i.e.

supge(z) < oo et g(x) >0 pour tout x € E,
el

est remplacée par I'Hypothese B plus faible

Pour tout £k =0,1,--- ,n, la fonction g, est bornée, positive au sens large, et
son intégrale par rapport a la distribution 7, est strictement positive, i.e.

sup gx(x) < 00 , gr(x) > 0 pour tout z € £ et (M, g) > 0,
el
et on pose
sup gi(z)
re=2E >,
(s i)

Sous 'Hypothese B, et méme si (n, gr) > 0, il peut quand méme arriver que gi(£L) = 0
pour tout i = 1,--- , N, c’est—a—dire que toutes les particules sont affectées d’un poids nul,
auquel cas (nY, gr) = 0 et (v, 1) = 0, de sorte que Papproximation i n’est pas définie.
On définit le temps d’extinction du systeme de particules comme le premier instant

™ = inf{k>0: (v, 1) =0}

= inf{k >0 : (0, gr) = gr(&,) = 0}

||Mz

= inf{k >0 : gk(g,i):Opour tout i =1,--- N},

1



ou toutes les particules sont affectées d’un poids nul, et ou l'algorithme s’arréte (sous
I'Hypotheése A, le temps d’extinction 7V est bien siir infini). Pour k£ = 0, on considere
que {7V > —1} est toujours vrai.

(i) Montrer que sur ’ensemble {7V > k—1}, les approximations z’,..., ul | et
ny,...,nY des distributions normalisées, et les approximations 7, ..., 7Y
des distributions non—normalisées, sont bien définies.

On se propose d’estimer par récurrence la probabilité d’extinction, i.e. P[r¥ < k.

Pour tout £k =0,1,--- ,n et pour tout réel positif ¢ > 0, on pose

EéV(C) _ sup P <7}1€v — Yk, Qb)

| >cet 7 > k—1],
620: 6]=1 (1)

ou le supremum porte sur les fonctions mesurables positives ¢ telles que ||¢|| = 1, et

N
— 1
FN — ]P)[ | <7k: ks >

= |>Let 7 > k—1].
<7k>1> ?

k

(ii) Montrer que I’application ¢ — E; (c) est décroissante et que F}Y < EY(3).

On aura besoin de 'inégalité exponentielle suivante (admise).

Inégalité exponentielle de Hoeffding

Soit (Xi,---,Xn) des variables aléatoires réelles indépendantes (mais pas
nécessairement identiquement distribuées, ni centrées) et a valeurs bornées,
ie.a < X; <b, pour tout i =1,---, N. Pour tout réel positif ¢ > 0

Bl DG~ E(X)] 2 ] < 2 exp{-

i=1

2N 2
by

» Initialisation, &k = 0.

(iii) Montrer que



(iv) Montrer que pour toute fonction mesurable positive ¢ telle que ||¢|| =1

N 2
PE =299 o) = B — o0 6] > ¢ {1y o} ] < 2 exp{— 2 N}
<7071> "o

[Indication : On pourra utiliser I'inégalité exponentielle de Hoeffding, avec

0< X, = go(fé) ¢(§é) < sup go(x) pour tout ¢ = 1,--- , NV
el

ot les v.a. (&, -+ ,&Y) sont indépendantes de distribution commune 7q.]

En déduire que

N 2
Ey (¢) <2 exp{— FN} :
0

» [tération, k=1, ---  n.
(v) Montrer que
Py <kl =P[rN <k —1]+P" =4k],
et
PN =k = P[{(v),1) =0 et 7V > k—1]

A

< Pl (Y, 1)

|>1et TV >k—1]=F).

(vi) Montrer que sur I’ensemble {7 > k—1} pour toute fonction mesurable
bornée ¢

| (Y —’Yk>¢>| < Vel = Yi—1, Qu(gr @)

(e, 1) (Ve—1,1) (e, gk)
<nk’agk> </yk‘—1a ]->
En déduire que
N _
E]]CV(C): sup P[|M|>cet7ﬂ>k‘—l]
$>0:|¢l|=1 (", 1)

< sup P[] <%J€V—1 — V-1, Qr(gr 0))

| > 3¢ (e, gr) et ™ > k—1]
$>0: |l =1 (-1, 1) ’

<7]16\£1 — Vk—1, 1>

P

| >Let 7V > k—1]

+¢ Slﬁld?u P[| (" — pn_q Qr gx &) | > 3 ¢ (i, gie) et 7V > k—1] .
>0: =1



Dans le second membre, le deuxieme terme est facilement majoré par F/ ., et on se
propose d’étudier successivement le premier et le troisieme terme.

(vil) Montrer que pour toute fonction mesurable positive ¢ telle que ||¢| =1

(Vo1 = V-1, Qu(gr ¢))

P[| | > Le (g, gr) et ™V > k—1]

<7k’—1; ]'>
N
< sup P nd) LS et ¥ > k1]
$>0: [[p]=1 (Ve-1,1) Tk

En déduire que

N
Vi1 — Vi1, Qr(gr ¢ c

sup IP’[|<k1 1, O )>|>%C<77k,gk> et ™V > k—1] < EY (2 ).
$>0: |[¢]=1 (Ye-1,1) Tk

(viii) Montrer que sur ’ensemble {7V > k—1}, mesurable par rapport a la tribu
FY | engendrée par toutes les particules jusqu’a la génération (k—1), pour
toute fonction mesurable positive ¢ telle que ||¢]| =1

2

¢
Pl[{ny — iy Qis 9k @) | > 5 ¢ (s gi) | FLq] < 2 exp{— %T_QN} ~
A

[Indication : On pourra utiliser I'inégalité exponentielle de Hoeffding, avec

0< X, = gk(f,i) ¢(g,§) < sup gg(x) pour tout t =1,--- , N
xelR

ot conditionnellement par rapport & F{ | les v.a. (&, -+ ,&Y) sont indépendantes
de distribution commune | Q.|

En déduire que

2
C

sup  P[{(ny — pe 1 Qs g ) | > ¢ (i, gx) et 7V > k—1] <2 exp{— 2= N} .
$>0:¢[=1 T

En reportant les estimations obtenues en réponse aux questions (vii) et (viii) dans la
majoration obtenue en réponse a la question (vi), on obtient

2
C C

EN(c) < EN (3 r_k> + FY, +2 exp{— %ﬁN} : ()
k

avec la condition initiale )
2c
Ey'(c) < 2 exp{~ =3 N},
o
obtenue en réponse a la question (iv).



(ix) Montrer par récurrence, en utilisant la relation (x), que la probabilité
d’extinction vérifie

P <n] < a, exp{— b, N} ,

ou a, >0 et b, > 0 sont des réels positifs.



