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L’objectif de ce probleme est d’étudier les systemes linéaires a parametre markovien,
qui sont souvent utilisés pour modéliser des systemes linéaires avec coefficients inconnus,
ou avec coefficients susceptibles de changer brusquement.

Partie A  On considére le modele d’état suivant :

o L’état {X, k> 0} est défini par le systeme linéaire suivant, a valeurs dans R™
X1 = F(s) X + Wy,

ou la suite {W},, k > 0} est un bruit blanc gaussien centré, de matrice de covariance
@ inversible, et ou la suite {s;, kK > 0} est une chaine de Markov a espace d’état
fini £ ={1,---, N}, de loi initiale

P[SO = Z] =V,
et de matrice de transition
P{Sk—ﬁ-l =7 | Sk = @] =T -

La condition initiale X est une variable aléatoire gaussienne, de moyenne g et de
matrice de covariance Yy inversible.

On suppose que la chaine de Markov {sj, k& > 0}, la condition initiale X, et le bruit
blanc gaussien {W}, , k > 0} sont mutuellement indépendants.

On considere d’abord le cas ou I'état { X, k > 0} est directement observé, et on se propose
de calculer la distribution de probabilité conditionnelle de s,, sachant (X, -, X,).
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(i) Donner ’expression de la densité conditionnelle de X, sachant (X, si),
définie par
P Xy €de' | Xy =z,8, = 1] = Ti(x,2') da’ |

pour tout 7 € E.

SOLUTION

Conditionnellement a (X = z, s, = i), la v.a. X;,; est gaussienne, de moyenne F; = (avec
la notation F; = F'(i)), et de matrice de covariance @ inversible. On a donc

1

B = ey g

exp{ — (@'~ Fa)' Q' ('~ Fix) } .

O

(ii) La propriété de canal sans mémoire est—elle vérifiée 7 Donner ’expression
de la distribution de probabilité conditionnelle

P[X, €dzy, -, Xo € dxo | sp =in, -, S0 = o)

SOLUTION

On vérifie d’abord que
P[Xoedx | s, =1ty -,s0 =i =P[Xy € dz] = p(z)dzx ,

avec
1

P = Jamym Jaoiss ¢

D’autre part, on a la décomposition suivante

sp{ =3 (@ — o) S5 (z— o) } -

P Xk € dogpr, -+, Xo €dxg | 85 =ty -+, So = o)
= P[Xk+1 €d$k+1|Xk:l’k,---,XO:l’o,Sn:in,"',SOZio]

P[Xkdek,"',X0€d$0 ‘ Sn:in,"',SOZio] .
Conditionnellement & (s, = i,, -+, S0 = ip), on a
X1 = Fiyy X + Wi,

c’est—a—dire que la suite { X, k = 0,---,n} est un processus gaussien, mais n’est pas une
suite de v.a. indépendantes : La propriété de canal sans mémoire n’est donc pas vérifiée.



Quand on connait déja (X, sx), connaitre (Xg_1, -, Xo, Sn, "+, Skt1, Sk—1, ", S0)
n’apporte aucune information supplémentaire sur X ;. Par conséquent

P[Xk+1 Edl‘k_H|Xk:Ik,"',XO:Io,sn:in,"',SOZio]

= P[Xip1 € dappy | Xp = a2, 51 = i) = Doy (20, Tpgr) dgegr
On en déduit que

P[X)+1 € dvgpr, -, Xo € dxg | Sy, =n, -+, So = o]

= P[Xk € d.fL'k, e 7X0 € dl’o ’ Sn = in? 80 = 20] Flk(xku karl) d'rkJrl ;
et en itérant cette relation, on obtient

P[X, €dxy, -, Xo € dxo | Sp =n, S0 = io]

= P(l"o) Fio (%, 951) e 'Fz‘n,l(?ﬁn—h !l‘n) dxodzy - - dz, ,

pour tout zg,---,1, € F.
O
(iii) En déduire la distribution de probabilité jointe
P[X, € dxp, -, Xo € dxo, $p = in, -+, S0 = o) -
SOLUTION
Compte tenu que
Plsy = in, 80 = fo] = Vig Tigiy " Tipy_1.im »
on a immédiatement
P[Xn S dxn7”'7X0 S dm07sn :in7"'750 :7’0]
= P[Xn edIna"'aXO Gdl"o | Sn:in,"‘,SO:iO] P[Sn:in7”'780:i0]
= Vip Tigyiv """ Tip_1,in p(l’o) PN (950, $1) T Fin_1<xn717 iUn) drodxy -~ - dzy,
pour tout g,---,1, € E.
(]

(iv) Etablir I’équation de Baum forward permettant de calculer la distribution
de probabilité conditionnelle de s, sachant (X, --,X,).

3



SOLUTION

Comme dans la Section 6.1 du cours, on définit la distribution de probabilité jointe des
observations passées (Xo, -+, X) et de I'état présent s; de la fagon suivante

P[X, € dxg, -, Xy € drg, s, = i| = aF[xg, - - -, 2] dwo - - - day, |
et on définit la variable forward p* = (pF) par
pf = af[XOW"an] )
pour tout ¢ € F.
Comme dans la démonstration du Théoreme 6.4, par définition
¥ [xg, -, wp] dag - - - doy = P[Xo € dxo, - -+, Xy, € day,, 81, = 1]
= Z P[Xoedx(]?"'?Xkedmkasozim“'askfl:ikflask:i]
00, ik 1EE

= Z Vig Ty * " Tig_1,i P(xo) L'y, (il'o, 9151) T Fik,l(ﬂikq, l’k) dxodxy - --dry .
00,y ig_1ER

De méme
P[Xy € dxg, -+, Xy € dwg, Xpy1 € dTpqr, Sk = 1, Sp1 = J)
= Y P[X€dzy,, Xy € dag, X1 € dapy,
10, ik 1E€EF
So =g,y Sk—1 = lk—1, Sk = 1, Sk1 = J]
= Z Vig Tigsir =" Tig_y,i Tij
10, ik —1€ER

p(xo) Tig(xo, 1) - - T, (w1, k) Ti@p, Tp1) dwo dxy - - - dayg dwggy

= mi; Di(@k, Ths1) af[mo, s wg) dxg - drg drg

pour tout ¢ € E. En sommant pour tout ¢« € F, on obtient

a§+1[$07 C Tpg1] = Z Tij Li( Tk, Thyr) Ofﬂxo» Ty
i€E
En substituant les véritables observations (Xj, - - -, Xx11) ala place des variables (muettes)
(2o, ,Tk41), on obtient

P?H = Z g Di( X, Xiy1) pf )
i€E



pour tout j € E, avec la condition initiale

P? =Vl P(Xo) )

pour tout ¢ € E. On en déduit

. s
P[Sn:Z’X()a"'?XTL]: ln,
ij

JEE

pour tout ¢ € FE.




Partie B On considere a présent le cas ou l'état {Xy, & > 0} n’est pas directement
observé, c¢’est—a—dire qu’on considere le modele suivant :

o L’état { X, k> 0} est défini par le systeme linéaire suivant, a valeurs dans R™
X1 = F(s) X + Wy,

ou la suite {W},, k > 0} est un bruit blanc gaussien centré, de matrice de covariance
@ inversible, et ou la suite {s;, k& > 0} est une chaine de Markov a espace d’état
fini £ ={1,---, N}, de loi initiale

P[SO = ’L] =V,
et de matrice de transition
P{Sk+1 :j | Sk = Z] = Tij -

La condition initiale X est une variable aléatoire gaussienne, de moyenne g et de
matrice de covariance X inversible.

e La suite des observations {Y}, & > 0} & valeurs dans R?, est définie par
Y, =HX,+V,

ou la suite {V, k > 0} est un bruit blanc gaussien centré, de matrice de covariance
R inversible.

On suppose que la chaine de Markov {s;, k& > 0}, la condition initiale Xy, et les bruits
blancs gaussiens {Wy, k > 0} et {Vj, k > 0} sont mutuellement indépendants.

Dans cette partie, seule la suite {Y};, k > 0} est observée, et on se propose de calculer la
distribution de probabilité conditionnelle jointe de (X, s,) sachant (Yp,---,Y},).

(v) Donner I’expression de la densité conditionnelle de Y, sachant (X, s),
définie par
PlYy e dy | Xp =z, 50 =1] = ¥(z,y)dy ,

et vérifier que cette densité ne dépend pas de i € F.

SOLUTION

Conditionnellement a (X = x,s;, = i), la v.a. Yj est gaussienne, de moyenne H z, et
de matrice de covariance R inversible. On remarque que les deux premiers moments ne
dépendent pas de 7 € E, et

1
(vV2m)dv/det R

U(z,y) = exp{ —5(y—Ha)" R (y—Hz) } .




(vi) Montrer que la propriété de canal sans mémoire est vérifiée, et en déduire
P’expression de la distribution de probabilité conditionnelle

P[Ynedyna"'u}/oedyo|anxnu"'7X0:I07Sn:in7"'780:i0] .

SOLUTION

Comme a la question (ii), on a la décomposition suivante

P[Ykedy’m”'aYOEdyO|Xn:xna"'aXO:wOaSn:ina"'780:i0
= PlY, €dyr | Yic1 = yr—1,- -, Yo = Yo, Xpn = T, -+, Xo = T0, Sp =, -+, S0 = o

PlYi1 €dyg—1, -, Yo €Edyo | Xpn = pn, -, Xo =20, 80 =in, -, S0 = o] -

Quand on connait déja X, connaitre (Yi_1,- -+, Yo, X, -+, Xgt1, Xp—1, -+, X0, Sn,** S0)
n’apporte aucune information supplémentaire sur Y. Par conséquent

PlY, € dyy | Vi1 = yi—1, -+, Yo = Yo, Xpn = Tp, - -+, Xo = X0, S = Un, -+, So = o)

= P[Y} € dyx | Xi = xi] = t(n, yx) dys, -
On en déduit que

P[Ykedyk7”'7}/0€dy0|Xn:xn7"'7X0:x()asn:inu"'as():i()]
= P[Yk—ledyk—la'”aYOEdyO|Xn:xna"'aXO:$0a3n:ina"'73022.0]

¢(1’k7 yk) dyr

et en itérant cette relation, on obtient

P[Ynedynf"aybedyo|Xn:xna"'uXO:ansn:inv"WSO:Z.O

= ¢($0> yO) T Wﬁfn, yn) dyO T dyn )

pour tout g, ---,4, € E. La propriété de canal sans mémoire est donc vérifiée.

(vii) En déduire la distribution de probabilité jointe

P[YnEdyn77Yb GdyOaXnedxnf"aXOde073n:in7"'950:i0 .



SOLUTION

Compte tenu que, d’apres le résultat de la question (iii)

P[X, € dz,, -+, Xo € dxo, Sy, = in, "+, S0 = ig

= Vig Tigs1 ° " " Tip_1,in p(on) Fio (330, iUl) s Fin_1($n71, l’n) dzodxy - - - dx,,
on a immédiatement

P[Y, € dy,,---,Ys € dyo, X,, € dxy,, -+, Xo € dxg, Sy = Up, -+, So = o)
=PlY, cdy,, -, Yoedy | Xn =2y, -, Xo = 20,5, = in," "+, 50 = o]
P[X, € dx,, -, Xo € dxo, $p = in, -+, S0 = ig]
= Vi Tigiy Ty _v.in P(T0) Tig(x0, 21) Ty (1, ) dxgday - - - day

¢($07 yO) U w(xnu yn) dyo U dyn )

pour tout zg,---,1, € F.

O

(viii) Etablir ’équation de Baum forward permettant de calculer la distribu-
tion de probabilité conditionnelle jointe de (X,,s,) sachant (Yp,---,Y,),

puis la distribution de probabilité conditionnelle marginale de s, sachant
(YIM T Yn)

SOLUTION

Comme a la question (iv), et comme dans la Section 6.1 du cours, on définit la distribution
de probabilité jointe des observations passées (Yo, - -, Y)) et de 1'état présent (Xy, si) de
la fagon suivante

P[Y; € dyo, -+, Y, € dyp, Xy, € d, s, = 1] = o[z, 50, -+, yi) dxdyo - dy ,
et on définit la variable forward p* = (p¥(-)) par
pi(2) = af[z, Yo, -, Yi] |

pour tout ¢ € E et tout x € R™.



Comme dans la démonstration du Théoreme 6.4, par définition

af[x7y0a"'ayk] dxdyodyk:PD/OGdyOa7Yk€dykan€dx75k:Z]

== Z /m/mPD/OedyOaaykedyka
o, ix—1€E R
Xo € dxg, -+, X1 € dag_1, Xy, € dx, 50 =0, , Sp—1 = lh—1, Sk = 1
> /m"'/m%’o Tigyiy """ Mgy

10, i —1€EL

p(xo) i (xo, 1) -+ Ty (-1, ) dg - - - dog—y do

V(20 Y0) - - (@1, Yr—1) Y(x, y) dyo - - - dyp, .

De méme

P[Y, € dyo, -, Vi € dyg, Vi1 € dypi1, Xi € do, Xpy1 € d', s, =1, Sp1 = J]

. /m---/RmP[YOEdyo,-“,YkGd?/kaYk+1edyk-i-l’

10,k —1€EE

Xy € dfl?o, SR ,Xk,1 € dxk,l,Xk € dl’,Xk+1 € dl‘l,

S0 =G0,y Sk—1 = k1, Sk = &, Skr1 = J]

= Z / o / Vig Migiy """ Mig_q,i Ta5
m m

10, ik—1EF

p(xo) Uiy (xo, 1) - Ty (wp—1, @) Tyi(z, ") dag - - - dwg_q da da’
(w0, y0) - V(@rh-1, Yr—1) V(@, yr) V(&' yrs1) dyo - - - dyr dyria

= m; Di(w,2') Y2, yksr) of@, yo, -+, yi) doda’ dyo - - - dyg dygy

pour tout ¢ € E. En sommant pour tout ¢ € E, et en intégrant par rapport a la variable
xr € R™, on obtient

a;ﬁ—’—l[w,a Yo, ayk-‘rl] = Q7D(:L‘/7 yk-‘rl) Z /I:{m i FZ(ZL‘, l’l) O[f[..’[’v Yo, " - 7yk] dr .
icE



En substituant les véritables observations (Yo, - -+, Yx11) & la place des variables (muettes)
(y07 e ayk-‘rl)a on obtient

P ) = (@, Vi) Y A iy Di(w,2') pl () do

1€l
pour tout j € E et tout 2’ € R™, avec la condition initiale
pi(w) = vi pla)

pour tout ¢ € E et tout x € R™. On en déduit la distribution de probabilité conditionnelle
jointe

P[Xnedxjsnzl‘ifo77yn]:

et

P[Sn:i‘}/b?"'ayn]: )

pour tout ¢ € E et tout x € R™.
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