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PROBLEME :

L’objectif de ce probleme est de montrer que pour une certaine classe de systemes non—
linéaires (qu’on peut qualifier de systémes conditionnellement linéaires), le filtre optimal
peut s’exprimer, en utilisant la structure particuliere du probleme, a ’aide d’un filtre op-
timal sur un espace de dimension réduite, paramétré en chaque point par une distribution
de probabilité gaussienne dans ’espace supplémentaire en ce point.

On considere le systéme suivant, o I'état caché Xy = (X}, X7) est partitionné en deux
composantes, avec une équation d’état linéaire par rapport a la premiere composante, et
une fonction d’observation ne dépendant que de la seconde composante

X = R(XP )X+ AXE )+ G Wy
Xi = Fa(X70) Xpoy + fo( X)) + Ga Wi,
Yi = h(X2 X2 +V, .

On suppose que

e la suite {W;} est un bruit blanc gaussien centré, de matrice de covariance Q},

e la matrice de covariance Gy Q)Y G est inversible,

la loi conditionnelle de X{ sachant X2 est gaussienne, de moyenne mg”(X2) et de
. . 12 2
matrice de covariance Py~ (X¢),

la suite {V}} est une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi g} (v) dv,

les bruits {W4}, {Vi} et la condition initiale X, sont mutuellement indépendants.



(i) Montrer que la loi conditionnelle

e de X} sachant (X2, Yo.x) ne dépend que de X2,
e de X? sachant (X2, 1, Yo.x—1) ne dépend que de X2, ,,
e de Y} sachant (X3, Yox_1) ne dépend que de (X2, X7_,).

(ii) En utilisant la formule de Bayes et la premiére relation de la question (i),
montrer que

]P)[Xli € dxllm ng € dx(Q)k | Yb:k = yO:k]

iii) En utilisant la formule de Bayes et les deux derniéres relations de la
questi()n (1), montrer que

P[Xg:k € dx(Q):kv Yo € dyo.x]
= P[Yy € dyi | Xi = a3, Xip_y = a3, PIX} € daf | X3y = 2341]
P[Xg;k,1 € dxﬁzk,l \ Yo-1 = yo:kq] ]P)[Yo:kq € dyO:kfl] .

(iv) Montrer que
P[Yy € dyy, | X = a3, Xi_y = i) = @ (ye — hlai, 232,) dy
et en déduire que

P[Xg:k S d*r(%:k | Yor = Yo
= Cg QI‘C/(?Jk - h(wiwﬁ_l)) P[Xlg € dxi | Xg;k—l = x?):k—l]
P[X3) 1 € dady o | Yor-1 = Youw—1] -

L’étape suivante consiste a montrer par récurrence sur l'instant k, que la loi conditionnelle

e de X! sachant X?2, est gaussienne,

e de X7 sachant X2, | est gaussienne.



(v)

Montrer que la loi conditionnelle du couple (X}, X?) sachant (X |, X2, )
est gaussienne, de moyenne

Fl(Xlz—l) Xli—l + fl(Xlz—1>

B (X7) Xioy + fa(X7))
et de matrice de covariance

G1 QY Gy G1 QY G

G2QY GI G2Q) G

On introduit ’hypothese de récurrence suivante

Hypothese H

(viii)

La loi conditionnelle de X} sachant X2, est gaussienne, de moyenne m,”(X2,) et
de matrice de covariance P.”(X2,).

Montrer que I’Hypothese H est vérifiée a I'instant 0.

En supposant ’'Hypothése H vérifiée a I'instant (k — 1), et en utilisant le
résultat de la question (v), montrer que la loi conditionnelle du couple
(X}, X?) sachant X2, | est gaussienne, de moyenne

mllﬁ(Xg:kfl)
mZ(Xg:k—l>
avec pour i € {1,2}
i 12
my(Xog 1) = Fi(Xi ) mk|—1<X§:k71) + i(X3 )

et de matrice de covariance

PkLl(Xg:kfl) PICLQ(XS:kfl)
2, 2,2
Pk 1(X§:k—l) Pk (Xg:k:—l)
avec pour i,j € {1,2}

PY(X2, 1) = F(X2) PP (X2, ) FA(XE) + GiQY G .

Que peut—on en déduire sur la loi conditionnelle de X? sachant X2, | ?



(ix) Montrer que la matrice P;*(X2, ) est inversible.

(x) En utilisant le résultat de la question (vii), montrer que la loi condition-
nelle de X} sachant X?, est gaussienne, de moyenne

1]2 _
mk| (Xg:k) = mli(XOQ:k—l) + PkLz(Xg:k—l) [PkQQ(Xg:k:—l)] ! [Xl? - mi(Xg:k;—l)] )
et de matrice de covariance
2 _
Pkl‘ (ng) = PIjJ(Xg:k—l) - PIQLQ(X(?:k;—l) [Plc2,2<Xg:k—1)] ! PISJ(X[?:IC—I) )

c’est—a—dire que I’'Hypotheése H est vérifiée a ’instant k.

Dans la suite, la notation I'(- | m, ) désigne la distribution de probabilité gaussienne,
de moyenne m et de matrice de covariance 3, et la notation ¢, désigne une constante de
normalisation, dont 1’expression exacte peut varier selon les cas.

(xi) En rassemblant les résultats obtenus, montrer que la loi conditionnelle
jointe de (X}, X2,) sachant Yy, peut se décomposer la fagon suivante

P[X} € dxy, X3, € dxd, | You)
= T(da}, | my*(@5.), Py (50)
cr qf (Vi — b(af, 23 _)) T(day, | mi(age), Pe(25,-1))
P[X3) 1 € dagyy | You—] -

(xii) En intégrant par rapport a dz;, et en itérant le résultat obtenu, montrer
que

P[ngk—l € d‘r(Q):k—l | }/Oik—l]

k—1

k—1
= Ck H QX(Y;? - h(.ﬁCi,.’L‘i,l)) HF(CZI‘Z | mz(wg:p71)7 P}72’2(‘rg:p71)>
p=1

p=1

PIX] € dxj] .



(xiii) En déduire que

P[X, € dxllchg:k S dl'?):k | Yo

= D(dah | my*(22,), PP (22,))

k
Ck H%‘O/(Y}J - h(x?ﬂmifl)) H F(d:ll’; ’ m;(mg:pfl% P}?’Q('rgzpfl))
p=1

p=1

PIX§ € dxj) .



