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EXERCICE

Le but de cet exercice est de montrer comment une utilisation ingénieuse des variables
forward et backward permet de détecter un éventuel changement de modele, et le cas
échéant d’estimer 'instant de changement.

On considere un modele de Markov caché, avec des états dans un ensemble fini E et
avec des observations numériques, a valeurs dans R¢.

Au vu des observations (Yp,---,Y,), on veut détecter s'il existe ou non un instant t
compris entre 'instant initial 0 et I'instant final n, tel que

e A linstant 0, la loi initiale est 10 = (1),

e entre l'instant initial 0 et l'instant ¢, le modele est nominal, c’est—a—dire que la
matrice de transition est 70 = (7;) et les densités d’émission sont ¢°(y) = (47 (y)),

e entre l'instant (¢ 4+ 1) et l'instant final n, le modele est modifié, c’est—a—dire que la
matrice de transition est 7 = (7;;) et les densités d’émission sont g(y) = (¢:(v)).
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On rappelle que la vraisemblance L? du modele nominal M°? = (1°, 7%, ¢°) au vu des

observations (Yp, -+ ,Y,,) peut s’exprimer comme
LO . 0,0 __ 0, 0,2 t t k, _ 0
n= Y D= put, pour tout k=0,---,n
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au moyen des variables forward et backward associées au modele nominal M. De méme,

la vraisemblance L,, du modele alternatif M = (1°, 7, g) (ot le changement est déja inter-

venu avant méme l'instant initial 0) au vu des observations (Yp, - ,Y}) peut s’exprimer
comme
Ln:ZPZ:ZpQU,’;, pour tout Kk =0,--- ,n
el icE

au moyen des variables forward et backward associées au modele alternatif M .

(i) En adoptant la méme démarche bayésienne et en suivant les mémes
étapes (distribution des états cachés + densité conditionnelle des obser-
vations sachant les états cachés — distribution conjointe des états cachés
et des observations — densité des observations) que dans le cours, mon-
trer que la vraisemblance du modeéle avec changement a 1’instant ¢ au vu
des observations (Yp,---,Y;) peut s’exprimer comme

Lo(t) = > wvhmlemh g (Yo) - gl (V2)
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Tissizrr " Tip_1,in it (Y1-5+1) o Giy (Yn> .

(ii) En déduire que
0 i
Ln(t) = b v,
icE
au moyen de la variable forward associée au modéle nominal M et de la
variable backward associée au modele alternatif M.

I1 suffit donc de résoudre deux équations, I’équation forward associée au modele nominal
MY et Déquation backward associée au modele alternatif M, pour pouvoir calculer la
fonction de vraisemblance ¢t +— L,,(¢) au vu des observations (Yp, - - - , Y;,) pour I'estimation
de l'instant de changement.



PROBLEME

Le but de ce probleme est d’établir d’'une maniere géométrique simple due a Ansley et
Kohn (1982), les équations du lisseur de Kalman.

On considere une suite d’états cachés { X} a valeurs dans R™, vérifiant
Xy = Fp X1 + fo + Wi,

olt {Wy} est a valeurs dans R™, et une suite d’observations {Y;} & valeurs dans R?

vérifiant
Y, = Hp Xy + hyy + Vi,

et on suppose que
e la condition initiale X est un vecteur aléatoire gaussien,
e la suite {W}} est un bruit blanc gaussien, de matrice de covariance inversible QY
e la suite {V,} est un bruit blanc gaussien, de matrice de covariance inversible QY

e la condition initiale X et les suites {W}} et {V;} sont mutuellement indépendants.

On dispose de toutes les observations
YE):n - (YE),Yl, 7Yn) s

et 'objectif est d’estimer de facon optimale le vecteur aléatoire Xy a partir de Yj.,, pour
un instant k intermédiaire entre 'instant initial 0 et l'instant final n. Si on adopte le
critere du minimum de variance, il s’agit donc de calculer la distribution de probabilité
conditionnelle du vecteur aléatoire X}, sachant Yj.,,. Comme le cadre est gaussien, cette
distribution de probabilité conditionnelle est gaussienne, et il suffit de calculer la moyenne

X;' =E[X} | You] -
On suppose que les estimateurs (prédicteur et filtre, respectivement)
Xy =E[Xp | Youo] et Xy =E[X; | You] ,

ont déja été calculés dans une premiere phase et sont disponibles, pour tout instant k
intermédiaire entre 'instant initial 0 et I'instant final n.

(i) Montrer que )?g = X, pour k£ = n. En d’autres termes, le lisseur et le
filtre coincident a l’instant final.



On commence par établir, dans les deux questions ci—dessous, la propriété qualitative
suivante (dont la démonstration ne nécessite aucun calcul, mais seulement des arguments

qualitatifs) : le vecteur aléatoire (Yp.x_1, Xp — )A(k,_, Zys1m), OU

Zk+1:n - (Wk—i—h e 7Wn7 Vk7 Vk-i—la e 7Vn> )

par définition, contient davantage d’information que le vecteur aléatoire Yj.,,.

(ii)

(iii)

(iv)

Montrer que le vecteur Y, peut s’exprimer comme transformation affine
du vecteur (Xj,V}), et que le vecteur X, = (X, — X, )+ X, peut s’exprimer

comme transformation affine du vecteur (Yy,,_1, X; — X,).

En déduire que le vecteur Y, peut s’exprimer comme transformation affine
du vecteur (Ypj_1, X — X, Vi).

De méme, montrer que le vecteur Y, peut s’exprimer comme transfor-
mation affine du vecteur (Xj.,,Vii,), et que le vecteur X, peut s’expri-
mer comme transformation affine du vecteur (X, Wiy1, -, Wiyp).

En déduire que le vecteur Y, peut s’exprimer comme transformation
affine du vecteur (Yo..—1, Xt — X, Wit1, -+, Wi, Vietp)-

En déduire que le vecteur Yy, = (Yor_1, Yk, -+, Y,) peut s’exprimer comme
transformation affine du vecteur (Yj.,_1, Xy — )A(,;,Zkﬂm), ol on rappelle
que

Zgt1m = (Wk+17 o W, Vi Vg, -+ 7Vn) )

par définition.

Montrer que le vecteur aléatoire (Yo._1, Xi_1 —)?k_l, X —)?,;) et le vecteur
aléatoire Zy 1., = Wiy, -, Wa, Vi, Vir1, -+, V) sont indépendants.

Montrer que le vecteur aléatoire (X, | — )A(k_l, X — )A(k_) et le vecteur aléa-
toire Y., sont indépendants.

En déduire que le vecteur aléatoire U;' ; défini par
Up 1 =E[Xi1 | Youo1, X — Xi ) Zit1n)

vérifie R R ~
Up = X1 +EXpo1 — Xior | X — X, ]

Pour calculer la moyenne conditionnelle U}* ; du vecteur aléatoire X, sachant (Yo..—1, Xx—

)A(k_ , Zrr1m), il suffit donc de calculer la moyenne conditionnelle du vecteur aléatoire
(Xk—1 — Xj—1) sachant (X — X,).



v)

(vi)

(vii)

Montrer que le vecteur aléatoire (X;_; — X;_1, Xy — X, ) est gaussien, de
moyenne nulle, et de matrice de covariance dont on donnera 1’expression
en fonction des matrices de covariance P;,_; et P, (et de la matrice Fy).

Vérifier que la matrice de covariance P, = I P,_1 F{ + Q)" est inversible.

En déduire que
Uiy = Xe1 + L (X — X )

avec la matrice de gain définie par

Ly=P F[Fh P Fy+ Q).

Montrer que
Xy = E[Xp1 | You] = E[U | Youn]

en utilisant le résultat obtenu a la question (iii).

En déduire que le lisseur de Kalman vérifie ’équation de récurrence ré-
trograde suivante

~ A~

)A(,?_lz)?k_l—i-Lk ()?,?—Xk_) avec X=X, ,

n

en utilisant le résultat obtenu a la question (vi).



