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(introduction :

objectif : classifier, i.e. décider parmi un nombre fini d"hypotheses, décrites par
un ensemble fini noté E, au vu d’'observations généralement bruitées, dont la
distribution dépend de I'hypothese vraie

si I'hypothese X = i est vraie pour ¢ € E, alors |'observation Y recueillie a pour
distribution

PYedy|X =i=gi(y)dy oubien P[Y =/¢|X =i]=0

1

selon qu'il s'agit d'une observation numérique a valeurs dans R?, ou bien d'une
observation symbolique a valeurs dans un autre ensemble fini noté O



(introduction :

on considere ici le probleme ou I'hypothése vraie varie au cours du temps, et on
souhaite décider, de manieére récursive si possible, parmi un nombre fini
d'hypotheses, au vu d'une suite d'observations (Y, Y1, -+ ,Y,,) généralement
bruitées

chaque observation Y, est reliée a I'hypothese X,, par une relation probabiliste
(supposée indépendante de I'instant considéré) de la forme

PlY, €dy| X, =i =g¢i(y)dy  oubien P[Y,=/|X,=1i]=0

i
par exemple

Y, =h(X,)+V,
avec un bruit additif V,, indépendant de X,
tel qu'il est formulé, le probleme de classification, vu aussi comme le probleme de
|'estimation de |'état caché X,, a valeurs symboliques, a partir des observations

(Yo, Y1, ,Y,) est en général mal-posé, et il est utile d'introduire un modele a
priori qui donne une description probabiliste de la suite (Xo, X7, -, X,,)



(introduction

cadre statique : étant donné deux variables aléatoires X et Y, dont la loi jointe

est connue, qu’'apporte le fait d'observer la réalisation Y = y sur la connaissance
que 'on ade X 7

on suppose ici que la variable cachée X prend ses valeurs dans un ensemble fini £
et que la variable observée Y prend ses valeurs dans un ensemble quelconque F’

par définition, un estimateur de X a partir de I'observation de Y est un élément
aléatoire 1(Y') dans E, c'est—a—dire une régle de décision, ou un classifieur, qui
fait le choix pour toute observation d'un élément de E

une mesure de |I'écart entre I'estimateur et la vraie valeur est fournie par la
probabilité d’erreur

PII(Y) # X]

et on définit |'estimateur du minimum de la probabilité d'erreur (MPE, pour
minimum probability of error) comme |'estimateur X, (Y') tel que

PX.(Y) # X] <PI(Y) # X]

pour tout autre estimateur I(Y)

: 3)



(introduction :

cet estimateur défini de maniére implicite peut étre obtenu de maniére plus
explicite, a I'aide de la distribution de probabilité conditionnelle de X sachant
Y =y, définie elle-méme a partir de la distribution de probabilité jointe de
(X,Y) par la décomposition

PX =i,Y €dy] =P[X =i |Y = y| P[Y € dy]

Proposition soit X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans |'ensemble fini
E et dans F’' respectivement

I'estimateur MPE de X sachant Y est le maximum a posteriori, i.e.

Xi(y) = argmaxP| X =i | Y = y]
i€E



(introduction : 5)

Preuve pour tout classifieur I, on a

PUY)=X|Y =yl =) PUY)=X,X=i|Y =y

pour tout y € F



6 (introduction : 6)

de sorte que

PX.(Y)#X|Y =y -PI(Y)# X |Y =y

—PlI(y) = X |V =y —PIX.(Y) = X |V =y

=2 (1) = i)~ 1(Xuy) = i) | PIX =71V =y

= Z[l(J(y) — ) " XX, (y) = ) [PX =Y =y] = pu(y)]

ou

P«(Y) r@.réaEx]P’[ i | Y]

en effet, on a juste retranché le terme

2 1y =) =YX (y) = i) | (1) = 0

ek



(introduction : 7)
par définition
PIX =i|Y =y]—p.(y) <0

pour tout ¢ € F, avec égalité pour i = X, (y), tandis que

) =i M) =0 =) =i =°
pour tout ¢ # X, (v)

on en déduit que
PIX.(Y)#X|Y =y -PUIY)# X |Y =y] <0
pour tout y € F', de sorte que

PIX.(Y) # X] — PLI(Y) # X]

= [ [PIX.0V) # X | Y = 4] = PI(Y) £ X | Y = 3] PV € dy] <0



(introduction :

retour au cadre dynamique : on rappelle qu'il s'agit d'estimer I'état caché X,, (ou

I'état X, a un instant intermédiaire) au vu des observations (Yp, Y1, -+ ,Y},)

un des objectifs de ce cours est de fournir des algorithmes efficaces pour le calcul
des probabilités conditionnelles

P =PX,=i|Yy,---,Y,] ou q.=P[X,=il|Yy, - -,Y,]

dans le cas particulier ou les états cachés et la suite des observations forment un

modele de Markov caché

la premiere étape consiste a introduire et a étudier la notion de modele de Markov

caché

8)
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(chaines de Markov a espace d'état fini : 1)

chaines de Markov a espace d'état fini

une suite { X} de v.a. a valeurs dans un ensemble fini E est une chaine de
Markov si la propriété suivante est vérifiée (propriété de Markov)

PIXy =i | Xo =140, , Xp—1 = th—1] =P Xj =i | Xp—1 = tp—1]

pour tout instant £ et toute suite ig, -+ ,ip € E

Remarque cette notion généralise la notion de systeme dynamique déterministe
(machine a état fini, suite récurrente, ou équation différentielle ordinaire) : Ia
distribution de probabilité de I'état présent X, ne dépend que de |'état
immédiatement passé X_1



10 (chalnes de Markov a espace d’état fini

une chaine de Markov { X} est entierement caractérisée par la donnée

e de la loi initiale v = (v;)

v, = P Xy =1 pour tout i € £

e ct de la matrice de transition m = (m; ;)
T = P[Xk = | X1 = Z] pour tout ¢, € &
qu’on suppose indépendante de I'instant k (chaine de Markov homogéne)

il suffit donc d'une donnée locale (les probabilités de transition entre deux instants
successifs) pour caractériser de facon globale une chaine de Markov

: 2)
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(chaines de Markov a espace d'état fini :

Proposition soit v une probabilité sur E, et m une matrice markovienne sur F

la distribution de probabilité de la chaine de Markov { X}, de loi initiale v et de
matrice de transition 7, est donnée par

]P)[XO =10, , XL = Zk] = Vip Tig,i1 """ Tig_1,ix
pour tout instant k, et toute suite ig, - ,1x € E
Preuve on conditionne par I'évenement { Xy =ig, -+, Xx_1 = ix_1}, on utilise

la formule de Bayes et on applique la propriété de Markov

IP)[XO — 7:07 T 7Xk—1 — ik—lan — Zk] —

— P[Xk = 1 ] Xo=1g,  , Xp_1 = ik—ﬂ IED[XO =0, , Xp_] = ik—1]

= IP)[XO = io, T ,Xk—l — ik—l] Tig—1,ik

en itérant cette relation, on obtient le résultat annoncé ]

3)
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(modeles de Markov cachés : 1)

modeles de Markov cachés

dans ce modele, on n'observe pas directement la suite { X}, mais on dispose
d'observations {Y;} a valeurs dans un espace fini O, ou dans R?, recueillies 3
travers un canal sans mémoire, c'est—a—dire que conditionnellement aux états
{X%}, (i) les observations {Y}} sont mutuellement indépendantes, et (ii) chaque
observation Y3, ne dépend que de |'état X, au méme instant : cette propriété

s'exprime de la facon suivante

e dans le cas symbolique

k=0
pour toute suite ig,--- ,, € F, et toute suite £y, --- , 4, € O
e et dans le cas numérique
k=0

pour toute suite ig, - -- .4, € F, et toute suite g, - - - , vy, € R?
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(modeles de Markov cachés :

Exemple supposons que les observations {Y}} soient reliées aux états { X} de
la facon suivante

ou la suite {Vi} est un bruit blanc gaussien de dimension d, de moyenne nulle et
de matrice de covariance R inversible, indépendant de la chaine de Markov { X} }

la fonction h définie sur E 3 valeurs dans R? est caractérisée par la donnée d'une
famille finie h = (h;) de vecteurs de R?, et on a

1
v/ det(2m R)

. ~1

PYy € dy | X =1i] = exp{—%(y—hi)*R (y—hi)}dy
conditionnellement a { Xy = ig, -+, X,, = i, }, les vecteurs aléatoires Yy, -+, Y,
sont mutuellement indépendants, et chaque Y} est un vecteur aléatoire gaussien
de dimension d, de moyenne h;, et de matrice de covariance R, de sorte que la
propriété de canal sans mémoire est vérifiée



14 (modéles de Markov cachés : 3)

un modele de Markov caché {( X}, Yx)} est entierement caractérisé par la donnée
e de la /oi initiale v = (v;)

v; = P Xy =i pour tout ¢ €

e de la matrice de transition ™ = (Wi,j)

i =P Xg=7| Xp—1 =1 pour tout 7,j € &

e et dans le cas symbolique, des probabilités d'émission b = (b%)
bt =PV, =0 | Xp = 1] pour tout ¢ € F, et tout £ € O
ou dans le cas numérique, des densités d'émission g = (g;)

gi(y)dy =PV}, € dy | Xy = 1] pour tout i € F, et tout y € R?

il suffit donc d'une donnée locale (les probabilités de transition entre deux instants
successifs, et les probabilités/densités d'émission a un instant donné) pour
caractériser de facon globale un modele de Markov caché
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(modeles de Markov cachés :

Proposition dans le cas symbolique, la distribution de probabilité du modele de
Markov caché {( X, Y%)}, de loi initiale v, de matrice de transition 7, et de

probabilités d'émission b, est donnée par

]P)[XOZII:Ov'” 7X/€:7:k7y0:€07'” 7Yk:€k]:

0 0
= Vig Tig,i1 """ Tig_1,ig bz’g T bi:
pour tout instant k, toute suite 7o, - ,1 € E, et toute suite £y, --- , 0 € O

dans le cas numérique, la distribution de probabilité du modele de Markov caché
{(Xk,Yx)}, de loi initiale v, de matrice de transition 7, et de densités d'émission

g, est donnée par

P[Xo =0, , X =i, Yo € dyo, -+ , Yk € dyi] =

— Vio Tr’io,il e Tr’l;k;_l,ik giO (ZUO) T gzk: (yk) dy() T dyk

pour tout instant k, toute suite ig,--- ,i, € E, et toute suite yg, - -, yr € R?



16 (modeles de Markov cachés : 5)

Preuve on considere d'abord le cas symbolique : on utilise la formule de Bayes,
et la propriété de canal sans mémoire

IP)[XOZ/I:Oa'“ 7Xk:ik7Y0:€07'“ 7Yk:€k]:

— P[YOZE(%7Yk:£k|XO:Z077X/€:Zk]]P)[X0:ZO77Xk:Zk]

_ _ _ o L
= P Xy =19, -, Xx = ig] bio =+ ;7
dans le cas numérique, on procede de la méme maniere

IP)[XO:iOa"' 7Xk:ik7YO Edy(),“' 7Yl€ Edyk] —
= P|Yo € dyo, -, Y € dyi | Xo =t0,- -, Xk = 1) P[Xo =10, , Xi = 1]

= P[Xo =0, , Xk = &) 9iy(¥0) -~ 9i,, (Y&) dyo - - - dyp,

et on conclut en utilisant la caractérisation des chaines de Markov O



17 (modéles de Markov cachés : 6)

on désigne par M = (v, m,b) dans le cas symbolique, et par M = (v, m, g) dans
le cas numérique, les parameétres caractéristiques du modele, et on s'intéresse aux
trois problémes suivants :

e Evaluer le modele : il s'agit de calculer efficacement la distribution de
probabilité de la suite d'observations (Yy,--- ,Y,,) (ou fonction de
vraisemblance) en fonction des parameétres du modele M

— la réponse a ce probléme est fournie par I'équation forward de Baum

e |dentifier le modele : étant donnée une suite d'observations (Y, - ,Y,,), il
s'agit de calculer I'estimateur du maximum de vraisemblance pour les
parameétres inconnus du modele M

—— la réponse a ce probleme est fournie par les formules de re—estimation de
Baum—Welch, qui définissent un algorithme itératif pour maximiser la
fonction de vraisemblance
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(modeles de Markov cachés :

e Estimer I'état de la chaine : étant donnée une suite d'observations

(Yo, -+ ,Y,), il sagit d’estimer de fagon récursive |'etat présent X,
(probleme de filtrage), ou bien d’estimer un état intermédiaire X pour
k=0---n (probleme de lissage), ou encore d'estimer globalement la suite
d'états (Xg, -, X,), pour un modeéle donné M

—— la réponse aux deux premiers problémes est fournie par les équations
forward et backward de Baum, qui permettent de calculer la distribution de
probabilité conditionnelle de I'état X} sachant les observations (Yy, -« ,Y},)

—— la réponse au dernier probleme est fournie par un algorithme de
programmation dynamique, |I'algorithme de Viterbi, qui permet de maximiser
la distribution de probabilité conditionnelle de la suite d'états

(Xo, X1, ,X,,) sachant les observations (Yp, - ,Y,)



illustration
e états caché

e observation
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(méthode élémentaire :

on commence par présenter une premiere méthode (élémentaire mais inefficace)

pour calculer la distribution de probabilité des observations (Yp,---,Y},)
Proposition la distribution de probabilité des observations (Y, -- ,Y,,) est
donnée :

e dans le cas symbolique par

PlYo="lo, ,Ya="La] = Y Vi Tipis

10, ,in €L

pour toute suite £y, --- , 4, € O

e et dans le cas numérique par

PYy € dyo, -+, Y, € dy,| =

— § Vio Tig,i1 """ Tig_1,in Yig (yo)
io,'-',inEE

pour toute suite yg, - - , vy, € RY

T 7T'I:n—lain bZO T b’Ln

-+ g5, (Yn) dyo - - - dyn,



20 (méthode élémentaire :

Preuve on se ramene a la distribution de probabilité jointe des états cachés et
des observations, puis on marginalise : on considere d'abord le cas symbolique

PlYy = lg, -, Y, = b,] =

— E IP)[)(O — 10, " 7Xn :Z’FMYO _607 7Yn :En]
10, aanE

— E V’éo 7T’i0,Z1 7-‘-Zn—lﬂn b’bo bz':
10, ,inEF

dans le cas numérique, on procede de la méme maniere

]P)[Y() -~ dy0,° .. ,Yn - dyn] =

— Z ]P)[X():i())”'7Xn:in7YOEdy07”'7Yn€dyn]

10, ,in €E

— Z ViO ﬂ-iO)il Co 7T'l:n—l,'l:n gio (yO) G, (yn) dy() ce dyn ]
7:07... 7in€E

2)



21 (méthode élémentaire :

Remarque cette méthode élémentaire fournit une premiere expression pour la
distribution de probabilité conditionnelle de la suite des états (Xo, -, X},)
sachant les observations (Y, -+ ,Y},) :

e dans le cas symbolique

P[XO:i07"° 7Xn:7;n‘Y07°" 7Yn]

P . . pYo Yo

o Vio Migyin """ Tip_1,in Y5y °° 'bin
B . . . ) . YO Yn
E : Vio Tjo.g1 " Tin—1.Jn bjo "'bjn

jO)"' 7jn€E

e et dans le cas numérique

P[Xo =dp, X =1in | Yo, -+, Y] =

Vio Tigyir """ Tip_1,in Yio (Y()) i, (Yn)

Z Vio Tjo,g1 """ Tjn—1,9n Yjo (YO) " Gyn (Y’n)
jOJ"'?anE




- (méthode élémentaire : 4)

et pour la vraisemblance du modele (obtenue en utilisant |a suite des observations
(Yo, -+ ,Y,) a la place des variables muettes) :

e dans le cas symbolique

e et dans le cas numérique

Ln= Y Vi Tigir * Tin_rin Gio(Y0) -+ gi, (Yn)

10, in€H

on en déduit les identités suivantes : dans le cas symbolique

pYo ... p¥n

]P)[XO :/1:07--. ’Xn :/L.n | YO)-.' ’Yn] Ln :V'LO '7"-20,7/1 ...ﬂ-’];n
et dans le cas numérique

P[Xo =0, -, Xn =in | Yo, -, Yo] Ly = vig Mg iy =+ Tir_1.in 9i0(Y0) -+~ Gi, (Vi)



23 (méthode élémentaire : 5)
Remarque le nombre d'opérations nécessaires pour calculer la distribution de
probabilité des observations (Y, -+ ,Y},) a partir de cette méthode élémentaire

est considérable

pour chaque trajectoire possible (g, - ,i,) de la chaine de Markov, il faut
effectuer le produit de 2(n + 1) termes, et il y a |E|""! trajectoires possibles

différentes

le nombre total d’'opérations élémentaires (additions et multiplications) a effectuer
est donc de I'ordre de : 2(n + 1) |E|" !

ce nombre croit exponentiellement avec le nombre n d'observations
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(équation forward : 1)

équation forward

on définit la variable forward p, = (pi) — vue comme un vecteur—ligne — par

p}L;:P[Xk:i\Yo,-~,Yk]Lk pour tout i € F

Remarque la variable forward permet de calculer la distribution de probabilité

conditionnelle de |'état présent X} sachant les observations (Yy,- -, Y%) :

. I .
P[Xk:Z‘YO,"',Yk]:L—pz pour tout : € E
k
(en ce sens, pi est une distribution de probabilité non—normalisée), et la

Ly, :ZPZ

s'interprete comme la vraisemblance du modele sachant les observations
(Y07 T 7Yk)

constante de normalisation
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Théoreme la suite {py} vérifie I'équation récurrente suivante :

e dans le cas symbolique

p“;i — [ Zp}i_l i, } b}/"’ pour tout j € E
icE

avec la condition initiale : p}, = v; b;° pour tout i € E

e et dans le cas numérique

o= pi1m,]9;(Ya)  pourtoutjeE
1e B

avec la condition initiale : p}, = v; ¢;(Yp) pour tout i € F

(équation forward : 2)

(F-sym)

(F-num)



26 (équation forward :

Remarque ce résultat énoncé composante—par—-composante peut €tre aussi
formulé pour la variable forward vue comme un vecteur—ligne

e dans le cas symbolique

Pk = Pp_1 ™ B et po = v B0

e et dans le cas numérique

P =pk—1 7™ G(Y) et  po=vGY))



27 (équation forward :

Preuve on considere uniquement le cas symbolique : on rappelle I'identité
suivante, obtenue avec la méthode élémentaire

P Xy =ig, -+, Xp—2 =tlp—2,Xp-1 =19 Xr =7 | Yo, -+, Yx| Lk

Vi1 Y
J

. . . pY0
= Vig Tig,i1 """ Tig_o,i Ti,j bio bz

, . . Y,
= P|Xo=jdo, ", Xp—2=tlg—2,Xg—1 =1 Yo, -, V1] L1 m; j b;"
pour tout 7,7 € F et tout ig, -+ ,1p_o € F

en sommant par rapport a 7g,--- ,%7k_2 € F, on obtient

P[Xk:—l :Zan :] ‘ YO:'" 7Yk] Lk:

. Y, 7 Y,
— P[Xk_l =1 ‘ Yo, - ,Yk—l] Lj_4 4,5 jk — Pr—1 T4,y bjk

pour tout 7,7 € E, et il suffit de sommer par rapport a2 € E O
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(équation forward : 5)

Remarque le calcul récursif de la variable forward p,, fait seulement intervenir
des produits matrice / vecteur, et permet de calculer plus efficacement la
distribution de probabilité des observations (Y, - ,Y,)

il suffit de |E| (2|F|+ 1) opérations élémentaires (additions et multiplications)
pour passer de l'instant k£ a l'instant (k + 1)

le nombre total d'opérations élémentaires a effectuer est donc de |'ordre de :
n|E|(2[E|+1)+ (£ 1)

ce nombre croit seulement /inéairement avec le nombre n d'observations
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(mise en ceuvre numérique :

mise en ceuvre numérique

au lieu de résoudre d’'abord |'équation forward pour la version non—normalisée de
la distribution conditionnelle, définie a tout instant £ comme

pZ:P[Xk:i\Yo,---,Yk]Lk pour tout 1 € K

et d'en déduire ensuite la constante de normalisation (vraisemblance) et la version

normalisée de la distribution conditionnelle (filtre)

Py

icE Zpk
JEE

il est plus efficace, d'un point de vue numérique, de propager directement la
log—vraisemblance et le filtre

1)



30 (mise en ceuvre numérique :

Proposition la suite {px} Vvérifie I'équation récurrente suivante :

e dans le cas symbolique

] .
—7 - — o Yk .
P, = - [Zpk_l Tij | b; pour tout j € E
ASY )
Y L1 .
avec la condition initiale : pj = — v; b)° pour tout i € E
€o

ou les constantes de normalisation sont définies par

_3 Y, Y(
Cr, = E Pr_1 Ti,j bjk et Co = E V; bio

i,jEE i€E



31 (mise en ceuvre numérique :

e et dans le cas numérique

D, = — Zpk ] 7Tz,3 g;(Yy) pour tout j € E
1€l
. » 1 .
avec la condition initiale : p, = — v; g;(Yy) pour tout i € E
Co

ou les constantes de normalisation sont définies par

Cr = Z 172;_1 4,5 gj(Yk) et Co — Z Vi gi(YO)
1,JER icE

3)



32 (mise en ceuvre numérique :

Remarque ce résultat énoncé composante—par—-composante peut €tre aussi
formulé pour la variable forward normalisée vue comme un vecteur—ligne

e dans le cas symbolique

1 1
_ _ Y, _ Y,
Pk = — Pr—1 ™ BF et po=—v B
Ck Co
ou les constantes de normalisation sont définies par
Ch = Dp—1 T by et co = v b'°
e et dans le cas numérique
1 1
_ _ Y, _ Y,
Pk=—DPr1mG" et po=—vG"
CL Co

ou les constantes de normalisation sont définies par

_ Y, Y,
Ck =Pk—1TGg " et co=vg?"



33 (mise en ceuvre numérique : 5)

Remarque la suite {log L} vérifie I'équation récurrente suivante : dans le cas
symbolique et dans le cas numérique

log Lj, = log L1 + log ¢y,

avec la condition initiale

log Ly = log cg

et en itérant



34 (mise en ceuvre numérique : 6)

Preuve on considere uniquement le cas symbolique : en utilisant I'équation
forward (F-sym), on obtient

_j 1 1 Y; Y;
pgﬂ_L—k = L, Zpk 17Tz3 bk_ Z 17sz b; "
1€l €L

pour tout 7 € E, et nécessairement

pour tout ¢ € F/, et nécessairement

LOZZI/?;[)ZYO:CQ [

1€lR



35 (équation backward : 1)

équation backward

pour tout instant intermédiaire k, antérieur a l'instant final n, on définit

¢i =P[Xy=i|Yy, - ,Y,] Ly pour tout ¢ € E

Remarque cette variable permet de calculer la distribution de probabilité

conditionnelle de I'état présent X sachant toutes les observations (Yy, -« ,Y},) :
. L .
P[Xk:z\YO,---,Yn]:L—qk pour tout ¢ € E
mn

avec la constante de normalisation

1€ B

Remarque fixer |'état a l'instant k permet d'effectuer une coupure entre le passé
jusqu'a l'instant (k — 1) et le futur a partir de l'instant (k + 1)



36 (équation backward : 2)

dans le cas symbolique

¢b = P[Xp=14|Yy, --,Y,] Ln

— Z ]P)[XO — 7:07 e 7Xk—1 — ik—lan — i?

7:07“' ﬂ:k:—lEE

inCE Xk—i—lzik—i—la'“7Xn:7:n|Y07°”7Yn] Ln

Thd1, ",

— E : Vio Tig,in =" " Tig_1,8 Tiyiggr """ Tip_1,in

) 7ik—1€E

Y Y1 1Y 1. Ye41 Y,
k41, ,in€EE bO b b & b + b

10 Th—1 Th+1 (7

Yii1 Y,
7T7;7Zk—|—1 ) 7-‘-in—lyln ik_|_1 | bln
Y Y,
i E : o k+1 n E i
= Pk |: ﬂ-?fﬂk—i—l Tr@n—la@n k41 bzn :| Uk



37 (équation backward : 3)

une expression similaire peut €tre obtenue dans le cas numérique

ceci justifie d'introduire la variable backward vj, = (vi) — vue comme un
vecteur—colonne — et définie :

e dans le cas symbolique par

T Yit1 Y, .
Vp = E Tiipsr " Mip_1,in bz-k+1 o b; pour tout 1 € E

tn

ik%—la"' 7’L.TLEE

?’L

et en particulier : v’ e our tout? € E
P j 0" P
€E

e et dans le cas nume’rique par

/U]Zf — Z Tiyigar " i _1,in Jira1 (Yk:—|—1) " Gi, (Yn) pour tout 1€ F
ik:—|—1,"' ,inEE
et en particulier : vf,b Z i i gj Y,,) pour tout i € F
JjeER

avec cette définition, on obtient ¢! = p% v! pour tout i €
k = DPr Uk



38 (équation backward :

Remarque conditionnellement a (X, = 4), la suite Xy 1, Xg1o, - des états
cachés a venir est une chaine de Markov, de loi initiale 7; o (ligne i de la matrice

7), c'est—a—dire que
P Xkr1 =7 Xp =1 =m pour tout j €

et de matrice de transition T

on en déduit que la variable backward peut s'interpréter comme la vraisemblance
du modele issu de I'état X, = ¢ a l'instant &k, sachant les observations

(Y1, Yn)



39 (équation backward : 5)

Théoreme la suite {vy} vérifie I'équation récurrente rétrograde suivante :

e dans le cas symbolique

Vi = Z i b}f’“ v‘,i pour tout © € F (B-sym)
JjeEE

avec la condition initiale : v’ =1 pour tout i € E

e et dans le cas numérique

vi_| = Z i 9i(Yk) vi; pour tout v € F (B-num)
JEE

avec la condition initiale : v’ =1 pour tout i € E



40 (équation backward :

Remarque ce résultat énoncé composante—par—-composante peut €tre aussi
formulé pour la variable backward vue comme un vecteur—colonne

e dans le cas symbolique

V1 =T BYr Vi et v, =1
e et dans le cas numérique
V1 =T G(Yk) Vi et v, =1
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(équation backward : 7)

Preuve on considere uniquement le cas symbolique : avec l'initialisation

proposée a l'instant n, I'équation (B-sym) permet de retrouver a l'instant (n — 1)

i — E . pYn
/U’I”L—]_ T T‘-Za] b]

jek

par définition

’l: —_— . . e o o
Vgp—1 = E Tiig

gy 5in€F

=2, 2

JEE tp41, -, in€R

— Zﬂw bY’"“

JjeELE That1, " s

= E szby’“ vy,

jeER

pour tout ¢ € F/, d'ou le résultat

7Tin—l 7in

Mg Ty

pour tout 7 € F

Yy
.. bin
' ' Yi 1. Yk+1 Y,
) 7-‘-Zn—lﬂf b b’l,k;_|_1 T b’in
Yi41 Y.,
ﬂ-jaik—l—l T ﬂ-in—lain ’ik_|_1 T b’in :I



42 (équation backward : 8)

Proposition les équations forward et backward sont duales I'une de I'autre :
> povh =) Pk vi=>_ph=Ln
iCE i€E i€E

ne dépend pas de l'instant considéré

Preuve on considere uniquement le cas symbolique : en utilisant successivement
I'équation forward (F-sym) et I'équation backward (B-sym), on obtient

ZP‘;@ U}i = Sj [S:pi;q UP ] b}/k ’Ui

jelr jeEE 1€l
_ E E Y j _ E
- pk 1 777,,] b] } pk 1 Uk 1
e F JjeEE el

d'ou le résultat ]



43 (équation backward : 9)

Proposition la distribution de probabilité conditionnelle de la transition
(X%—1,X%) a un instant intermédiaire sachant les observations (Yy, -+ ,Y,)

jusqu’a l'instant final est donnée :

e dans le cas symbolique par

1

. . i Y; )
]P)[Xk—l p— ’L,Xk =] | Y0,° <. 7Yn] p— L—n E—1 7Ti,j bjk /Ui
pour tout 7,7 € &
e et dans le cas numérique par
PlXy—1=1,Xp=7|Y0, Y] = 7 Pr-1 T 95 (Yr) vy,

pour tout 7,7 € &

en sommant pour tout 5 € E et en utilisant I'équation backward, ou bien en
sommant pour tout ¢ € F et en utilisant I'équation forward, on retrouve le
résultat suivant, en terme du produit composante—par—composante des variables
forward et backward



44 (équation backward :

Corollaire la distribution de probabilité conditionnelle de I'état présent X,

sachant toutes les observations (Yp,--- ,Y,,) est donnée par :
. I .
P[Xk:z\YO,---,Yn]:L—qk pour tout 7 € E
mn

avec la définition

q;i — p}’; ’U,i pour tout 2 € &

Remarque on vérifie que les constantes de normalisation

D P mig bt o= [ Y poamig] bf v =) prvl=La

i,jEE j€E ic€E jEE
et
i i i
E:qk_§pkvk_[’n
i€E icE

ne dépendent pas de |'instant considéré, et s'interpretent comme la vraisemblance
du modéle sachant les observations (Yy, -+ ,Y,)

10)
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Preuve de la Proposition on considére uniquement le cas symbolique : fixer la
transition entre les instants (k — 1) et k permet d’effectuer une coupure entre le
passé jusqu'a l'instant (k — 2) et le futur a partir de l'instant (k + 1)

on se rameéne a la distribution de probabilité conditionnelle des états cachés

successifs sachant les observations, puis on marginalise et on utilise I'identité

]P)[XO — Z'O) T 7Xk—2 — ik—Qa Xk—l — 7;7

Xk :jan—I—l :ik—l—la"' 7Xn:7/n ‘ YO:"' 7Y’n] Ln

— Vip Tigyin """ Tig_o,d Tig Tgipyr " Mg _1,in

Y, Yi._ Yi— Y. 1Y Y,
biO...b_’f2b,’f1b,kb,’<’+1...b,n
0 tk—2 1 J k41 in

obtenue avec la méthode élémentaire, de sorte que

(équation backward :

11)
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(équation backward :

P Xy 1=1,Xg=7|Yo, - ,Yn L, =

2.

7:07"' 77;k—2€E

’I:k}—l—la"' 7in€E

2.

iO)"' 7ik—2€E

’ik—l—lf" 77:7’LEE

10, tk—2€ L

P Xo =10, , Xk—2 = ik—2, Xp—1 =1,

Xk :j7X/€—|—l :ik—l—la‘” 7Xn:Z’n ‘ YO?'” 7Y’n] Ln

Vio Tigyi1 """ Tig_o0,4 Ti,5 Tgigsr """ Tip_1,in

Y Yo 1 Yi— Y,
bzobk Qb-k 1bYk b-k—i—l"'an
0 tk—2 1 J k41 in

. o , AL Yi—2 Y1 Y
E : Viog Tig,i1 " " Tig_o,i bz'o "'bik_g bi ,J bj
2 : Yi1 Y,
[ ﬂ-ja'l:k—l—l T ﬂ-in—lﬂ:n b’ik_|_1 T b’in :I
ik—}—la"' 77;7’L€E
. o ) ) Y() Yk:—2 Yk:—l Yk ]
Viog Tigyi1 """ Tig_o,i bio o 'bik_g bz ] Tig bj Ul =

DS

7:07"' 7ik—2€E

12)
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(mise en ceuvre numérique (suite) :

mise en ceuvre numérique (suite)

au lieu de résoudre d'abord I'équation forward et I'équation backward séparément,
et d'en déduire successivement la version non—normalisée de la distribution
conditionnelle, définie a tout instant & comme

QIic—pk:’Uk;—P[Xk:HYo,”-,Yn]Ln pour tout 2 €

puis la version normalisée de la distribution conditionnelle (lisseur)

i i Pl vt Pt v |
== w5 = 5 =PXe=i|Yo, Y]
qu Zpk v E:pk v,
jEE jEE jEE

il est plus efficace, d'un point de vue numérique, de propager directement la
log—vraisemblance et le filtre, puis de propager la variable définie a tout instant k
comme

pour tout 1 € E

1)



48 (mise en ceuvre numérique (suite) : 2)

Remarque avec cette normalisation de la variable backward, la distribution de
probabilité conditionnelle de I'état X}, sachant les observations (Yp, - ,Y},)
s'exprime comme

P X, =i|Yy, - ,Y,] =pL vt = q pour tout i € F



49 (mise en ceuvre numérique (suite) : 3)

Proposition la suite {v} vérifie I'équation récurrente rétrograde suivante :
e dans le cas symbolique
o, =~ b+ v € E
Up_1=— » m; bV,  pourtoutic
Ck
JEE
avec la condition initiale : % =1 pour tout i € E
e et dans le cas numérique
_z- 1 _j .
V. 1= — Z i 95 (Yi) Uy pour tout v € F
Ck *
JjeEE
avec la condition initiale : % = 1 pour tout i € E

ou les constantes de normalisation sont celles déja définies pour la normalisation
de la variable forward



50 (mise en ceuvre numérique (suite) :

Remarque ce résultat énoncé composante—par—-composante peut €tre aussi
formulé pour la variable backward normalisée vue comme un vecteur—colonne

e dans le cas symbolique

1
Vp_1 = — T BY* Vi et U, =1
Ck
e et dans le cas numérique
_ 1 _ _
V1= — T G(Yk) Vi et v, =1
Ck

ou les constantes de normalisation sont celles déja définies pour la normalisation

de la variable forward



51 (mise en ceuvre numérique (suite) :

Preuve on considere uniquement le cas symbolique : on remarque que

—1 7

N TR St

JjeEE JEE

et en utilisant I'équation backward (B-sym), on obtient

o= gy 2 B s g Bt I s
k—1 — k—1 = i,jg Vi Yk — i,J
Ly L, s
J J

Ly,

pour tout ¢ € F/, d'ou le résultat compte tenu que = ¢y, O

k—1



52 (mise en ceuvre numérique (suite) :

Remarque on remarque que

i p'l’ ij — —Lk_l p’t ﬁ /l_]']
Ln k—1 Yk Ln k—1 Lk k

| : .
= — Djp_q1 Uy pour tout 7,7 € E
Ck

et en reportant cette identité dans les expressions obtenues plus haut, on vérifie
que la distribution de probabilité conditionnelle de la transition (X;_1, X%)
sachant les observations (Y, ,Y},) s'exprime

e dans le cas symboligue comme

1

]P)[Xk—l — Zan: :] | Y07 T 7Yn] — a ]5;{—1 USN ;/k /Ui
pour tout 7,5 € &
e et dans le cas numérique comme
: : L _j
PlXk—1=1,Xp=7|Y0, - ,Y,] = o P—1 Tij 95 (Yk) vy,

pour tout 7,7 € &



Illustration

état caché + filtre (équation forward)
état caché + MAP marginal (équation forward)
état caché + lisseur (équations forward / backward)

état caché + MAP marginal (équations forward / backward)



etat cache # 1
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etat cache # 1 et filtre (equation forward)

HH‘J N

b ] i
] ] ] ] ] ] ] ] ]
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
etat cache # 2 et filtre (equation forward)
1% - | ‘1 tr un'w Wi ‘er _
0L VL — i sl H ) ‘ "y ‘1 b
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etat cache # 1 et MAP marginal (equation forward)

L[ prpe—" S| ——— {———————
L N S |- i |

A A | AI AI IAMIAA | IAA | | AA

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

etat cache # 2 et MAP marginal (equation forward)

.y e Nl il 1
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0
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etat cache # 1 et lisseur (equations forward / backward)
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etat cache # 2 et lisseur (equations forward / backward)
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etat cache # 1 et MAP marginal (equations forward / backward)

1 L W WWWWW
OmmL - - me J M- —
a | | | | | A | | | |
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
etat cache # 2 et MAP marginal (equations forward / backward)
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Modeles de Markov cachés

estimation / classification bayésienne

modeles de Markov cachés
— chaines de Markov a espace d'état fini

— modeles de Markov cachés

équations forward / backward de Baum
— équation forward

— équation backward
algorithme de Viterbi

formules de re—estimation de Baum—Welch
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(algorithme de Viterbi

les variables forward et backward permettent de calculer la distribution de
probabilité conditionnelle de |'état présent X,,, ou de I'état X a un instant

intermédiaire, sachant les observations (Yy,--- ,Y,,), définies par
. | .
P[Xn:z\Yo,---,Yn]:L— . pour tout ¢ € E
et
1
IP>[X;€:Z'\Y0,---,Yn]:L—q,’fC pour tout ¢ € E

respectivement, ou la constante de normalisation
_ i i i
Ln=> pp=) Pivi=>_di
iCE iCE i€E
ne dépend pas de l'instant considéré, et s'interpréete comme la vraisemblance du
modele sachant les observations (Yp, - ,Y,)

: 1)



54 (algorithme de Viterbi :

il n'y a pas lieu de calculer des moyennes conditionnelles, mais on peut utiliser en
revanche |'estimateur du maximum a posteriori, qui minimise la probabilité de
I'erreur d'estimation sachant les observations (Y, -+ ,Y},), et défini pour I'état
présent par

XIMAP — aremax P[X,, =i | Yo,---,Y,] = argmax p’,

iCE i€E
et pour I'état a un instant intermédiaire par

XEMAP — argmax P[X), =i | Yo, -+ ,Y,] = argmax ¢

el 1€ B
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(algorithme de Viterbi
il peut arriver que la suite (XJMAY ... XLMAPY qingj générée soit incohérente
avec le modele, dans le sens suivant : il peut arriver que |I'on obtienne
XEMAP — et XIMAP — 4 pour deux instants successifs, alors que 7; ; = 0 pour

cette méme paire (4, 7), ce qui signifie que la transition de I'état ¢ vers I'état j est
juste impossible pour le modele

pour cette raison, on utilise plutot un autre estimateur, appelé estimateur
trajectoriel du maximum a posteriori, défini par
MAP MAP . .
(X, , X)) = argmax P Xg=1ig, -, X, =ipn | Yo, -, Ya]
10, tn€E
et qui minimise la probabilité de |'erreur d’estimation de la suite des états cachés
sachant les observations (Yp, -+ ,Y},)

il n"est bien siir pas possible d'effectuer cette maximisation de maniere exhaustive,
en énumérant toutes les |E|" ! trajectoires possibles : le calcul efficace de cet
estimateur est fourni par un algorithme de programmation dynamique, appelé
algorithme de Viterbi

: 3)



(algorithme de Viterbi : 4)

Remarque si (7, z3) atteint le maximum de la fonction f(x1,x2) définie sur
I'ensemble produit E; X E9, alors nécessairement z] et x5 atteignent le maximum
des fonctions

hz1) = f(z1,73) et g(z2) = 8161]2 f(x1,22)

définies sur les ensembles F; et F5 respectivement : clairement

h(zy) = flay,23) = flar, x3) = h(z)

pour tout =1 € Eq, et d'autre part

g(l;) — Sg% f(xhx;) > f(x;xz) > f(xth)

pour tout (x1,x2) € E1 X E5, et comme la majoration est valide pour tout
x1 € F+, alors elle reste valide pour le supremum, c'est—a—dire que

g(x3) > sup f(z1,22) = g(x2)
r1€E,

pour tout xo € Lo



57 (algorithme de Viterbi : 5)

programmation dynamique

si la suite (45, - ,%;) atteint le maximum de la fonction
(Z.Oa”' 7276) |H]P)[AXYO :i()a"' 7Xk :Zk | YO)"' 7Yk]
alors nécessairement z,j atteint le maximum de la fonction

7:'—>, max IP)[XO:i()a"'an—lzik:—lan:i|Y07'“7Yk:]

10, " 77:k—1€E

ce qui justifie d'introduire la fonction valeur

Vi=  max PXg=rdg, -, Xp_1=ip-1,Xp=1]|Y0, --,Ys] Li

7:07'“ aik—leE

pour tout 2 € E



58 (algorithme de Viterbi : 6)

Théoreme la suite {V}} vérifie la récurrence suivante :

e dans le cas symbolique

ij = max Vi1 ;] b}/"“ pour tout j € B (V-sym)
(AS

avec la condition initiale : V§ = v; b)° pour tout i € I
e et dans le cas numérique

v/ = max Vi i) 95(Ya) pour tout j € (V-num)
(A4S
avec la condition initiale : V¢ = v; ¢;(Yy) pour tout i € F

la suite {V}} est instrumentale et permet de définir a chaque instant et pour tout
état 5 € E, lI'indice

I.—1(j) = argmax [V{{_; ™ ]
icE

qui s'interprete comme un pointeur vers un état a l'instant précédent



59 (algorithme de Viterbi : 7)

Preuve on considere uniquement le cas symbolique : on rappelle |'identité
suivante, obtenue avec la méthode élémentaire

P Xy =ig, -+, Xp—2 =tlp—2,Xp-1 =19 Xr =7 | Yo, -+, Yx| Lk

= P[Xo =io, -, Xp—2 = ih—2, Xp—1 =14 | Yo, -+, Yio1] Lp—1 m 5 by

pour tout 7,7 € F et tout ig,--- ,1p_o € F

en maximisant par rapport a ig,--- ,%k_2 € FE, on obtient

max ]P)[XO — 7:0, coee ,Xk_g E— ik_Q,Xk_l E— ’L,Xk :] ‘ Yo, R ,Yk] Lk

iO)"' 7ik—2€E

) . . Y,
= max  PXo=io, -, Xz = ip2, Xp—1 =i | Yo, Yiru] Ly_y miy O
'LO,"';'Lk—QEE ’

_ Y/t WYk
= Vi1 i bj

pour tout 7,7 € F, et il suffit de maximiser par rapport a1 € E ]
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(algorithme de Viterbi :

Remarque soit j € E un état fixé : si la suite (¢, - ,4;_ ;) atteint le maximum

de la fonction
(7:07°" 77:16—1) ’—>]P>[XO — iOa"' 7Xk—1 — ik—lan :] | YO)“’ 7Yk3:|
alors nécessairement 7, , atteint le maximum de la fonction

il% ' maX EEP[XO == ?:0’... 7Xk—2 = ik_Q,Xk_l = Z,Xk :j | Y()’... ’Yk]
10,y —2

c'est—a—dire que i; , atteint le maximum de la fonction

Y

1 —> Vk?—l TG, 5 bj

en d'autres termes, parmi toutes les trajectoires qui aboutissent dans I'état j a
I"instant £, |la trajectoire de plus grande probabilité conditionnellement aux
observations (Yp, - -, Yx) est nécessairement passée dans |'état

I.—1(j) = argmax [V{{_; ]
icE

a l'instant précédent £

8)



61 (algorithme de Viterbi : 9)

Théoreme la suite { X 14T} vérifie I'équation récurrente rétrograde suivante :
MAP MAP
X = I 1 (X))

avec la condition initiale

MAP _ i
X, =argmax V,
i€E
Preuve si la suite (if,--- ,i5_1,1)) atteint le maximum de la fonction

(’io, T 77:n—1a7:n) ? IP)[XO — 7:07 T 7Xn—1 — in—laXn — Zn | YO; T 7Yn]
alors nécessairement 7, atteint le maximum de la fonction

i—  max P[Xg=1dg, -, Xn-1=0In-1,Xn=10|Yy, - ,Y,]
ZO7"°7Z7’L—1€E

c'est—a—dire que

o i
i, = argmaxV,
i€E



62 (algorithme de Viterbi : 10)

si la suite (¢, 45 1,95, -+ ,%,) atteint le maximum de la fonction

(/I:O)'” 77:76—177;167'” 77’71)

'—>]P)[XO — iO)'” 7Xk—1 :ik—lan :Zka 7X’n — Zn | YO)'” 7Yn]
alors nécessairement la suite (ij,--- ,i;_;) atteint le maximum de la fonction

(20, -+, ik—1)

'—>]P)[X02i07°" JXk—l :ik—17Xk :ZZn 7X’n:Z:, | YO)'” 7Y’n]



63 (algorithme de Viterbi : 11)

on rappelle l'identité suivante, obtenue avec la méthode élémentaire

P Xo =10, , Xpo1 =tk—1,Xp =1, , Xn =1, | Yo, -+, Y] L, =

YO Yk:—l Yk Yn
= Vig Tig,iy " " Tig_gyig—1 Tig_q,i} """ Tax ik bz'o o 'bz’k_l bz,’z S bz;‘;

Pl Xo =10, ", Xk—2 =tk—2, Xp—1 = -1 | Yo, , Ye—1] Lr—1

Y; Y,
T e DY b

T
Lk n—l’zn Zk n

IR
on en déduit que la suite (2§, - ,7;_4) atteint le maximum de la fonction
(G0, yig—1) —> P[Xo =g, Xp—1 =ig—1 | Yo, , V1] miy_, iz

et nécessairement i; , atteint le maximum de la fonction

i— max P[Xo=1ig, -, Xp2=tp2,Xp-1=17]|Y0, -, Ye—1] ms

10y stk —2



64 (algorithme de Viterbi : 12)

c'est—a—dire que i; , atteint le maximum de la fonction
; N VA o
?/ Vk._l ﬂ-z’flk

en d’'autres termes

i1 = argmaX[V,zf_l szz] = Ir_1(iy) O
i€E



illustration

e état caché + MAP (algorithme de Viterbi)
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etat cache # 1 et MAP (algorithme de Viterbi)
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Modeles de Markov cachés

estimation / classification bayésienne

modeles de Markov cachés
— chaines de Markov a espace d'état fini

— modeles de Markov cachés

équations forward / backward de Baum
— équation forward

— équation backward
algorithme de Viterbi

formules de re—estimation de Baum—Welch
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jusqu'ici, I'accent a porté sur |'estimation d'un état caché ou de la suite des états
cachés successifs, a partir d'une suite d'observations et pour un modele donné

I'objectif ici est d'identifier le modele, c'est—a—dire d'estimer les parametres
caractéristiques du modele, a partir d'une suite d'observations, et le point de vue
adopté est celui de |'estimation par maximum de vraisemblance

cas symbolique

dans le cas symbolique, la fonction de vraisemblance du modele M = (v, «, b)
admet |'expression

Ly, = Z Vie Tigyiy " Min_1,in D10 b}
10, ,in €L
obtenue avec la méthode élémentaire, et on se propose d'étudier un algorithme
itératif pour maximiser la fonction de vraisemblance L,, par rapport aux
parametres (v, 7,b) du modele : soit M’ = (', 7’,1’) un autre modele, pour
lequel la fonction de vraisemblance prend la valeur

;o It / /Yo ' Yn
Ln — E : Vio Tio,i1 Min_1yin bio bin

7:07"' 77:nEE
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. N N / 7 .
le rapport de vraisemblance entre le modele M et le modele M" peut s'écrire

. .. . ) YO Yn
E : Viog Migyi1 """ Tip_1,in bio bzn

Ln B 10, ,in€ER
L. § rol o Yoy Ya
n V.]O 7T]O>]1 7Tjn—1,3n bjo bjn
jOa"';anE
§ V/ 7_‘_/ ,,,7-‘-/ b,YO"'b/Yn [ Vig T‘-ZOa'Ll '..T‘-'Ln—l:zn bio bzn ]
7:0 iOail in—lain iO in V/ 7T/ L. 7_‘_/ b/ YO . b/ Yn
i, ,in€E 10 10,01 In—1,tn %0 in
o A / 1Yo 1Y,
Z Vio Tjo.j1 T n—1.dn bjo bjn
jO:"'aanE
Yo Y,
/ V_XO 7TXO’X1 ...ﬂ-Xn_]_,Xn bXOo..bXnn
_ | Yo, -, Y,
V/ 7'(" ...7'(" b/YO...b/Yn ’ ’ "
Xo " Xo,X1 Xn-1,Xn “Xo Xn
et compte tenu que la fonction z — log x est concave, on a
Ya Y
L., VXo TX0,X1 """ TXp_1,Xn Ox, 0¥
/ 0 0,<%1 n—1,%n ~ X X
1OgL/ ZE[log / / / p Yo b’lj'; |YO’.”’Yn]:Qn
n YXo 7TX07X1 ...T‘.Xn—laXn Xo VX,
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(formules de re—estimation de Baum—Welch : 3)

le (logarithme du) rapport de vraisemblance entre le modéle M et le modele M’

est donc minoré par

L E, 1 XO XO7X1 Xn—laX’rL XO Xn Y Y
Q’n_ [ 0g 1Yo 1Y, ‘ 05 """ ’I’L]

/ / /
VXo Tx0,X1 " TXp1,X0, on ”. bXn
. N - . N /
qui s'annule quand le modeéle M coincide avec le modele M

maximiser (),, par rapport aux parametres (v, 7, b) du modele M garantit donc
que la vraisemblance du modele qui atteint le maximum de (),, sera supérieure a

. N /
la vraisemblance L/ du modeéle courant M

les formules de re—estimation de Baum—Welch permettent de trouver
explicitement les parametres du nouveau modele en fonction des parametres

(v, 7", b") du modele courant M’

en répétant cette procédure, on construit une suite de modeles de vraisemblance
croissante, et idéalement cette suite converge vers un modele qui atteint le
maximum de la fonction de vraisemblance



68 (formules de re—estimation de Baum—Welch :

Théoreme I'algorithme itératif pour |'estimation par maximum de vraisemblance
des parameétres du modele au vu des observations (Y, -+ ,Y,,), est donné par les
formules explicites de re—estimation

- —/’Z: —/’Z: . / k):l
—/ 1 —/1
E Pr—1 Vg1
k=1
et
n
kz (Y, = ¢) Pr Yk
¢ =0
bi - n
/1 =/
E Pr Vg
k=0

pour tout 7,7 € E et tout £ € O, ou les deux suites {p}. } et {v) } sont les
solutions normalisées des équations forward et backward respectivement, pour les

valeurs (', 7', b’") des parametres

4)
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Remarque concretement, si M, 1 = (vs_1,ms_1,bs_1) désigne le modele
courant a I'étape (s — 1) de I'algorithme, alors
e pour les valeurs (v, 7', b") = (vs_1,ms_1,bs_1) des parameétres, on calcule les
solutions normalisées {p) } et {v} } des équations forward et backward

respectivement

e on calcule les parametres (v, w5, bs) = (v, w,b) grace aux formules de

re—estimation

ce qui définit le nouveau modele M ¢ = (v, s, bs) a I'étape suivante s de

I"algorithme
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Preuve on remarque que

Y. Y,
/ UXo TX0,X1 " "TXp_1,Xn bXOO 'bXnn
Q, = F'[log / ey | Yoo Y
YXxo 7TX07X1 T T‘-Xn—laXn Xo VX,

= E'[logvx, + Zlogka_l,xk + Zlogb?k | Yo, -+, Y] + cste
k=1 k=0

=Y P[Xo=il|Yy, - ,Y,] logv,
1€l

_|_Z {ZP/Xk 1 =1, X]{;—]‘YOa 7Yn]}logﬂ-i7j
Ljelk k=1

—|‘Y Y{Ylyk k—Z‘Ym Yn]}logbf—i_CSte

el (eO k=0
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(formules de re—estimation de Baum—Welch :

on rappelle également les expressions obtenues pour les distributions
conditionnelles de I'état X} ou de la transition (X% _1, X) sachant les
observations (Yp, - ,Y,)

PX,=i|Yy, - ,Y,] =p vy pour tout i € F

et
: . 1 v, _
P,[Xk—l =1, X =] | Yo, 7Yn] — C% p?{;’/ 1 ﬂJ,J b; ' Ullcj
pour tout 7,7 € E, et on en déduit que
=Y py vy’ logv;
e B
+ Z {Z o e ey b‘7 v, } logm; ;

(ISY =

+) S‘{Yl pﬁjvk } log b} + cste

1€eFE LeO k=0

7)
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la maximisation par rapport aux parametres (v, w,b) sous les contraintes d'égalité
Z%‘Zl Zm,jzl et bezl pour tout 2 €
icE jEE =e)

est explicite, et on obtient les formules de re—estimation

n

1 . .
—/ 1 'Yy =17
E c_’ Pr—1 b; " Uy
ey Ay 1 k=1 k
—/ 4 —/q
E Pr—1 Vg—1
k=1
et
mn
1 —/'1, ?—]/Z
Z (Y = ¢) Pr Yk
¢ k=0
bi - n
—/1 =/
E Py Vg

pour tout 7,5 € F et tout £ € O []
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cas numeérique

dans le cas numérique, on s'intéresse au cas des densités d'émission gaussiennes
caractérisées par la donnée d'une famille finie h = (h;) de vecteurs de RY, et
d'une famille finie R = (R;) de matrices de covariance inversibles, c’'est—a—dire

1
\/det(27r RZ)

gZ(y) :g(hzaR’wy) — eXp{_% (y_h”b)* Rz_l (y_h2>}

la fonction de vraisemblance du modele M = (v, w, h, R) admet |'expression

L, = Z Vip Tigyiv =" Tin_1,in 9i0(Y0) "+ i, (Yn)
10, ,in €N
obtenue avec la méthode élémentaire, et on se propose d'étudier un algorithme
itératif pour maximiser la fonction de vraisemblance L,, par rapport aux
parametres (v, 7, h, R) du modele : soit M’ = (v, 7', h’', R') un autre modele,
pour lequel la fonction de vraisemblance prend la valeur

L= D> Vi a9 (Yo) - gi, (Ya)

10, tn€E



(formules de re—estimation de Baum—Welch :

en procédant comme dans le cas symbolique, le (logarithme du) rapport de
vraisemblance entre le modéle M et le modele M’ est minoré par

VXo TX0,X1 """ TX,_1,Xn 9Xo (YO) " gx, (Yn)

VS(O 7T/XO,X1 T 'Wgcn_l,xn Q/XO(YO) " 'Q/Xn (Yn)

Qn:E,“Og ‘Y()?"' 7YTL]

- . . . \ /
qui s'annule quand le modele M coincide avec le modele M

maximiser (),, par rapport aux parametres (v, 7, h, R) du modele M garantit
donc que la vraisemblance du modeéle qui atteint le maximum de (),, sera
supérieure a la vraisemblance L/, du modele courant M’

les formules de re—estimation de Baum—Welch permettent de trouver

explicitement les parametres du nouveau modele en fonction des parametres
(v, 7' 1/, R") du modele courant M’

en répétant cette procédure, on construit une suite de modeles de vraisemblance
croissante, et idéalement cette suite converge vers un modele qui atteint le
maximum de la fonction de vraisemblance

10)



(formules de re—estimation de Baum—Welch :

Théoreme dans le cas numérique avec des densités d'émission gaussiennes,
I"algorithme itératif pour |'estimation par maximum de vraisemblance des
parameétres du modele au vu des observations (Yp, -+ ,Y,,), est donné par les
formules explicites de re—estimation

n

1 . .
—/q / /7
§ o Pr—1 gj(Yk) Uk
/7 —/1 r k=1 k
Vv, = pOZ ’Uoz et 7TfL',j — ﬂ-Z,j o
—/ 1 —/1
E Pr—1 Vg1
k=1
et
mn mn
/1 —I1 w« )i —)i
> Yy, pi v > (Vi — i) (Y — hi)* 9} 0y
hy = — et R;, = —~
13 —I1 13 —11
E Pr Vg E Pr Uk

pour tout 7,7 € E, ou les deux suites {p}.} et {v; } sont les solutions normalisées
des équations forward et backward respectivement, pour les valeurs (', 7', b/, R’)
des parametres
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Remarque concretement, si M, 1 = (vs_1,7s_1,hs_1, Rs_1) désigne le modeéle

courant a I'étape (s — 1) de I'algorithme, alors

e pour les valeurs (', 7' h', R") = (vs_1,7s_1,hs_1, Rs_1) des parameétres, on
calcule les solutions normalisées {p) } et {v; } des équations forward et

backward respectivement

e on calcule les parametres (vg, 7s, hs, Rs) = (v, 7, h, R) grace aux formules de

re—estimation

ce qui définit le nouveau modele M = (v, s, hs, Rs) a I'étape suivante s de

I"algorithme
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Preuve on remarque que

VXo TX0,X1 """ TX,_1,Xn 9Xo (YO) " 0X, (Yn)

VA/XO 7T4/XO,X1 ”. Wg(n—laXn g/XO (YO) 9x, (Yn)

Qn = E’[log |Y07"' 7Yn]

= E'[logrx, + ZlogWXk_l,Xk + Zloggxk (Yr) | Yo, -+, Y,] + cste
k=1 k=0

=Y P[Xo=il|Yy, - ,Y,] logv,
1€l

£ 3 {3 P =X Yo i)} g,

,jeE k=1

+S‘{YP/X]€:Z‘Y07 9 ]1Oggz Yk }‘|—CSte
1 €FE k=0
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on remarque que

log g;(y) = —% log det R; — % (y — hi)* R ' (y — hy) + cste

= 2 logdet M; — £ trace[ (y — h;) (y — hi)* M; ] + cste

avec M; = R;' pour tout i € E et tout y € R?

on rappelle également les expressions obtenues pour les distributions
conditionnelles de I'état X, ou de la transition (Xj_1, X} ) sachant les
observations (Yp, - ,Y,)

PX,=1|Yy, - ,Y,] =p vy pour tout i € F

et

. . 1 —/ 1 —/]
P’[Xk_l =i, X =7 | Yo, -, Y] = o p;f—l Wg,j g§(Yk) U;cj
k

pour tout 7,7 € &
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on en déduit que

Z ol vy log v

1€l
+ Z {Z ]52;7’ g 95 (V) i } logm; ;
LjeL k=
+ 5 Y{ Yp,j v, } log det M;
el k=0
— = Ztrace {ZY"C_ (Y — hi)* oy 030 } M;] + cste
1€ lF

on rappelle que la dérivée dans la direction D de I'application
M +—— a logdet M — trace(A M)
définie sur I'ensemble des matrices inversibles, est égale a

a trace(R D) — trace(A D) = trace| (a R — A) D] ou R=M""

15)
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la maximisation par rapport aux parametres (v, w, h, R) sous les contraintes
d'égalité

Zyi =1 et Z i = 1 pour tout 2 € &

icE JEE
est explicite, et on obtient les formules de re—estimation

n

]. _,L' A
Z n D1 9}(Yk) U;c]
k

/g —/1 1 k=1
—/ g —/1
E :pk—l Vk—1
k=1
et
mn mn
/1 —I1 w« —1i —)i
E Yi D" vy g (Ye — hi) (Y — he)" D}’ 0
k=0 k=0
hz = o et Rz = o
—/1 =/ —/1 =/
E P Vg E P Uk
k=0 k=0

pour tout 7,7 € &

16)
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conclusion

modeéles en terme de

e une chaine de Markov a valeurs dans un ensemble fini,

non—observée (i.e. cachée)

e une suite d'observations a valeurs symboliques ou numériques,
reliées aux états cachés

algorithmes récursifs et efficaces pour, au vu d'une suite d'observations
e estimer |'état caché ou la suite des états cachés pour un modele donné
e cvaluer un modele (test de détection, comparaison entre modeles, etc.)

e identifier les paramétres d'un modele par la méthode du maximum de
vraisemblance

: 1)



