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Chapter 1

Introduction

1.1 Lien avec le calcul propositionnel
Le calcul des prédicats hérite des propriétés établies pour celui des propositions.

e Le langage est défini inductivement.

e Les énoncés de cette logique sont interprétés, comme ceux du calcul propositionnel. Une interprétation
en calcul des prédicats joue le role d’'une valuation dans le calcul propositionnel. Etant donnée une
interprétation, on peut évaluer les formules du calcul des prédicats et le résultat de cette évaluation est
soit “vrai” soit “faux”.

Remarque 1 (Différence algorithmique importante) On peut montrer qu’il n’existe pas d’algorithme per-
mettant de répondre d la question de la validité d’une formule du calcul des prédicat. On dit que le calcul des
prédicat est indécidable.

1.2 Notions préliminaires

Rappels sur les fonctions Etant donnés un ensemble E et un entier k € IN, une fonction d’arité k (ou
k-aire) sur E est une fonction de E¥ dans E.

Exemple 1 1. Soit la fonction d’arité 1 succ: IN — IN définie par succ(n) =n+ 1 et la fonction 0 d’arité
zéro (pas d’argument, donc une constante).

2. Soit la fonction binaire (d’arité 2) +3 : (Z/3Z)? — Z/3Z qui fait la somme de deuz éléments modulo 3.
Remarque 2 Une fonction d’arité O sur E est une constante ¢ € E.

(EF =E x E x ... E, k fois)

Rappels sur les relations Etant donnés un ensemble E et un entier k € IN, une relation d’arité k (ou k-aire)
sur F est un sous-ensemble de E*.

Exemple 2 1. E={1,2,3} et R est la relation binaire (d’arité 2) définie par R = {(1,1),(2,2),(3,3)} C
E2.

2. E= IN et S est la relation binaire S = {(n,n +1)|n € IN} C E2.

5



6 CHAPTER 1. INTRODUCTION

3. E=1{1,2,3} et R est la relation unaire (d’arité 1) définie par R = {1,2}. Notez que l’on a bien R C F
Remarque 3 Si R est une relation d’arité n, on note R(ay, ..., a,) pour (ay,...,an) € R.

Exercice 1 L’ensemble E° est un ensemble ¢ UN élément. Par conséquent, les seules relations d’arité O sur
E, c-a-d. les sous-ensembles de E° sont soit ) soit E° lui-méme.

La syntaxe du calcul des prédicat repose sur les objets suivants.

1. Syntaxe des termes, qui s’interpretent comme des objets
2. Syntaxe des formules atomiques, qui sont les énoncés de base.

3. Syntaxe des formules plus complexes.



Chapter 2

Termes

Les termes ont pour vocation de dénoter des éléments d’un domaine.

2.1 Syntaxe des termes

On se fixe un ensemble infini de variables X = {x,y, z1, Z2, ...}, et un ensemble de F = {c, f, g, ...} de symboles
de fonctions avec leur arité ar: F — IN. La fonction ar indique le nombre d’arguments de chaque symbole. On
convient de noter F,, les éléments de F d’arité n.

Un symbole de fonction d’arité nulle est appelé une constante.

Exemple 3 o F={0,s,+,x} avec ar(0) =, ar(s) =1, et ar(+) = ar(x) = 2;
o F={0,n,U}, avec ar(h) =0, et ar(N) = ar(V) = 2;
o F={ea,b,e}, avec ar(e) = ar(a) = ar(b) =0, et ar(e) = 2.

On convient de noter F = {¢(0), f(1),...} pour indiquer directement I’arité des symboles de fonctions, c-a-d.
que ¢, f € F, et que ar(c) =0, ar(f) = 1.

Un terme est une expression syntaxique formée a partir de X et de symboles de fonction d’arité 0 en utilisant
les symboles de F de sorte qu’un symbole f soit appliqué & un nombre de termes égal & ar(f). Plus formellement,

Définition 1 (Ensemble des termes sur F et X) Etant donnés une signature F et un ensemble X (de
variables), on note T (F, X) l'ensemble des termes sur F et X, il est défini par induction.

o € T(F,X) pour toute variable x € X

e c € T(F,X) pour tout symbole d’arité 0 (constante)

o siar(f)=mnetty,... tn, € T(F,X), alors f(t1,...,tn) € T(F, X).

Un terme est clos s’il ne contient aucune variable. On note T (F) l’ensemble des termes clos.
Exemple 4 Une signature pour les entiers naturels peut étre donnée par :

e la constante 0,

o le symbole s d’arité 1 (qui représente la fonction “successeur”),

e les symboles + et x d’arité 2.
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C’est a dire la signature F = {0(0), s(1), +(2), *(2)}.
Soient x,y € X. L’expression +(x(s(s(0)),z),s(y)) est un terme, que l'on peut représenter par l'arbre

sutvant :
/ )
* \ S
/ % y

5
|
5
|
0

Le terme +(x(s(s(0)),x), s(y)) n’est pas clos car il contient des variables, & savoir © et y.
Parfois, nous noterons ABUSIVEMENT (s(s(0)) x x) + s(y))

Pour pouvoir donner un signification a un terme, il faut interpréter les symboles de fonction comme des
vraies fonctions, donc en particulier se donner un domaine (notion de F-algebre), et une valeur des variables
dans le terme sur ce domaine (notion d’affectation).

2.2 F-algebre, ou algebre universelle

Le concept d’algebre universelle offre un cadre mathématique pour étudier les propriétés de toutes le structures
algébriques, telles que les monoides, les groupes, les anneaux, les corps, les treillis, etc. Une F-algebre est une
structure mathématique dans laquelle on pourra interpréter les termes de T (F, X).

Définition 2 (F-algebre) Une F-algebre est une structure A = (Da,{f4}ser) ot D est un ensemble non
vide, appelé domaine, et pour chaque symbole de fonction f € F,, fa: D — D4.

Notez bien que f est un symbole (appelé symbole de fonction). Le symbole f peut apparaitre dans un fichier
texte, c’est un caractére ou plusieurs caracteres. Au contraire, f4 est une fonction qui & un tuple de n éléments
du domaine D 4 associe un élément du domaine D 4.

Exemple 5 e Soit F ={0(0),s(1),+(2)}. Alors (IN, succ,+) est une F-algébre et (Q+,1,+2,+) est aussi
une F-algébre. ot Q@ est I’ ensemble des rationnels strictement positifs.

o T(F) et T(F,X) sont des F-algébres dans lesquels les symboles de fonctions jouent le réle de collage des
termes.

Plus formellement, pour f € F,, on a ;

fres s T = T(F)
(tl,...,tn) — f(tl,...,tn)

et de méme pour T (F,X).
e Soit F ={0(0),1(0),+(2), x(2)}. Alors on peut proposer des F-algébres tels des anneaux.

Exercice 2 Proposer une signature adaptée aur autres structures algébriques des mathématiques.
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Les F-algebres peuvent étre reliées entre elles par des applications particulieres.

Définition 3 Si A et B sont deuz F-algebre, un homomorphisme (ou simplement morphisme) est une applica-
tion h : A — B telle que, pour tout symbole f € F,, et pour tous éléments ay,...,an, on a h(fa(ay,...,a,)) =

(fe(h(ar),...,h(an)).
La F-algebre joue un role particulier dans le sens suivant :

Théoréme 1 Soit A une F-algébre, et soit v : X — T(F,X) Uinjection canonique.
Pour toute affection X\ de X dans A, il existe un homomorphime A T(F,X)— A qui étend \. Autrement
dit tel que
pour tout z € X, A\(z) = A\(z).

Définition 4 (Affectation) Une A-affectation (de X ) est une application A : X — D 4.

Soit X = {x1,..., 2k}, et ay,...,ax des éléments d’'une F-algebre A. On notera {z — lay,...,x — kai} la
A-affectation A telle que A(x;) = a;.

Pour le cas particulier ou la F-algebre est T (F, X), les T (F, X)-affectations seront notées o (au lieu de A).
On appelle domaine de la T (F, X)-affectation o I'ensemble de variables {z € X |o(x) # x}; il est noté dom(o).

Sit1,...,t, sont des termes de T(F, X), on note {x > 1t1,...,z — ki } Vaffection o telle que o(x;) = t;
pour tout i, et o(y) =y pour tout y € X \ {z1,..., 21}

2.3 Sémantique des termes

Soient F un ensemble de symboles de fonctions, X un ensemble de variables.
La valeur d’'un terme ¢t € T(F, X) dans la F-algebre A pour l'affectation A, notée [¢ ], se définit par
induction sur t.

Définition 5 (Valeur d’un terme) Soit une F-algébre A= (D,{f}scr), et X € Affect, une affectation des
variables de X dans D 4.
Pourt € T(F,X), on définit [t]ax € Da par :

1. [xz]ax = A=), la valeur de x pour A.

2. [ flti,ta, o ytn) Tax = At Jax,[t2 Jans s [ ta Jan), c-a-d. Uimage par f* du tuple d’éléments
([t ]ax[t2]an, - [t lan) de Da.

Remarque 4 Le cas d’une constante ¢ est un cas particulier du Point 2. ci-dessus appliqué a un symbole de
fonction d’arité 0, puisque cela donne :

[[C]]A,A:CAEDA

Exercice 3 On considére la {0(0),s(1), +(2), x(2)}-structure (IN, 0, s, +, X).
Evaluer le terme +(s(s(s(0))), s(s(0))) dans cette structure.

D’apres le Théoreéme [T}, on établit que :

Lemme 2 Pour tout t € T(F,X), on a [t]7(r.x)o = 0(t), et on notera plus simplement to.
Preuve O

Définition 6 Une substitution est une T (F, X)-affectation o tel que dom(c) est fini.
Les affectation o de T(F,X) dans T(F) de domaine fini sont des substitutions closes.



10 CHAPTER 2. TERMES

Exemple 6 [[+(.13, .I‘) ]]N{x)—)l} =2el [[—l—(x,x) ]]T(]-',X),{a:»—)s(y)} = +(3(y)a S(y))

Lemme 3 (Lemme de substitution pour les termes) Soit u un terme, x une variable, ett un autre terme.

On a :
[u{z =t} Jax ssi[u]ares]t]an-

Preuve Soit Pr(u) la propriété donné dans le lemme. Nous allons démontrer que Pr(u) est vraie pour tout

terme u, par induction structurelle sur u.
Le cas de base porte sur une variable. Soit y un symbole de variable différent de . On a :

[y{z =t lax=[ylar=Ay) = ANz = [t]a) W) = [y ]areTt1an
d’ou Pr(y).
Pour la variable x on a :

[z{z =t} ]ax=[t]ar= Az = [t]a))(@) =2 ]arzs1t]an

d’ott Pr(zx).
Considérons maintenant n termes tq,...,¢, pour lesquels on a Pr(t1),...,Pr(t,) vraies. Montrons que

Pr(f(ti,tz,...,ty)). On a:

[, to){e =t lar=[fE{z—t} ... tu{z = t}) ]ax

(
= fAt{z =t} Tan - [tz =t} ]an)
= At Darwoe]an) - [tn Jarmos e ]an])
=0 (1, stn) lares t]an]

d’ou PT(f(tl,tz, . ,tn)).

2.4 Classes équationnelles de F-algebres

Une identité (ou encore équation) sur F a la forme s =1¢, ou s et t de T (F, X).
Exemple 7 Soit F = {e(0), i(1),*(2)}. On peut considérer l’ensemble d’identités
exr=x
Txe=z
rzxi(x)=e
i(x)xx=e
rx(y*z)=(x*xy)*z
Une identité s =t est vraie dans une F-algebre A si

[s]ax=1[t]ax pour toute A-affectation A.

On dit alors que A satisfait s =t, et on le notera A = s = t.

On peut aussi s’intéresser au probleme de savoir si étant données F-algebre A et une équation s = ¢, ou s
et t de T(F, X), il existe une A-affectation A telle que [s]ax = [t]ax. (voir TD).

Une classe IC de F-algebres est équationnelle s’il existe un ensemble E sur F telle que

K={A| Ak s=t, pour toute s =t € E}
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Le calcul des prédicats

3.1 Un exemple

On commence par des formules ou les termes sont réduits a des variables.
On pourra écrire des formules telles que :

1. pg : VaVyVz(P(x,y) A Py, z)) = G(z, 2)

2. op :VzIyP(y,x)

3. pe VeIyG(y, o)

4. vp :VaVzP(z, f(z)) = G(z,x)

5. pr : (pa App) = vo

On peut évaluer ces formules si :

e on ne sait dans quel ensemble les variables x, ¥y, z prennent leur valeur, ou
e on ne connait pas non plus la fonction f, ou

e on ne connait pas les relations binaires P et G.

Il faut fixer une interprétation pour pouvoir évaluer les formules.

Interprétation 1 Les objets/individus sont les étres humains, avec tout ce qui en découle.
P(z,y) signifie que “z est le pére de y”, G(z,y) signifie que “z est un grand-pére de y”, et f retourne la
mere d’un individu.

o g = VaVyvz(P(x,y) A Py, z)) — G(z, z) signifie “pour tous étres humains z,y, z, si = est le pére de y
et y est le pere de z, alors = est un grand-pere de z”.

e pp = VaIyP(y,x) signifie “pour tout individu z il existe un individu y tel que y est le pére de z” c-a-d.
“tout individu a un pere”.

Les objets/individus sont les étres humains, avec tout ce qui en découle.
P(xz,y) signifie que “z est le pere de y”, G(x,y) signifie que “z est un grand-pere de 3”7, et f retourne la

mere d’un individu.

11
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wo = VrIyG(y, x) signifie “pour tout individu z il existe un individu y tel que y est le grand pere de 2”7,
c-a~-d. “tout individu a un grand-pere”.

wp = VaVzP(z, f(z)) — G(z, ) signifie “si z est le pére de la mere de z, alors z est un grand-pere de z”.

Les quatre formules sont vraies dans I'Interprétation 1.
L’énoncé o = ((pa A pp) — @c) est donc aussi vrai.

Remarque 5 Les deuz formules pp et pg sont loin de modéliser toutes les propriétés des relations P et G,
respectivement : par exemple, on n’a pas énoncé que “le pére de chaque individu est unique”, ni qu’“un individu
x peut étre le grand-pére d’un autre z sans qu’il existe un individu dont x soit le pére et qui soit le pére de z”.

Interprétation 2 On se place dans ce graphe, et les objets sont les trois sommets a, b, ¢ du graphe :

P décrit la relation prédécesseur, donc les couples (a,b), (b, c) et (¢, a), et G décrit la relation successeur,
donc les couples (b, a), (¢,b) et (a,c).

La fonction f s’interpréte comme a — a,b — b,c — a.
wp = VzIyP(y, z) signifie “tout point a un prédécesseur immédiat”
Elle est vraie dans ce graphe.

va = VaVyVz(P(z,y) A Py, z)) — G(z, z) signifie “pour tous points z,y, z, si  précede immédiatement
y et si y précede immédiatement z, alors x suit immédiatement 2”

Elle est vraie dans ce graphe.
wo = VrIyG(y, x) “tout point a un successeur immédiat”

Elle est vraie dans ce graphe.
vr = ((ep AN pa) — ¢c) est donc vraie dans ce graphe.

op = VaVzP(z, f(z)) = G(z,x) “pour tout z et pour tout z, si z précede immédiatement f(zx), alors z
suit immédiatement x”.

Elle est fausse dans ce graphe.

Interprétation 3 On se place dans ce graphe, et les objets sont les quatre sommets a, b, ¢, d du graphe :

a—p

d+——c¢
P(z,y) “a précede immédiatement y sur le graphe”.
G(z,y) “x suit immédiatement y sur le graphe”.
pp = VrIyP(y,x) ¢ tout point a un prédécesseur immédiat”. Elle est vraie.
va = VaVyVz(P(z,y) A P(y,2)) = G(z,2) “pour tous points z,y, z, si ¢ précede immédiatement y et si
y précede immédiatement z, alors x suit immédiatement z”. Elle est fausse.
wo = VrIyG(y,x) “tout point a un successeur immédiat”. Elle est vraie.

vr = ((pp A pa) = wc) est donc vraie dans cette interprétation.
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Interprétation 4 On se place dans ce graphe, et les objets sont les quatre sommets a, b, ¢, d du graphe :

|

—

_U—>

—

o P(x,y) “x précede immédiatement y” et G(x,y) “pour aller de = & y on rencontre exactement un point z
différent de z et de y”.

e pp =VzdyP(y,z) “tout point a un prédécesseur immédiat”. Elle est vraie.

o oo = VaVyVz(P(z,y) A P(y, z)) = G(x, z) “pour tous points z,y, z, si x précede immédiatement y et si
y précede immédiatement z, alors z suit immédiatement z”. Elle est vraie.

o o =VzIyG(y,z) “tout point a un successeur immédiat”. Elle est vraie.
vr = ((pp A pa) = pc) est donc vraie dans cette interprétation.

Interprétation 5 Les objets sont les éléments de IV, les entiers naturels.
o P(z,y) “e =y+1”. Ex. P(5,4) est vraie, mais P(4,5) est fausse.
o G(z,y) “o =y+2”. Ex. G(6,4) est vraie, mais G(4, 6) est fausse.
o pp =VzIyP(y,z) “pour tout z € IV, il existe y € IN tel que y =z + 17. Elle est vraie.

o g = VaVyVz(P(z,y)AP(y,z)) = G(z,z) “pour tous x,y,z € IN,siz =y+1et z =y+1alors z = x+2".
Elle est vraie.

o oo =VzIyG(y,z) “pour tout = € IV, il existe y € IN tel que y = = + 2”. Elle est vraie.
or = ((pp A pa) = ©c) est done vraie dans cette interprétation.

Interprétation 6 Les objets sont les éléments de IV, les entiers naturels.
o P(z,y) “y=x+1". Ex. P(5,4) est vraie, mais P(4,5) est fausse.

o G(z,y) “y=x+2". Ex. G(6,4) est vraie, mais G(4,6) est fausse.

e pp =VxIyP(y,x) “pour tout = € IV, il existe un entier y tel que z =y + 1”. Elle est fausse.
o oo = VaVyVz(P(z,y) A P(y,z)) — G(z,z) “pour tous entiers z,y,z, siz = y+ 1 et z = y+ 1 alors

z=x+2". Elle est vraie.
o oo =VaIyG(y,z) “pour tout z € IV, il existe z € setn tel que x = z + 27. Elle est fausse.

or = ((ep Npa) = wc) est donc vraie dans cette interprétation.

3.2 Vue d’ensemble de la logique du premier ordre

La logique du premier ordre permet d’énoncés des propriétés dans lesquels les objets sont mis en relation. En
ce sens, il est plus riche/expressif que le calcul propositionnel.
La notion d’objet est capturée dans les F-algebres. On se donne donc pour commencer :

e des symboles de variables x,y, z,... qui prennent leur valeurs dans 'ensemble des objets (ou entités) du
discours.
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e des symboles de fonctions (¢, f(x),g(x,y),...) permettant d’opérer sur les objets.

Pour obtenir des énoncés (formules) on se donne aussi des symboles de relations (P(z), Q(x,y), R(z,y, 2),...)
qui permettront de relier les objets entre eux.
Pour former les phrases du langage du premier ordre on utilise :

o des formules atomiques : celles basées sur les relations, ex. Q(c, f(z)), qui s’évaluent & vrai ou faux (selon
les interprétations).

e des combinaison de formules atomiques & ’aide des connecteurs classiques de la logique du calcul propo-
sitionnel,

e des quantificateurs, de la forme Vx et Jx (il y en a autant que de variables z), dont la sémantique sera
sans surprise celle dans les mathématiques usuelles.
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Syntaxe de la logique du premier ordre

Pour toute la suite, on se fixe un ensemble X = {z,y, z,...} de variables.

Définition 7 Une signature est une paire S = (F,P) ot :

e F est un ensemble de symboles de fonctions avec leur arité;

o P est un ensemble de symboles de relations avec leur arité.

De méme que pour les symboles de fonctions, on notera P,, l'ensemble des synboles de relations d’arité n.

Exemple 8 (Pour les ensembles) On considére la signature F = {0(0),N(2),U(2),\(2)} et P = {=(2),C
(2)}

Exemple 9 S = {0 :F, ,N:Fy ,\ :Fs ,= Py ,C Py}
Exercice 4 e Quel(s) signatures(s) proposeriez-vous pour les entiers naturels ¢
e Pour les listes d’entiers naturels ¢
o Sur quelle signature (minimale) sont construites les formules de introduction ?

11 ne faut pas confondre “fonctions” (dans F ) et “relations” (dans P) :

e les symboles de fonction, comme + ou 0, sont utilisés pour décrire des termes et dénoteront les éléments
d’un domaine, et

e les symboles de relation, comme >, qui sont utilisés pour décrire des propriétés entre les éléments.
Exemple 10 Si1,2,4 € Fy, + € Fo et >€ Py

o +(1,2) est un terme (interprété comme un élément du domaine),

o > (+(1,2),4) est une formule (interprétée comme un énoncé).

15
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4.1 Les formules atomiques/prédicats
Etant donnée une signature § = (F,P), on construit les formules atomiques en appliquant un symbole de
relation & des termes.

Définition 8 (Formule atomique) Une formule atomique sur S est de la forme R(t1, ..., tn) oty ta, ... ty €
T(F,X) sont des termes, et R € P, c-a-d. un symbole de prédicat d’arité n.

Remarque 6 Les éléments de Py sont des prédicats d’arité 0, c’est-a-dire qu’il ne prenne pas d’arguments. En
un sens, ils correspondent a des variables propositionnelles.

Exemple 11 Avec F = {0(0),N(2),U(2),\(2)} et P = {=(2),C(2)}, on peut écrire la formule atomique
< (N, \(y,2),0)
que l’on écrit plus naturellement si nous parlons d’ensemble :
zN(y\z) C0.

Remarque 7 On convient que le symbole de relation L (d’arité 0) représente 1'énoncé toujours fauz, et =
(d’arité 2) représente l'égalité.

4.2 L’ensemble des formules

On se fixe une signature du premier ordre S = (F,P), et un ensemble X de variables.

Définition 9 (Formule du premier ordre sur ) On note L}, ou tout simplement L' (quand S est clair),
Uensemble des formules du premier ordre (sur S) défini par induction.

1. toute formule atomique appartient o L1

2. sip €L, alors ~p € L1

3. sip,h €LY, alors o N,V o, — 1 € LT

4. sip €LY etx € X, alors Vap,3wp € L.

On notera Var(p) l’ensemble des variables apparaissant dans la formule ¢.

Exercice 5 Donnez des exemples de formules sur la signature S = {{0(0),N(2),U(2),\(2)},{=(2),<(2)}} pour
manipuler des ensembles.

Comme pour le calcul propositionnel, on peut voir une formule comme un arbre.
Exemple 12 Soit la formule
[(FzF(x)) = FzK(g(x)) v H(f(y, x), ()] A (FyG(z, 9(y))) V F(h(y))]
N

Hx/ \v 3y Flh(y))
/N

F(z) Jz  H(f(y,z),9(x)) G(z,9(y))

K(g(x))
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Remarque 8 Les feuilles de l'arbre sont des formules atomiques (de fagon similaire au cas des propositions
pour le calcul propositionnel).

4.3 Variables libres et liées

Définition 10 (Occurrence de variable libre, liée) On dit qu’une occurrence d’une variable x est liée lorsqu’elle
appartient a une sous-formule précédée d’un quantificateur Vx ou Jx. Sinon, on dit qu’elle est libre.

Remarque 9 La distinction entre occurrence de variable libre et occurrence de variable liée est importante :
une occurrence de variable liée me posséde pas d’identité propre. FElle peut par exemple étre remplacée par
n’importe quel nom de variable qui n’apparait pas dans la formule.

Exzemple 13 On verra que la formule 3x(z < y) est “équivalente” a la formule 3z(z < y) car on a simplement
renommé la variable lide x en z, mais qu’elle n’est pas équivalent ¢ Jx(x < z) et ni moins ¢ Iy(y < y).

Remarque 10 On pourrait faire une analogie entre variable lice dans une formule et variable locale a une
méthode en programmation.

Exemple 14 Considérons la formule décrite par l’arbre syntaxique suivant :

A

/ \v
- \ - \F(h(

Y))

Les occurences x et y sont libres dans la formule, les autres sont liées.
On reste “équivalent” (dans un sens qui sera précisé plus tard) si on renomme les occurrences lides des
variables liées (justfication avec la sémantique).

Définition 11 (Variable libre, liée) L’ensemble des variables libres de ¢, noté vlibres(y), est l’ensemble
des variables de Var(p) qui ont une occurrence libre dans ¢. Il est défini par induction sur ¢ :

e si @ est une formule atomique : viidbres(p) = Var(p);
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e vlibres(—p) = vlibres(p);
e ylibres(p A1) = vlibres(p V) = viibres(p — ¢) = viibres(p) U vlibres(y);
e vylibres(Vry) = vlibres(Iryp) = viibres(p) \ {z}

On notera vliiees(y) lensemble Var(p) \ viibres(y) et on appelera variables liées ses éléments.

Définition 12 (Formule close) Une formule ¢ est close si elle ne posséde aucune variable libre, i.e., vliibres(y) =

0.

Exemple 15 Soit la formule ¢ :

_ / \ V;
N RN
Jx v Jy F(h(y))
I / ™~ I
F(z) 3‘.1' H(f(y,2),9(x))G(x,9(v))
K(g(r))

On a alors vlibres(¢) = {z,y}.
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Sémantique de la logique du premier
ordre

Maintenant que nous sommes familiarisés avec la syntaxe de la logique des prédicats, nous donnons une signi-
fication aux symboles de maniéres a interpréter les formules.

Soit § = (F,P) une signature de la logique du premier.

On évalue les formules de £} sur des S-structures, c’est & dire des F-algebres enrichies d'une interprétation
pour chaque symbole de relation.

5.1 Structures

Définition 13 (Structures) Une S-structure, ou plus simplement structure si la signature S est claire, est
la donnée

1. d’une F-algébre A= (D, {fa}ser), et
2. d’un sous-ensemble PA C (D4)", pour chaque symbole de relation P € P.

On conservera la notation A pour les structures.

Exemple 16 Soit la signature S = ({0(0), f(1)},{P(2)}).
1. Soit A la structure/interprétation définie par :

ODAZJN
OO'A:

° fA(n) =n-+1
o PA={(n,n')|n<n'}
2. Soit A" la structure/interprétation définie par :
e Dy = {Paul, Anne, Ida}
e 0* = Paul
. fA/(Paul) = Anne, fA/(Anne) = Paul, f* (Ida) = Anne, par exemple pour “héritier”

o PA" = {(Anne, Paul), (Paul, Ida), (Anne, Ida)}, par ezemple pour “est plus dgé que”

19
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Quelques structures importantes Sur la signature {{0, s, +, x}, {=, <}}.

Domaine fonc. rel. Nom de la structure
N 0,8,4,%x | =< Arithmétique vraie
N 0,s,+ =, < | Arithmétique de Presburger
R 0,s,4,x | =< Théorie des réels
R 0,s,+ =< Théorie additive des réels

5.2 Sémantique de la logique du premier ordre

On se fixe une signature S = (F, P) et un ensemble de variables X, une S-structure A = (D, {fA} re 7, {P*} pep),
et une affectation A € Affect 4.
On définit I'expression A, A = ¢ qui exprime que la formule ¢ est vraie/fausse dans A pour affectation A.

Intuitivement, pour établir que A, A = J2VP(f(x),c), il faut :

1. trouver un élément d € D 4 & affecter & = (donc on considérera l'affectation A[z — d]),

2. vérifier que A, Az > d] = P(f(x),y), c-a-d. (fA(d),c?) € Py.
Vérité d’une formule atomique On a fixé une signature S = (F,P) et un ensemble de variables X, une
S-structure A, et \ € Affect 4 une affectation pour les variables de X.

Définition 14 (Vérité d’une formule atomique dans A pour \) On définit A, \ = R(t1,...,t,) par:

([t ]ax, [t2lan, - [t ]an) € P2

Exemple 17 Considérons la formule atomique P(f(z),y) que l’on évalue dans la structure N = (IN, far(n) :=
n+ 1, Py :=>), et pour la affectation \ définie par [x — 42,y — 3,z +— .. .].
Alors, on a
N, [z—42,y— 3,z ..] E P(f(z),y)

deés lors que (far(A(z)), A(y)) €>, ce qui est le cas puisque 42 + 1 > 3.
Exercice 6 Proposer A et A pour lesquels A, X = P(f(x),y).
Vérité d’une formule composite Maintenant que les valeurs des formules atomiques sont définis, on peut

définir les valeurs de formules plus complexes.
Définition 15 (Vérité d’une formule dans A pour \) On définit A, X = ¢ par induction sur ¢.

e AXNE—p ssi AN

AXNEQAY ssi AN E @ et ALNEY

AXE VY ssi A AN E @ ou AN E Y
AXNFEe =Y ssi ANE@e et ALNEY

A, N = 3z ssi il existe d € D4 tel que A, N[z — d] = ¢
A, N E Vo ssi pour tout d € D, A, N[z — d] E ¢

Remarque 11 On a vu que les faits A, X = Jxp et A, X = Ve sont indépendants de la valeur de M(x). Plus
généralement, ils ne dépendent que des affectations des variables libres de la formule, et pas de ses variables
liées.

Lorsque ¢ est close, on notera plus simplement A = .
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5.3 Autre angle de vue : les jeux d’évaluation

21



22

CHAPTER 5. SEMANTIQUE DE LA LOGIQUE DU PREMIER ORDRE



Chapter 6

Notions centrales qui découlent de la
sémantique

En réalité, la notion pertinente est celle de formule close, les formules non closes ne servent qu’a donner la
sémantique.
Comme pour le calcul propositionnel, on définit les notions de :

e modeles d’une formule close
o satisfaisabilité et validité
e équivalence

e conséquence logique

6.1 Satisfaisabilité et validité d’une formule

Définition 16 (Satisfaisabilité d’une formule) Une formule close ¢ € L est insatisfaisable si elle n’a pas
de modéle, sinon elle est satisfaisable.

Définition 17 (Validité d’une formule) Une formule close p € L' sur S est valide, noté = ¢, si pour toute
S-structure A, on a A |= .

On définit le probleme de décision suivant qui consiste a décider si une formule est valide :

VALIDE
Entrée : ¢ € L1
Sortie : ¢ ?

Théoréme 4 Le probleme VALIDE est indécidable, méme si on se restreint a une signature avec un seul symbole
de constante, deux symboles de fonctions d’arité et un symbole de prédicat d’arité 2.

Pour montrer le théoréme [ on réduit le probleme POST, qui est indécidable, au probleme VALIDE. On
considere Palphabet {a,b} (quitte & recoder un alphabet fini 3 quelconque sur ces deux lettres).

23
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POST

Us
V;

Entrée : un ensemble fini de dominos { H<i<n

ou les u; et v; sont des mots sur X.

[43 b))

Sortie : “oui” s’il existe une séquence finie de dominos

U 1 uiZ Uj
Vi 1 Ui2 (7

2

P

avec Us, Ui, - - - Ui, = Vjy Viy -+ . Vj (les mots haut et bas sont égaux);

“non” sinon.

p

Sans perte de généralité, on pourra supposer aussi que pour chaque domino, I'un des mots u; ou v; est non
€
.

vide, sinon le probleme a la solution triviale

Soit I = { Zl

S = {{e(0),a(1),b(1)},{SD(2)}} qui permet de parler des mots finis :

ti<i<n une instance de POST. On la transforme en une formule ¢; sur la signature

e le symbole de constante e intuitivement dénote le mot vide ;

e les symboles de fonctions a et b intuitivement ajoutent la lettre a ou b en début de mot. D’ailleurs, pour
chaque mot u = €145 ... 4, € ¥, on note le terme £1(¢5(. .. ({x(x)...)) de fagon plus abrégé : €105 ... ().
Ainsi, par exemple aaba(x) est I'écriture succincte du terme a(a(b(a(z)))). Réciproquement, & tout terme
clos t on peut associer un mot de ¥*. Par exemple, a(a(b(a(€)))) on associe le mot aaba.

e le prédicat SD(t,t') signifie intuitivement qu'il existe une succession de dominos avec le mot dénoté par ¢

une succession de dominos de I telle que

en haut et le mot dénoté par ¢’ en bas. D’ailleurs, on note

le mot du haut soit u et celui du bas v.

On construit alors la formule suivante :

pr = SD(e.) A\ (Yo (SD(e,y) = SD(wi (@), v:(v)) ) = 3x(SD(a(a).a(x)) v SD(b(a), ba)))

Intuitivement, la formule atomique SD(¢,t’) signifie qu’il existe une succession de dominos |1; l ou t dénote

u et t' dénote v. Ainsi, la formule ¢; dit que si le prédicat SD vérifie bien comme I’existence d’une telle
u;
(%
mot non vide (dénoté par a(x) ou alors b(x)) et une succession de dominos avec écrit ce mot en haut et en bas.

Premierement, on se convainc que la formule ¢ est calculable algorithmique depuis une instance I. Deuxieément,
on démontre la correction de notre réduction. C’est ’objet de la proposition suivante.

succession (succession vide, et on obtient une succession en accrochant un domino ), alors on trouve un

Proposition 5 I € POST ssi ¢; € VALIDE.

Preuve Supposons que ¢; est valide. On considere le modele de Herbrand A défini par

SDM" = {(u,v) | existe}.
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On se permet de confondre un terme clos et un mot, e.g. le terme clos a(b(e)) et ab. Maintenant, nous allons
a montrer que H satisfait la prémisse de ;. Cela achévera la démonstration puisque si la conclusion est ¢ est
vraie, cela implique ’existence d’une suite correcte de dominos.

€

c .On a donc H = SD(e,e).

D’une part, si I'on ne met aucun domino, par définition, on a

Enfin pour tout mot u,v € ¥*, on a si H B i Z} E SD(z,y) cela veut dire que existe. Donc en con-

Uj
(&

uU;

caténant et , il existe bien

pour tout ¢ € {1,..., N}, et donc H B i ﬂ E SD(ui(x),vi(y)).

Donc pour tout i € {1,...,N}, H = (VxVy(SD(x,y) — SD(ui(x),vi(y))D Ainsi H E .

Comme ¢ est valide, elle est vraie dans H. La prémisse de ¢y était vraie dans 7, la conclusion de ¢y est
aussi vraie dans H. Par exemple, Sans perte de généralité, on peut dire que H = 3z SD(a(x),a(x)) (le cas

pour b serait similaire). Donc il existe un mot o € £* tel que H [z := a] |= SD(a(z), a(z)). Donc ’gg’ existe.

Ainsi par définition, il existe une succession de dominos telle que le mot du haut et celui du bas soit le méme.
L’instance I est bien une instance positive du probleme POST.

On suppose que I est une instance positive de POST donc il existe m > 1 tel qu’il existe i1,...,%,, €
{1,..., N} avec uj, ui, ... u;,, = iy, ... 0;, . Soit A un modele. Supposons que A satisfait la prémisse de ¢y,
montrons que la conclusion de ¢; est vraie dans A. Pour cela, nous allons montrer par récurrence sur k que
T i= Ugy Uiy - - Uy, (€)
A; [y = Uiy Vig - - - Vi, (e)} = SD(@,y).
Initialisation : pour k =0, on a A = SD(e, €) car la prémisse le dit.

T I= Ugy Uiy - - Uiy (€) =
"y =040, v, (€)
T 1= Ujy Uiy - - - Uiy, (€) .
A, [ o a ] = SD(z,y). On sait que A = VaVy(SD(z,y) — SD(u;(z),v;(y))) pour tout

Y 1= Uy Viy - Vg, (€)

i € {1,...,N}, en particulier, pour i = i1, on a A = VaVy(SD(z,y) — SD(ui,,, (), vi,,,(y))). Donc

T = Uy Uiy - - - U, (€) (). v
A {y = V4 Vi - ..vik(eﬂ = (SD(%ZI) = SDN(ui,, (), Zk“(y)))'

Ainsi A, [x = iyt "'“"k“(E)} = SD(z.y).

Y 1= iy Uiy - Vi, (€)

Hérédité :  Supposons que A SD(z,y). Montrons  que

Conclusion : On a, pour tout k € {1,...,m},

" {x — uuu(e)} Sl

Y 1= 05, Viy - .- U, (€)
Sans perte de généralité, on suppose que u;, Uj, . . . Ui, = Vi, Vi, - .. v;,, finit par un a. Autrement dit s’écrit
T = Uy Uiy - - UG, (€) D s s x :="ua(e)
x,y), cest-a-dire A, -
Y= 05,04, ... 0, (€) = (.y) y :="ua(e)
A, [z :="u(e)] = SD(a(z),a(z)). Donc A satisfait la conclusion de ¢;. Cela pour tout modele A, donc ¢y est
valide. g

#a. Comme on a A, { } E p(z,y), on a aussi

6.2 Equivalences classiques en logique du premier ordre

Définition 18 (Equivalence de formules) Deuz formules closes ¢ et 1 de L' sont dites équivalentes (noté
© =) si pour toute S-structure A, on a A |E ¢ ssi A E 1.
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e Loi de conversion des quantificateurs
—Vrp = FJax-p
-Jxp = Va-p
e Loi de distribution des quantificateurs
Ve(p AY) = (Voo AVay)
Fz(p V) = (FzeVIzy)
e Lois de permutation des quantificateurs de méme sorte
VaVyp = VYyVze
drdye = dydze

Lois de réalphabétisation (renommage) des variables.

On peut toujours renommer une variable liée au

sein d’'une formule. Cependant, le nouveau nom ne doit pas étre un nom déja utilisé pour une variable
libre de la formule, sinon la sémantique n’est pas préservée.

Xercice ans Jr\vrte(x — X on peu ar erempie renomimer (L OCCurrence r en r e
Exercice 7 Dans Jr(VrF(r,y) = (G(r) V q)), on peut p pl I ! et

Uoccurrence v en x’. Alors

Jx(VaF(x,y) — (G(x) V q)) = Ja

TV EE y) = (G V)

Montrer qu’en renommant l’occurrence x en y la sémantique n’est pas préservée.

e Lois de passage : si x ¢ vlibres(1),
V(e Ap) = (Vo) Ay
(e Ap) = (Fzp) Ay
Va(p V) = (Vop) Ve
J(pVy) = (CGxo) Ve

V(e =) = (Bzp) 29
Jz(p =) = (Vap) =9
Ve(yp = @) = P — (Vop)
(Y =) = P — (3zp)

Exercice 8 Utiliser la sémantique de = et celle des formules pour démontrer ces équivalences.

6.3 Conséquence logique

Définition 19 Une formule close ¢ est conséquence logique d’un ensemble de formules closes T' si tout modéle

de T est un modéle de . On écrit alors T = .

Une théorie est [’ensemble des conséquences logiques d’un ensemble de formules closes.

Exemple 18 La théorie des groupes est l’ensemble des conséquences logiques de ’ensemble de formules suiv-

antes, appelées axiomes de la théorie des groupes :

Associativité
Flément neutre
Inverse

Par exemple,

{Ass, EN,Inv} = VaVy[(x xy =€) —

VaVyVz[(z x y) * 2 =z * (y * 2)]
Ve[(zxe=2z)A(exx = x)] (EN)
Va[(z *i(z) = e) A (i(z) * z = e)]

(Ass)

(Inv)

(y = i(2))]

Dans un groupe l'inverse a droite de tout élément est unique.
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6.4 Ordre des quantificateurs dans une formule

On peut montrer que 'ordre dans lequel sont écrits certains quantificateurs est important : par exemple, les
formules Vy3zP(x,y) et JxVyP(z,y) ne sont pas équivalentes.

Autrement dit, on peut exhiber structure qui satisfait 'une et pas I'autre. On choisit la structure des entiers
ordonnées N = (IV, >), dans laquelle P s’interpréte comme >.

N E VydzP(z,y) ssi

pour tout n € IN, N, [y — n] = JxP(z,y)

ssi pour tout n € IV, il existe m € IN, N, [y — n,z — m| = P(z,y)

ssi pour tout n € IV, il existe m € IN, (m,n) € Py

c’est & dire pour tout n € IV, il existe m € IN tel que m > n (qui est vrai)

N = J2VyP(x,y)

ssi il existe m € IN t.q, N, [z — m] = VyP(z,y)

ssi il existe m € IN, pour tout n € IN, N, [x — m,y — n] = P(z,y)
ssi il existe m € IN, pour tout n € IV, (m,n) € Py

ssi il existe m € IN tel que pour tout n € IN, m > n

Ce dernier énoncé est évidemment faux car il n’existe pas d’entier plus grand que tous les autres.

On peut par contre établir que JzVyP(z,y) E VyIzP(z,y), ou de fagon équivalente que = JaVyP(z,y) —
Vy3axP(z,y).

Nous aurons besoin de la notion de substitution dans les formules.

6.5 Substitution de variables dans les formules

Soit o une substitution {1 — t1,...2, — t,} (ot les z; € X et les t; € T(F, X)). On rappelle que dom(c) =

{z1,...,2,}, et on note I'm(o) 'ensemble des variables qui apparaissent dans les termes t1,...,t,.
Définition 20 Soit ¢ € L', on note o la formule ¢ dans laquelle toutes les occurrences libres de x1 ..., %,
ont été remplacées respectivement par ty,...,t,.

o P(t),...,t0)o = P(tho,...,t o)
o (mp)o =—po
o (pXY)o = oo, ot <E {V,A\,—}

Fx(pp) si x € Dom(a) 0t p = 0|pom(o)\{x}
o (zp)o = ¢ Fx(po) si x ¢ Dom(o) et x ¢ Im(o)
Jy(p{z — y}o) sixz ¢ dom(o) et x € Im(o) ety ¢ viibres(p)

Exemple 19 On considére la substitution o = {y — f(2)}. On a :
o (3z,p(x,y))o = Jup(z, f(2));
* 3y, p(z,y))o = Jy, p(z,y);
* (3z,p(z,9))o =3, p(z, f(2)).

Remarque 12 Dans la Définition [20, il faut comprendre [’égalité comme la congruence induite par le renom-
mage de variables liées, car par exemple pour (Jxp)o il faut choisiry ¢ viibres(y). Toutefois, cette définition
est acceptable telle quelle car on peut établir que
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Proposition 6 Siy ¢ viibres(p), alors Iz = Jyp{z — y}.
Preuve O

Exercice 9 Trouver d’autres bons exemples qui illustrent cette définition.
Exercice 10 Faire le lien avec la loi de réalphabétisation, en démontrant
Lemme 7 (Lemme de substitution)

ANE p{x =t} ssi ANz = [t]an] Ee

Remarque 13 Attention, il y a bien écrit “A, Nz — [t]ax] E ¢” et non pas “A, Nz — t] = ¢. En effet, i
faut interpréter le terme t, ce dernier n’était pas un élément du domaine mais un objet syntazique.

Preuve Soit Pr(y¢) la propriété donné dans le lemme. Nous allons démontrer que Pr(p) est vraie pour toute
formule ¢, par induction structurelle sur ¢.

Le cas de base porte sur une formule atomique P(t1,...,¢,). En utilisant le lemme [3| (lemme de substitution
sur les termes), on a :

AN Pty )z s t) ssi AN P(t{a s £}, ... oz s 1)
ssi ([ti{z = th]axr, ., [tn{z—t}]ar) € Py
ssi ([t1 Jarjwslt]ans - [t Jarws]t]an) € Pa
ssi A, N[z = [t]ax] E P, ..., tn)

dott Pr(P(ty, ... tn).

Les cas de la négation, conjonction, disjonction et implication sont laissés en exercice.
Soit une formule ¢ telle que Pr(p). Montrons que Pr(Jyy). Distinguons les trois cas de la définition

e Pour le cas ol y est le symbole z, (la substitution p est triviale) on a :

AN E (Fzp){z — t} ssi A\ E Tzp
ssi A, A[z — [t]an] E3ze

e Si y différent de x et y n’apparait pas dans ¢,

AN E Fye){z — t} ssi A\ E yp{z — t}
ssiil existe d € D4 t.q. A, Ny — d] E o{z —t}
ssi il existe d € D t.q. A, Ay = d[z — [t]axy—al E ¢
ssiil existe d € Dy t.q. A, Ny—dlz—[t]lar] Ee
ssi A, A[z = [t]an] E Jye
e Si y différent de z mais y apparait dans le terme t, il faut renommer. La preuve du cas précédent ne

fonctionne plus, et deés la premiere ligne.
|

Exercice 11 Finir la démonstration du lemme de substitution.



Chapter 7

Formes normales

Soit une formule ¢ du premier ordre.

1. forme préneze : @ est équivalente a une formule qui n’a que des quantificateurs accumulés au début.
0 =0Q1x192%2 ... Qnp(X1, ..., Ty)

2. forme de Skolem : elle est obtenue a partir d’une forme prénexe
Q121 Q0% ... Qnzn(x1,...,2,), en ne gardant que les quantifications universelles. Les variables quan-
tifiées existentiellement sont vues comme des fonctionnelles des variables quantifiées universellement plus
avant dans la forme prénexe. Elle est de la forme Vy1Vys ... Yy ¥ (y1, -+, Ym)-

On peut montrer que Yy1Vya ... Yymt' (Y1, ..., Ym) est satisfaisable ssi Q1x1Qoxs ... Qnrp,b(zy,. .., x,)
est satisfaisable.

En général, elles ne sont pas équivalentes.

3. forme clausale : elle est obtenue a partir d’une forme de Skolem
Yy1Vya .. . Ve, (Y1, ..., ym) en ne gardant que ¢’ (y1, . .., ym) que Pon met en forme normale confonctive
pour obtenir ¥ (y1,...,ym). On peut alors appliquer une méthode de résolution, dans le méme esprit que
celle du calcul propositionnel.
7.1 Formes prénexes
Définition 21 (Forme prénexe) Une formule est en forme prénexe lorsqu’elle est de la forme

Q1219272 ... Qnxn1),

ot chaque Q; est le symbole 3 ouV et Y ne contient aucun quantificateur. La partie Q1x1Qoxo ... Qy, est appelée
préfixe et 1 est la matrice.

Exemple 20 Les formules 3aVyP(x,y) et VadyP(x,y) sont en forme préneze.
Exemple 21 Par contre, la formule 3x((P(z,y) — YyP(y,x)) nest pas en forme prénexe.
Proposition 8 Toute formule admet une forme prénexe équivalente.

Preuve On considere I'algorithme suivant :

29
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1. Renommer les variables de facon a ce qu’aucune variable n’ait a la fois une occurrence libre et une
occurrence liée, ni d’occurrence liée a des quantificateurs différents.

2. Appliquer tant que possible les lois de conversion des quantificateurs et les lois de passage.
Ces transformations successives préservent 1’équivalence des formules. O
Exercice 12 Finir l'argument de la preuve de la Proposition[§

Exemple 22 Ja2VyP(z,y) — VaIyP(y,z) = Jy'Va'JaVyP(x,y) — Py, z’).
Rappel des lois de passage : si x ¢ vlibres(y),

Ve(p Ay) = (Vazp) Ay Ve(p = ¢) = (Jzp) =9
Jx(pAY) = (Jzp) AP Jx(p =) = (Vap) =9
Ve(p V) = (Vap) Vi Ve(yp — @) = ¢ — (Vap)
Jz(pVy) = (Frp) Ve Jz(p — @) = Y — (3zp)

7.2 Formes de Skolem

Dans cette section on se fixe une signature S.

Soit ¢ = Jxe) close. On rappelle que A = ¢ ssi il existe d € D4 tel que A, [z — d] = 9.

Considérons maintenant la signature &’ = SU{c(0)} ol ¢ est un nouveau symbole de constante, i.e., ¢ ¢ F.
Soit §’-structure A’ qui est comme A avec en plus ¢4 = d. Clairement A’ | y{x — c}.

Ainsi, 3z1p a un (F, P)-modele ssi {x — ¢} a un (F U {c}, P)-modele, ou ¢ ¢ F.

Soit maintenant la formule ¢ = Vy3x1) sur une signature S. Une S-structure A est un modele de ¢ ssi pour
chaque d € D 4 il existe d € D4 tel que A, [y—d,z— d,] E .

On considere une fonction m : D4 — D4 qui a chaque d € D 4 associe 'un des éléments deD A, de sorte
que A, [y~ d,z—d] = .

Alors en enrichissant la signature S = (F,P) en 8’ = (FU{f(1)},P) avec ou f(1) ¢ F et en prenant la
structure étendue A’ ot fA/ =m, on a

A'E{z = f(y)}

Donc ¢ admet un modele ssi Vyy{z — f(y)} admet un modele.
On généralise ce principe pour mettre une formule ¢ en forme de Skolem et obtenir une formule Sk(y¢) sans
plus aucun quantificateur existentiel.

On suppose se donne pour chaque variable z € X et chaque formule ¢ € £! un nouveau symbole de fonction
fu,o & F, et on définit la nouvelle signature

'Ssk = (-Fekap)
ot Fop :=FU{f, |z e X,pecLl}
Définition 22 Les symboles de fonctions f, , s’appellent des symboles de fonctions de Skolem.

Définition 23 (forme de Skolem) Soit ¢ une formule prénexe. La forme de Skolem de ¢, notée Sk(p), est
la formule définie par induction sur :

e sip est sans quantificateur, Sk(p) = ¢
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o Sk(Vap) = VaSk(p)

o Sk(Jzp) = Sk(p){z = f1.o(Yrp)} 0U Yo, est une énumération des variables libres de la formule 3rp,
et ot f, , est un symbole de fonction frais.

Exemple 23 La définition de la skolémisation ¢ IaVyVa'Iy'p(x,y) Ap(y',z') :

Sk(FxVyva'Iy'p(z,y) Ap(y', 2')
= Sk(Vy¥a'3y'p(z,y) Ap(y',z')
= VyVa'Sk(3y'p(z,y) Ap(y', ')
= Vyva' Sk(p(z, y) Ap(y', "))y
= VYyVa'p(e,y) Ap(f(e,y,a’), x")

A\
A
A {z —c}

)
g{x - ¢}
e [y ) Ha = e}

Exemple 24

Sk(Fz1VaoVazIwyVesIaep(al, 22, 23, x4, x5, 26))

= Sk(VeoVrsIrsVasIrep(xl, 22, 23, x4, 25, 26)){z — c}

= VoVrsSk(IraVasIzep(xl, 22, 23, x4, 25, 26)){z — ¢}

= VaoVr3Sk(VrsIzep(xl, 22, 23, x4, x5, 26)){xs — f(x1, T2, 23, 25) H{z — ¢}

= Vo VasVas Sk(xep(al, 22,23, x4, 25, 26)){x4 — f(x1, 22,23, 25) H{z — ¢}

= VaoVasVas Sk(p(xl, 22, 23, x4, 25, 26)){xs — g(21, X2, 23, 25) H{as — f(z1,22,23)Hz — ¢}
= VaxoVarsVasp(al, 22, 23, x4, 25, 26){xs — g(1, %2, T3, 24, 5) H{ze — f(21, 22, 23)H{z — ¢}
= VaoVasVasp(zl, 22, 23, x4, x5, g(c, T2, x3, f(c, X2, x3), x5, g(C, T2, T3, f(C, T2, T3),X5))

Théoréme 9 Soit  une formule prénexe close. On a : Sk(p) est satisfaisable ssi ¢ est satisfaisable.

Preuve Nous allons montrer une propriété plus riche : toute formule ¢ est satisfiable dans une certaine
structure ssi on peut enrichir cette structure avec des interprétations des fonctions de Skolem pour satisfaire
Sk(p). Plus formellement, étant donnée une structure A = (D, {fA};cx, {P*}pcp) on dira qu'une structure

A =D {fAYrer, {PX Y pep) btend A si
o« FCF,
e D=1D"
o /A = fA pour tout symbole de fonctions f € F
e et PA" = P4 pour tout symbole de prédicat P € P.

Autrement dit, A" étend A si on a seulement ajouté des interprétations pour de nouveaux symboles de fonctions.
Nous introduisons la propriété Pr(p) pour toute formule prénexe (pas forcément close) :

en notant S la signature de la formule ¢, pour toute S-structure A, on a :
[pour toute affectation A sur les variables libres de ¢, A, A = ] ssi
il existe une structure A’ qui étend A avec pour toute affectation A, A, A = Sk(p)].

‘(p sans quantificateur ‘ Nous avons :

AN @ ssi AN Sk(p) car Sk(p) = ¢
ssi il existe A’ étendant A avec A, N = Sk(p)

car Sk(¢) ne parle pas des nouveaux symboles de fonction qui sont interprétées dans A’. D’out Pr(yp).
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Pr(Yap) | Supposons Pr(y) et montrons Pr(Vzyp).

pour tout A sur les variables libres de Vap A, \ = Vap

ssi
ssi
ssi
ssi

pour tout A sur les variables libres de VY , pour tout d € D, (A, N[z :=d] = ¢)

pour tout A sur les variables libres de ¢, (A, X = )

il existe A’ étendant A avec pour tout A sur les variables libres de ¢, A", A |= Sk(y)

il existe A’ étendant A avec pour tout A sur les variables libres de Vzp, A', A = VzSk(p).

Pr(3zy) | Supposons Pr(y). Montrons Pr(Jzy).

Réciproquement, supposons pour tout A, € D, A, \ = Jxp. Ainsi, pour tout A, il existe d € D tel que A, [z —

d = ¢

pour tout A, A", A |= Sk(3zp) ssi pour tout A, A, A = Sk(p){z — f, ,(¥re)}
ssi pour tout A, A, A[z = [ f, o, (Fep) lara] = Sk(p)
ssi pour tout A, A, Az — ﬂfmw (Uop) Jan] E @
implique pour tout A, il existe d € D, A, X = ¢
implique pour tout A, A, \ | Jxp

On rappelle que A est définie sur I’ensembles des variables libres ¥, , de ¢. Par 'axiome du choix,

il existe une fonction choiz : D% — D, qui donne un tel d pour chaque affectation A. On étend alors la
structure A en une structure A’ en interprétant [z, Par la fonction choiz. On a alors :

pour tout A, A, A = Jxy implique pour tout A, il existe d € D, A, A[z — d] = ¢
implique pour tout A\, il existe d € D, A, A[z — d] = Sk(p)
implique pour tout A, A', X[z — choiz(A(¥z,,)] E Sk(p)
implique pour tout A, A, A\[z — [ fop(Gepo) I, =Sk(e)
implique pour tout A, A, A |= Sk(@)[x = f, ,(¥re)]
implique pour tout A\, A, \ &= Sk(Izy)

7.3 Forme clausale

Définition 24 Une formule est en forme clausale si elle est en forme standard de Skolem Vx1Vzs .. . Va,i(zq,. ..
et si sa matrice P(x1,...,x,) est en forme normale conjonctive.

Une formule en forme clausale V1 Vo ... Vo, (1 A g A ... 9y,) peut étre vue comme l'ensemble de clauses

{1/117@527 e

,wm,}a pulsqu7on a

Vo(hr Ao A Pn) = (Vo) A (Vae) Ao A (Vayn,)

Exemple 25 On considére la formule JxVyVa'Iy [p(x, y) Ap(y',z")] de Z’Exemplepour laguelle on a obtenu
la forme skolémisée

vyva'p(c,y) Ap(f(e,y,z'), z')]

A cette derniére on associe [’ensemble de clauses

{—\p(C, y)vp(f(ca Y, ‘T/)v ‘T/)}

3

Tn)
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Exemple 26 On reprend la formule 3x1VroVesIryIrep(xy, xo, 3, T4, T5, Tg) de Z’Exemplepour laquelle on
a obtenu la forme skolémisée

V-702\szSVZI?ESZ)(m17 T2, X3, T4, 5, Q(C, Z2,Ts3, f(ca T2, 1’3), s, g(C, T2,T3, f(ca T2, xB)v .’E5))
A cette derniére on associe lensemble de clauses singleton
{p(‘rlv T2,X3,T4,Ts5, g(C, ZT2,T3, f(cv Z2, x3)7 555,9(0, x2,T3, f(67 xo, $3)7 .’E5))}

Théoréme 10 Soit C un ensemble de clauses résultant de la mise en forme clausale d’une formule ¢. Alors ¢
est insatisfiable ssi C est insatisfiable.

Remarque 14 Ce théoréme forme la base de nombreuxr démonstrateurs automatiques utilisant une représentation
des formules en forme de clauses. Il établit que la recherche de l'insatisfiabilité d’une formule ¢ est équivalente
a la recherche d’insatisfiabilité de sa représentation en forme clausale C.

Cependant ¢ et C ne sont pas logiquement équivalentes puisque les formules de C sont définies sur une
signature étendue (die au procédé de Skolémisation).

7.4 Théoréme de Herbrand

Nous mettons en exergue une famille de structures qui repose sur les algebres de termes clos et qui suffiront a
déterminer I'insatisfaisabilité (ou de fagon équivalente la validité) d’une formule du premier ordre.
On suppose que la signature S = {F, P} contient au moins un symbole de constante.

Exercice 13 Pourquoi ?

Définition 25 (Structure de Herbrand) Une structure (ou modele) de Herbrand est une S-structure H
dont la F-algébre est T (F) celle des termes clos.

Par conséquent il y a une structure de Herbrand pour chaque fagon d’interpréter les symboles de relations, et
donc de choisir pour chaque R € P,, quels n-uplet (¢1,...,t,) sont dans R?. En posant I’ensemble des formules
atomiques closes, appelé base de Herbrand,

AtomesClos(F,P) := {R(t1,...,tn) | R € Py et t1,...,t, € T(F)}.

Une structure de Herbrand est donc complétement déterminée par un sous-ensemble A de AtomesClos(F,P)

en posant
]—z’H = {(tl, ce ,tn) |R(t1, s ,tn) € A}

Exemple 27
Théoréme 11 (de Herbrand) Un ensemble de clauses est satisfaisable ssi il admet un modéle de Herbrand.

Preuve Soit C un ensemble de clauses.
Le sens (<) est évident.
Supposons C satisfaisable dans une structure A = (D, {f*} ;cx, {PA}pep).
On considere le modele de Herbrand #H 4 défini par ’ensemble

{R(t1,...,tn)| € AtomesClos(F,P)| A = R(t1,...,tn)}.

On établit que pour toute clause C' € C, et toute substitution (close) o : X — T(F), c’est aussi une
‘H-affectation, on a

AECossiH,o=C

On raisonne par induction sur C'.
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e Si C = R(t1,...,t,) alors Co = R(,...,), donc
AECo
ssi A E R(ti0,...,t,0)
ssi (tio,...,t,0) € R
ssi H,o = R(t1,...,tn)

e pour C = —R(ty,...,t,) on utilise le méme raisonnement.

e le cas C'= (4 V Cs est évident par induction.

7.5 Théoreme de Herbrand et ses conséquences

Grace au Théoreme de Herbrand, on va pouvoir établir un lien entre formules du premier ordre et ensemble de
formules du calcul propositionnel. On supoose que la signature S = (F,P) contient au moins un symbole de
constante.

A une clause C' on associe l'ensemble H(C) de ses instances de Herbrand défini par

H(C):={Colo: X = T(F)}

et pour un ensemble de clauses C on pose H(C) := g H(C).

Exemple 28 On considére la signature S = {{a(0),b(0), f(1){P(1),Q(2)}} et on considére ’ensemble de
clause C—{P(x)VQ(f(2), 1), Qz,2)}. Alors H(C) = { P(a)VQ( (@), a), Pa)VQ(f(a), b), PONVQ(F(B), a), PB)V
Q(f(6),b), P(f(a)) v Q(f(f(a)),a), P(f(a)) vV Q(f(f(a)),b),...,Q(a,a),Q(b,b),Q(f(a), f(a)),...}

Théoréme 12 Soit C un ensemble de clauses sur S = (F,P). Alors, C est satisfaisable ssi 'ensemble H(C) vu
comme un ensemble de clauses propositionnelles sur 'ensemble de propositions AtomesClos(F,P) est satisfais-
able.

Preuve On pourra montrer que pour toute clause C' dont I’ensemble fini de variables est {z1,...,2%}, on a

HE Ve ... VapCssiH = H(C)

Exemple 29

Théoréme 13 (Théoréme de compacité de la logique des prédicats) Un ensemble de formules du pre-
mier ordre est satisfaisables si, et seulement si, chacun de ses sous-ensembles finis est satisfaisable.

Preuve On profite ’équisatisfaisabilté entre les formules et leur mise en forme clausale, du théoreme de
Herbrand et de la compacité du calcul propositionnel. O

Théoréme 14 (Théoréme de Lownheim-Skolem descendant) Soit une signature S = (F, P) dénombrable,
et E un ensemble de formules closes sur S. Alors E a un modéle si, et seulement si, E a un modéle dénombrable.

Preuve Supposons que l'ensemble E a un modele On peut skolémiser les formules de E en augmentant
Pensemble F en Fg. Soit Sk(FE) 'ensemble de formules obtenues. Remarquons que dans le procédé de
skolémisation si F est dénombrable alors F, 'est aussi.

Comme E a un modele ssi Sk(FE) a un modele, d’aprés le Théoréme de Herbrand Sk(E) a un modele de
Herbrand H de domaine 7 (Fx), qui est dénombrable. On considere la restriction H| de la structure H aux
symboles de fonctions de F. Alors H|z est un modele de E, et il est clairement dénombrable. |



Chapter 8

Systemes de preuve

On peut se munir d’'un nombre fini de principes de déduction, appelé systéme de preuve qui consiste en la
donnée de :

e un ensemble d’aziomes, et
e des regles

qui, étant donnée une théorie (i.e., ), permettent de déduire
Il existe différents systemes de preuves, parmi les plus standards on trouve :

o les systémes axiomatiques (ou systémes de Hilbert);
e la déduction naturelle;
e le calcul des séquents.

Nous verrons brievement leur principe.
Il existe aussi un systéme de preuve pour une approche par résolution, analogue a celle considérée pour
le calcul des propositions et qui requiert des formules en forme clausales que nous étudierons en détail en

Section R3]

Tous ces systemes ont la propriété d’étre ;
e corrects au sens ou tout ce qu’on infére est vrai, et
e complets au sens ou toute vérité admet une preuve dans le systéme de preuve considéré.

C’est en ce sens qu’on énonce :

Théoréme 15 (Complétude de la logique du premier ordre) Le calcul des prédicats est complet, c-d-d.
qu’il existe des systemes de preuve complets.

8.1 Les systémes de preuve (par preuve directe)

8.1.1 Les systemes axiomatiques

Cette partie est a complétée en donnant la définition :

o des systemes axiomatiques (ou systémes de Hilbert);

35
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e de la déduction naturelle;

e lu calcul des séquents.

CHAPTER 8. SYSTEMES DE PREUVE

avec des exemples de preuves dans certaines théories.

8.2 Déduction naturelle

La déduction naturelle est un systeme de preuve qui formalise les preuves rédigées par les mathématiciens, mais
au prix d’un plus grand nombre de regles. On considere des jugements notés I' - ¢ ou I' est un ensemble fini
de formules et ¢ est une formule. Un tel jugement se lit “en supposant I', j’ai démontré ¢”.

i - fFaibli tL b d&
axiome F’AF A altalblissemen F7B FA apbsurae F FA
Regles d’introduction Regles d’élimination
N I'VA+B 'rA TF(A— B)
T+ (A—> B) T B
A 'A TFrB I'E(AAB)  T'H(AAB)
'+ (AAB) r-A '-B
y '-A I'-B '-(AvB) T,ArC T,BrFC
'+ (AvV B) '+ (AvVB) r-c
- ARl I'--A TFA
'-A L1
I Alx =t I'-3zA ryA-c | .
| S Y ey e ou z non libre dans I', C
I'-VvzA
4 % ou z non libre dans I" Wisf)ﬂ
B 'k ¢z :=1t) Pk (t=u)
B Lk (t=1t) LF oz :=u)

Définition 26 Soit I' un ensemble fini de formules et ¢ une formule. Une preuve en déduction naturelle de

T'F ¢ est une suite finie de jugements telle que :

o tout jugement est obtenu a partir de l'application d’une regles sur des jugements précédents ;

o e dernier jugement est I' - .

Exemple 30 Voir Pravda.
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Notations 27 Soit E un ensemble (potentiellement infini) de formules. On écrit E Fpn ¢ pour dire qu’il
eziste une preuve en déduction naturelle de I' = ¢ pour I fini et inclus dans E.

Théoréme 16 (Correction de la déduction naturelle) Si Etpy ¢ alors E = .

Preuve Supposons E Fpy ¢. Il existe donc une preuve de I'yg - ¢ en déduction naturelle. Soit ¢ la longueur
de cette preuve, i.e. la longueur de la suite finie. Pour tout n € {1,...,¢}, on pose la propriété Pr(n) :

“si T'y F o, est le n-éme élément de la suite, alors T'), = ¢,,.”

On démontre que pour tout n € {1,...,¢}, la propriété Pr(n) est vraie. Pour cela, on proceéde par récurrence
forte sur n. Soit n € {1,...,£} telle que Pr(i) pour tout i < n. Montrons Pr(n). Le reste de la démonstration
est une étude de cas sur la regle appliquée pour obtenir le jugement '), - ¢,,.

e Cas de l'introduction du 3.

Dans ce cas, le jugement I';, - ¢, est de la forme I' = Jz A et il existe un jugement qui le précede, a la
position ¢ < n, dans la preuve de la forme I' - Az := t].

Par Pr(i), on aI' = Az := t]. Soit A une structure et A une affectation telle que A, A = T". Nous avons
A, X = Alz := t]. Mais alors par le lemme [7, A, Az — [¢]a] E A. Donc, A,\ |= 3zA.

o Cas de l'introduction du V.

Cela revient a supposer I' = A avec x non libre dans T', et & montrer que I' = Vx A. Soit A une structure
et \ une affectation telles que A,\ = I'. Comme z est non libre dans T, on a pour tout d € Dy,
A, Mz — d] = T'. Par hypothese (de récurrence Pr(i) ou ¢ est I'indice du jugement I' - A), on a
A, ANz — d] E A, et ce pour tout d € D 4. Ainsi, A, A = VzA.

O
Exercice 14 Finir la démonstration de la correction.
Théoréme 17 (Complétude de la déduction naturelle) Si E = ¢ alors EFpy .
Preuve Admis pour 'instant. O

8.3 La résolution : un systeme de preuve par réfutation

Le théoreme de Herbrand nous permet de corréler calcul des propositions et logique du premier ordre.

Le principe du systeme de preuve par résolution pour la logique du premier ordre exploite le fait que
l’ensemble des instances d’une clause C' est un ensemble tres régulier : cet ensemble H(C) d’instances de
Herbrand est d’ailleurs représenté par la clause C elle-méme.

Lorsqu’on considere un ensemble de clauses C contradictoire, on sait qu’il existe une preuve de cette contra-
diction en appliquant la résolution & I'ensemble de clauses propositionnelles de H(C) (Théoreme[12)). L’idée est
de simuler la preuve de contradiction dans H(C) par une preuve dans C : pour deux clauses C et C’ on exécute
en une seule étape un pas de résolution entre toutes les instances de Herbrand de C' et toutes les instances de
Herbrand C'.

8.3.1 Regles

On considere donc le systeme de regles de la Figure qui, comme pour le cas propositionnel, est composé
d’une regle de coupure et d’une régle de factorisation, dans lesquelles on a fait apparaitre explicitement les
variables de chacune des clauses sous la forme VZ, Vy, et VZ, pour plus de clarté.

Dans la reégle de coupure on suppose que Z N4 = @) ce qui ne perd pas de généralités quitte & renommer les
variables de la clause =P (¢) V C’ par exemple.
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VZ(P(3G)VC) Ygy(=P(t)vC") y= Yﬁr(P(t_) v C")
(Coupure) — y zNy=10
vACV o z=Var((CVCo)
o est un u.p. de § Z7
7 3 z=Var(P(35)V P(t)VvC)
(Factorisation) va(P(3) v P(H) v C) z=Var((CVC)o)

vz(P(5) v C)o o est un unif. princ. de 5 L1

Figure 8.1: Regles de résolution en logique du premier ordre
Définition 28 Soit C un ensemble de clauses et C une clause.

On note CFr1C' si on peut dériver la clause C a partir de l’ensemble de clauses C en utilisant une des régles

du systéme de résolution données en Figure[8.1]
On note CHR,C si Cpeut étre dérivée a partir de C en utilisant zéro ou plusieurs regles du systéme de

résolution données en Figure[8.1]
Exercice 15 Montrer que
{P(x, ), 2P (z,y) v P(z,5(y)), 7P (x,5(s(2)))) }rra P (2, s(x))
puis que

{P(z,2),~P(x,y) V P(x,5(y), 7P (x,s(s(x)))) }rra L

8.3.2 Correction

On montre d’abord que les regles de la Figure [8.1| sont correctes.
Lemme 18 (Correction des régles de résolution) Si CHi,C alors C' est une conséquence logique de C.

Preuve On note VC' la cloture universelle de la clause C' c’est a dire la formule obtenue en préfixant par une
quantification universelle sur toutes les variables qui apparaissent dans C.
On établit la correction des régles de résolution en montrant que pour toute structure A,

o si AE=VC et AE=VC; et quon a

alors A = VC, et
e si AEVC et AE=VC et quon a

Factorisation CC«/
alors A |=VC'.
O

Remarque 15 Attention, la réciproque du Lemme est fausse. La clause Vo, T(x)V —T(x) est valide et donc
conséquence logique de tout C. Pourtant si le symbole de prédizcat T n’apparait pas dans C, on ne peut avoir
CripiVe, T(z) v -T(x) !
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8.3.3 Complétude

On montre maintenant que les regles de la Figure [8.1] sont completes.
On procede en établissant plusieurs lemmes.

Lemme 19 (Lemme de relévement a un pas) Soient deuz clauses Cy et Cy et soient D1 € H(C4) et Dy €
H(Cy).

Coupure : si {Dy1,Da}rD3 par la régle de coupure, alors il existe une clause C3 telle que {Cy,Ca}r1C5 avec
D5 € H(C3) par la régle de coupure.

Factorisation : si {D1}rDs3 par la regle de factoriation, alors il existe une clause Cs telle que {C1}r1C3 avec D3 €
H(C3) par la régle de factorisation.

Preuve au tableau.

On peut alors montrer par induction sur la longueur de la dérivation en utilisant le Lemme [19]| que :

Lemme 20 (Lemme de reléevement) Si C est un ensemble de clauses et que H(C)FrD alors il existe une
clause C telle que CHjx,C avec D € H(C).

Théoréme 21 Soit C un ensemble de clauses.

C est insatifaisable si, et seulement si, Ckg, L

Preuve Par le Lemme si CkR, L alors C n’est pas satisfaisable.

Réciproquement, si C n’est pas satisfaisable, alors d’apres le Théoreme I’ensembles de clauses proposi-
tionnelles H(C) ne l’est pas non plus. Puisque le systéme de résolution du calcul propositionnel est complet,
on a H(C)Fi L. Le Lemme 20| de relevement nous donne une clause C telle que CHg,C avec Le H(C). Mais
alors le seule clause C' dont une instance est L est L elleeméme. Ce qui conclut. O

8.3.4 Bilan sur la résolution

Contrairement & la déduction naturelle, qui est directe (pour montrer ¢1, ..., ¢, = ¢ je démontre @1, ..., @, FpN
©), la résolution est un systeéme de preuve par réfutation. Résumons comment utiliser la méthode de résolution.

Méthode de résolution
Pour montrer que @1, ..., p, E ¢ al’aide de la résolution :

1. je considere les formules 1, ..., @, et =,

car je congois que @1, ...,¢on = @ ssi {p1,..., 0, 7@} insatisfiable ;
2. je les passe en forme prénexe ;
. je skolémise ;

. je transforme en clauses ;

(92 B V)

. j'applique les regles de coupure et factorisation jusqu’a obtenir L.

Exemple 31 Soit ¢1 la formule Ve ((Jy ~R(x,y)) — Jy (R(z,y)AR(y,x))) et w2 la formule Va Yy Vz ((R(z, y)A
R(y, z)) = R(z,2)).

Soit ¢ la formule 3z R(xz,x). On souhaite utiliser la méthode de résolution pour démontrer que p1, 2 E ¢.



40

CHAPTER 8. SYSTEMES DE PREUVE

. Je considére p1, @2 et —p.

. 1 =VaIyVz(-R(x,z) — (R(z,y) N R(y,x))) ;

wo =V Yy Vz ((R(z,y) A R(y,2)) = R(z,2)) ;
- =V, R(z,x).

. Les formes Skolemisées correspondantes a respectivement @1, 2 et —p sont :

venant de p1: VaVz(-R(z,z) — (R(x, f(x)) A R(f(z),x)))
venant de po: Y Yy Vz ((R(z,y) A R(y, z)) — R(z, 2))
venant de —p: Vo, ~R(x,x)

. On obtient alors les clauses :

venant de p1: R(x,z)V R(z, f(z)) et R(z,2) vV R(f(x),x) ;
venant de ps: = R(x,y)V - R(y,z) V R(x, 2)

venant de —p: - R(z,x)
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5. On applique les régles de coupure et factorisation (les renommages ne sont pas indiqués) :

(a) R(z,z) Vv R(z, f(z))

(b) R(z,z) vV R(f(z),z)

(¢c) ~R(z,y) V =R(y,z) vV R(z, 2)
(d) =R(z,x)

(¢) R(z, f(x))

(f) R(f(z),x)

(9) ~R(f(2),2) V R(z, 2)

(h) R(z,z)

(i) L

donnée

donnée

donnée

donnée

coupure sur (a) et (d) avec [z := x]
coupure sur (b) et (d) avec [z := z]
coupure sur (e) et (c¢) avec [y = f(z)]
coupure sur (f) et (g) avec avec [z := z]

coupure sur (h) et (d)
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Chapter 9

Théories du premier ordre

Etant donné un ensemble de formules E, on note Cn(E) I'ensemble de toutes les conséquences logiques de E :
Cn(E):={p € L'|E = ¢}.

Exemple 32 Considérons E = {Vz,R(x,z)}. Alors Cn(E) contient aussi les formules Yx3IyR(z,y),
VaVy(xr =y) = R(x,y), toutes les validités, etc.

9.1 Notion de théorie du premier ordre

Une théorie est un ensemble de formules, qui est clos par conséquence logique.
Définition 29 Une théorie du premier ordre est un ensemble T de formules tel que Cn(T) = T.

Remarque 16 Dans la Déﬁm’tion on peut aussi ne mettre que Cn(T) C T puisqu’on pour tout ensemble de
formules E on a toujours E C Cn(E).

Notez qu’une théorie contient toutes les validités. Il existe une plus petite théorie : celle qui contient
uniquement les validités. A P’autre extréme, on trouve la théorie qui consiste en 'ensemble £! tout entier; c’est
la seule théorie insatisfaisable.

9.2 Théories a partir de structures et classes de structures
Définition 30 (Théorie d’une structure) Pour structure A, on définit la théorie de A par
Th(A) :={p € L' | A | ¢}

La théorie d’une structure A est 'ensemble des formules qui sont vraies dans A.

Définition 31 (Théorie d’une classe de structures) Pour toute classe de structures IC, on définit la théorie
de IC par

TH(K) := {¢ € L' | A = ¢, pour toute structure A € K}.
En particulier, Th(A) = Th({A}).

Si pour un ensemble E de formules, on note Kg la classe des modeles de I'ensemble E de formules, alors
Th(Kg) coincide avec I’ensemble de toutes les conséquences logiques de E : Th(Kg) = Cn(E).
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9.3 Axiomatisation

Définition 32 (Théorie axiomatique) Pour un ensemble récursif de formules Az C L', appelé ensemble
d’axiomes, on définit la théorie axiomatisée par Az comme l'ensemble de formules Th(Az) défini par

Th(Az) == {p € L' | 4z |= p}.
Exercice 16 Vérifier que les Définitions et[39 produisent des théories.

On peut s’intéresser a la classe des structures qui sont modeles d’une théorie axiomatisée.

VaVyVz[(z x y) * 2 = z * (y * 2)]
Exemple 33 L’ensemble fini de formules suivant caractérise la classe des groupes : AZgroupes § VZ[(z*e =) A (e*x z = z)]
Ve[(x xi(z) = e) A (i(x) xx = e)]

Exercice 17 Proposer un ensemble fini d’axiomes pour le classes des corps.

Plus généralement, on se pose des problemes de déduction, tels que savoir si une formule donnée ¢ est
conséquence logique de Ax (Ax |= @), c-a-d. de savoir si la propriété ¢ est vraie dans toute la classe Kry(ax)-

Exemple 34 La formule VaVy[z xy = e — y = i(x)] qui exprime que dans un groupe linverse & droite est
unique est vraie de tous les groupes, ce qui s’exprime par

ou encore

VaVylz «xy = e = y = i(2)] € Th(4Zgroupes)

Définition 33 (Théorie compléte) Une théorie T est complete si pour toute formule o, on a ¢ € T ou
-peT.

Exemple 35 Par exemple, pour n'importe quelle structure A, la théorie Th(A) est compléte. A contrario, on
remarque que seuls les groupes qui admettent un élément d’ordre 2 satisfont la formule Vx(x # e ANz xx = e).
Par conséquent ni Va(x # e Nz« x = e) ni sa négation ne sont conséquences logiques de Th(ATgroupes), de sorte
que cette théorie n’est pas compléte.

Exemple 36 Dans le méme esprit que I’Exemple[35, on peut établir que la théorie des corps n’est pas compléte :
par exemple en considérant la formules 14+1 = 0. En revanche, et la preuve est complexe, on peut montrer que
la théorie des corps algébriguement clos de caractéristique nulle est complete.

Cette théorie est axiomatique : on l’obtient en considérant les axiomes des corps auzxquels on ajoute linfinité
d’axiomes swivants : 1+1#0, (1+1)+1#0, (1+1)+1)+1#0, ... Notons que cet ensemble d’axiomes
est certes infini, mais récursif.

On dit que deux structures A et B sont élémentairement équivalentes si pour toute formule ¢ € £! on a
A = ¢ ssi B ¢. Il est alors facile d’établir que pour une classe K de structures, Th(K) est complete si, et
seulement si, deux structures quelconques de K sont élémentairement équivalentes.

Exemple 37 On peut montrer que (Q, <) et (R, <) sont élémentairement équivalentes.

11 est facile de montrer que :

Proposition 22 Une théorie T est compléte si, et seulement si, deuz modéles quelconques de T sont élémentairement
équivalents.
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Preuve Soit 7 une théorie complete, et soit deux modeles A et B de 7. Soit ¢ une formule. Comme 7T est
compléte, on sait que 7 = ¢ ou alors T = —¢. Ainsi, soit A = ¢ et B = ¢, ou alors A = —p et B |E —p.
Ainsi, A et B sont élémentairement équivalentes.

Réciproquement, soit 7 une théorie telle que deux modeles quelconques de 7 sont élémentairement équivalents.
Soit ¢ une formule. Si 7 n’est pas satisfiable, alors la question réglée : T est complete. Sinon, elle est satisfiable,
et considérons un modele A. Deux cas : soit A = ¢, ou alors A = —p. Sans perte de généralité, plagons
nous dans le cas o A | ¢. Considérons maintenant n’importe quel modele B de 7. Comme A et B sont
élémentairement équivalents, on a B |= ¢. Ainsi, T ¢. Le cas A |= = donne T = —¢. Donc T est compléte.

O

Définition 34 (Théorie axiomatisable) Une théorie T est axiomatisable (resp. finiment axiomatisable) sl
existe un ensemble récursif (resp. fini) de formules Az tel que T = Th(Az).

Remarque 17 De fagon équivalente pour la définition d’une théorie finiment aziomatisable en Définition [57),
on peut demander Uexistence d’une seule formule 0 telle que T= Cn(0), en prenant pour 0 la conjonction finie
des éléments de Az.

Exemple 38 La théorie des groupes est finiment axiomatisable. Celles des corps l’est également.
Théoréme 23 Si Th(4z) est finiment axiomatisable, alors il existe Azg C Az fini telle que Th(Azy) = Th(Az).

Preuve Si Th(Ax) est finiment axiomatisable alors (d’apres la Remarque il existe une formule 8 tel que
Th(Ax) = Cn(f). En général, 0 ¢ Ax, mais en revanche Ax |= 6. On utilise alors le théoréme de compacité
(Théoreme pour exhiber un sous-ensemble fini Axy C Ax tel que Axg = 6. Ainsi

Cn(0) C Th(Axo) C Th(Ax)
ce qui conclut la preuve. O

Dans la suite de cette section, nous ne considérons que des signatures raisonnables, au sens ou ’ensemble
de toutes les formules est dénombrable.

Remarque 18 On peut prendre dénombrable ou encore imposer que les ensembles {< f,n > |f € F,} et
{< R,n> | R € P,} sont récursivement énumérables.

Théoréme 24 1. Une théorie (sur une signature raisonnable) axiomatisable est récursivement énumérable;
2. Une théorie (sur une signature raisonnable) axiomatisable et compléte est récursive.

Nous montrons le Théoréme [24] au travers des sous-sections qui suivent et qui répondent, au passage, a des
problémes particuliers.

9.3.1 Récursive énumérabilité des formules valides

Compte tenu des notations de la section précédente, ’ensemble Th({)) représente ’ensemble des formules de E}g
qui sont valides.

Théoréme 25 Sur une signature raisonnable, l'ensemble Th(D) est récursivement énumérable.

Preuve Considérons un systéme de preuve correct et complet (lecteurs, vous étes libres : résolution, déduction
naturelle, etc.). Si une formule est valide, il en existe une preuve dans ce systéme. Ainsi, en énumérant toutes
les preuves, on pourra énumérer toutes les validités.

Plus techniquement, on peut énumérer toutes les séquences finies @1, @2, ..., ¢, de formules. Pour chaque
séquence, on vérifie qu’elle est conforme & ’application de régles de notre systéme de preuve (i.e., que c’est une
déduction). Si ce n’est pas le cas, on passe & la séquence suivante, sinon on ajoute la formule ¢, dans liste des
validités. O
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Le corollaire suivant établit le Point 1. du Théoreme [24] :
Corollaire 26 Si E est un ensemble récursif de formules, alors 'ensemble Cn(E) est récursivement énumérable.

Preuve D’apres le Théoreme |25 on peut énumérer les validités. Des lors qu'une validité a la forme ¢; —
Y2 = ..., — 1, on vérifie si chaque ¢; € F (ce qui est possible puisque E est récursif) et dans ce cas ajoute
1 a la liste des conséquences logiques de F. (]

D’apres le Théoreme I’ensemble Th(()) est récursivement énumérable. Par contre, il n’est pas récursif.
Pour le comprendre, paraphrasons notre question en terme du probleme de décision suivant :
VALIDE
Entrée : une formule p € L5.
Sortie : ¢ est-elle valide ?
Dire que 'ensemble Th(f) est récursif est équivalent a dire que le probleme VALIDE est décidable puisque
© est valide si, et seulement si, ¢ € Th(0).

Si effectivement une formule ¢ € Th(()), nous pouvons utiliser 'énumérateur de Th(f)) (voir Théoreme [25)).
En revanche, lorsque ¢ n’est pas valide, cet énumérateur ne nous est d’aucune utilité car comme on va le voir
dans la section suivante, il ne peut existe de critere pour 'arréter et décréter que la formule ¢ n’admet pas de
preuve.

9.4 Théories completes

Théoreéme 27 Soit E un ensemble récursif de formules tel que pour toute formule ¢ € E, on a E = ¢ ou
E |E —p. Alors l’ensemble Cn(E) est récursif.

Preuve Nous allons donner un algorithme qui, sur une formule donnée ¢, répond & la question “p € Cn(E)
7, c-a-d. “E |= ¢ 7. L’algorithme énumeére I'ensemble Cn(E) (c’est possible grace au Corollaire 26)). Si la
formule ¢ apparailt, on répond oui. Sinon, par hypothese, la formule —¢ apparaitra, et on répond non quand
—¢ apparait. O

Le Point 2. du Théoréme 24] est un corollaire de ce dernier théoréme.
Nous résumons la situation en Figure [9.1

Récursive Finiment axiomatisable

)
| TR |

Récursivement énumérable <———= Axiomatisable

Figure 9.1: Propriétés des théories pour une signature raisonnable.

Exercice 18 Soit T une théorie récursivement énumérable. Montrer qu’elle admet une axiomatisation récursive,
i.e. un ensemble récursif Az de formules tel que T = Th(Az).

9.5 Théorie des nombres

9.6 Théories axiomatisées particulieres

9.6.1 Théorie de I’égalité
Ax_
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Vex =x

Vavy(z = y) = (y = z)

VaVyVz(z =y ANy=2) >z =2

V. Ve, Yy Yy (N (s = vi) = f(or, ..., 2n) = f(y1,...,yn) pour tout f € F,
V. Ve, Yy Yy (N (2 = vi) = [R(21, ..., 2n) < R(y1,...,yn))] pour tout R € P,

Dans les deux prochaines sections, On s’intéresse a la signature pariculiére suivante ;
Les symboles de fonctions sont :

e 0(0) pour dénoter I'entier 0,

e 1(0) pour le successeur,

e +(2) pour la somme,

e x(2) pour la multiplication,

avec ['unique symbole de relation = (pour I’égalité).

On convient d’utiliser une notation infixe pour décrire les termes sur cette signature.

9.6.2 Arithmétique de Preburger

1) pour toute 1) € Ax—

Va(x +1#0)

Ve[(x =0)VIy(zx =y +1)]

Axpresh § VaVylr +1=y+1 =z =y]

Ve(r+ 0 =x)

VaVy(z + (y+1) = (z +y) + 1))

(p(0) A (Vyp(y) = ¢(y+1))) — Vzg(z) pour toute formule ¢

Théoréme 28 Th(Azp,esy) est récursive.
Preuve Elle est axiomatisable et complete (Presbuger 1929), on applique alors le Théoréme O

Un modele particulier de Th(Axp,esp) est la structure de domaine IV o les symboles de la signature sont
interprétés naturellement : 0 est I'entier 0, 1 est I’entier 1, etc.

Théoreme 29 Le probléme de décision

Arithmétique de Presburger
Entrée : une formule ¢ close sur la signature o = {0,1,+,=}
Sortie : N|= ¢ ?

est décidable.

Preuve Voir la section sur les structures automatiques. O

Corollaire 30 La théorie Th((IN,0,1,+,=)) est récursive.
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9.6.3 Arithmétique de Peano

L’ensemble d’axiomes étend Axpresp :

1 pour toute ¥ € AXpresp
Axpeano V.’E, rX0=zx
Vo,y,e x (y+1) = (z xy) +

Théoréme 31 (admis) Th(Azpeano) est indécidable.

Théoréme 32 (admis) Le probléme de décision

Arithmétique de Peano
Entrée : une formule ¢ close sur la signature o = {0,1,+, x,=}
Sortie : NE¢p ?

est indécidable.

9.6.4 Théorie des ordres denses



Chapter 10

Théorie des modeles finis et Jeux
d’Ehrenfeucht-Fraissé

10.1 Utilisation du Théoreme de Compacité

Le Théoreme de Compacité de la logique du premier s’énonce pour la classe de toutes les S-structures, mais il
devient faux lorsqu’on se restreint au structures finis. En effet, on a le théoréeme suivant.

Théoréme 33 (Echec du Théoréme de Compacité sur les structures finies) Il existe une théorie T telle
que T n’a pas de modéle fini, et tout sous-ensemble fini de T admet un modéle fini.

Preuve On définit 7 := {\, € L'|n € IN} sur la signature vide (mais ol les formules peuvent utiliser
Pégalité), ol A,, énonce que le domaine & au moins n éléments distincts. O

On peut toutefois exploiter le Théoreme de Compacité pour prouver 'inexprimabilité de certaines propriétés
en logique du premier ordre. C’est le cas de la propriété Pair définie par :

Pair(A) (i.e., la structure A a la propriété Pair) ssi le domaine de A est de cardinal pair.
Noter que la propriété Pair n’a de sens que pour les structures finies.
Proposition 34 La propriété Pair sur les O-structures n’est pas exprimable en logique du premier ordre.
Preuve Si la propriété Pair est exprimable par une formule ppair € /3%), on définit les deux théories
Ti = {@Pair} U{An|n € IN} et T3 := {-@pair} U {An|n € IN}

Par le Théoreme de Compacité, ces deux théories sont satisfaisables, et n’ont que des modeles infinis. Par le
Théoreme de Lowenheim-Skolem, elles ont des modeles dénombrables, soient A; et As, respectivement. Puisque
la signature est vide, ces deux modeles sont isomorphes, A; = As, et satisfont donc les mémes formules, ce qui
contredit A; = ¢pair €t Az E —@pair. O

Toutefois la Proposition repose sur le fait que les structures pour une signature vide. Quid du cas des
ordres linéraires finis, donc avec un symbole de relation binaire < ou les théories 77 et 77 sont enrichies par
les axiomes des ordres linéraires ? Le preuve ci-dessus ne marche plus car on peut trés bien avoir deux ordres
linéaires dénombrables qui ne sont pas isomorphes, typiquement (IV, <) et (@, <).

Dans ce chapitre nous décrivons les jeux de Ehrenfeucht-Fraissé comme un outil puissant permettant d’établir
Iinexprimabilité d’une propriété en logique du premier ordre sur la classe des structures finies.
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10.2 Notions préliminaires et rappels

Définition 35 On définit le rang (de quantificateurs) d’une formule ¢ € Fpo, noté rq(y), comme un entier
défini par induction :

e rq(p) =0 si ¢ n'a pas de quantificateur;

o rq(~p) = rq(p);

o rqlp NY) = rglp V) = rely = ¢) = max(rg(p), rq(¢));

o rg(Jrp) = rq(Vrp) =1+ rq(e).

On note L}, = {¢ € L | rq(p) < n} le sous-ensemble des formules de rang au plus n.
On rappelle la définition suivante.

Définition 36 Soit une signature S. Deux S-structures A et B sont élémentairement équivalentes, noté A = B,
si pour toute formule close ¢ € LY, A |= ¢ si, et seulement si, B = .

On définit pour chaque n € IN, I’équivalence A =,, B par : pour tout formule close p € L., A |= ¢ si, et
seulement si, B |= ¢.

Lemme 35 A = B si, et seulement si, A =, A, pour tout n € IN.

On rappelle qu’une théorie 7T est complete si deux modeles quelconques de 7 sont élémentairement équivalents.
On se fixe une signature S = (F,P), implicite dans la section.

Définition 37 Un isomorphisme de Ay = (D1, {f*1} jer, {P*}pep) dans Ay = (Do, {fA2} jer, {PA2}pep)
est une bijection h : D1 — Dy telle que pour tous dy,...,d,,d € Dy on a :

1. pour tout f € Fy, h(fA1(dy,...,dy) =d ssi fA2(h(dy),...,h(d,)) = h(d), et
2. pour tout R € Py, (dy,...,d,) € R ssi (h(dy),..., h(d,)) € R*2.

On notera A1 = Ay s’il existe un isomorphisme de Ay dans As.

Remarque 19 La relation = est une relation d’équivalence sur les S-structures.

Clairement, A; = Ay implique A = B, mais la reciproque est fausse en général, prendre par exemple les
structures (@, <) et (R, <). Toutefois, on peut établir que c’est le cas pour les structures finies.

Lemme 36 Pour toute structure finie A, il existe une formule close x 4 telle que B = x4 si, et seulement si,

B= A

Preuve On le montre lorsque A est un graphe, i.e., pour une signature avec un seul symbole de relation
binaire E. Soit donc A = ({a1,...,an}, E)E On pose

(Nizj ~ (@i = z5)) A (Vo V(2 = 24)) )
AN (as,aper E@i 25)) N (N, 0 e8 “E (@i, 75))

et on vérifie facilement que B |= x4 implique B = A. O

XA = Elzl...Elxn<

Un corollaire immédiat du Lemme [36] est que deux structures finies A et Bélémentairement équivalentes sont
isomorphes.

Corollaire 37 Sur les structures finies, isomorphisme et équivalence élémentaire coincident.

Remarque 20 L’isomorphisme de deux structures finies est un probléeme complexe : il est dans NP, mais on
ne sait pas a ce jour s’il est dans P ou NP-complet.

! Rigoureusement, on devrait écrire E4 au lieu de E.
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10.3 Jeux d’Ehrenfeucht-Fraissé

10.3.1 Notion d’isomorphisme partiel de structures

Définition 38 Un isomorphisme partiel de Ay = (D1, {f*1} rer, {PY1}pep) dans Ay = (D2, {f*2}rer, {P"2}pep)
est une fonction (partielle) injective h : D1 — D4 telle que pour tous dy,...,d,,d € dom(h) on a les Points 1.
et 2. de la Definition[37

On peut représenter un isomorphisme partiel A de domaine fini {ds,...,d,} par son graphe

{(dly h(dl))a AR (dna h(dn))}

Exemple 39 Soit S = {0,{E(2),=}}. On considére la S-structure A qui consiste en un graphe non-orienté
G a b sommets a 1,...,5 reliés en anneau. La S-structure B consiste en deux copies disjointes de G. Montrer
que, quels que soient les deux sommets by, by choisis dans le domaine de B, on peut trouver deux sommets dans
G tels que la fonction définie par h(ai) = by et h(ag) = by soit un isomorphisme partiel de A dans B. Qu’en
est-il pour 3 sommets ¢

10.3.2 Définition des jeux d’Ehrenfeucht-Fraissé

Deux joueurs Spoiler (joueur I) et Duplicator (joueur IT), une aréne donnée par une paire de S-structures A et
B de domaines A = {a,aq,...} et B ={b,by,...}, respectivement. Le joueur Spoiler essaie de montrer que les
structures ne sont pas isomorphes alors que Duplicator essaie de montrer qu’elles le sont mais en le justifiant
par “petits bouts”.

Pour chaque n € IN, on définit le jeu, noté EF, (A, B), qui se déroule comme suit : Le joueur I (Spoiler)
choisit un élément a; de A. Le joueur IT (Duplicator) doit alors répondre en donnant un élément b; € B tel que
{(a1,b1)} soit un isomorphisme partiel. Alternativement le joueur I peut choisir un élément b; de B, et alors
le joueur IT doit choisir un élément a; € A tel que {(a1,b1)} soit un isomorphisme partiel. L’élément {(ay,b1)}
est appelé la position dans le jeu apres le premier tour.

Si le jeu peut atteindre une position {(a1,b1),...,(an,b,)} (apres n tours donc) alors Duplicator gagne,
sinon, c’est que Duplicator a été bloqué avant le nieme tour, et c’est alors Spoiler qui gagne. Noter que chaque
position atteinte doit décrire (le graphe d’) un isomorphisme partiel de A vers B.

On peut aussi définir le jeu EF, (A, B) dans lequel on poursuit potentiellement indéfiniment la partie (i.e.
tant que IT n’est pas bloqué), mais ce jeu n’a pas beaucoup d’intérét lorsqu’on s’intéresse a la classe des struc-
tures finies, comme c’est le cas dans ce chapitre.

Pour la suite, on reste informel pour les notions de stratégie et de stratégie gagnante auxquelles on donne
leur sens habituel dans un jeu & deux joueurs.

Exemple 40 Considérons deuzx O-structures A et B, c’est a dire des structures que une signature S = 0, qui
sont donc justes des domaines. Alors le joueur II a une stratégie gagnante dans le jeu EF, (A, B) dés lors que
A et B ont au moins n éléments.

L’intuition est qu’en ne jouant qu’un nombre fini de tours (et méme un nombre infini de tours), il n’est pas
possible d’identifier le cardinal du domaine si ce dernier est infini. Prendre par exemple A= IN et B = R.

Exemple 41 Soit A un ordre linéaire a 3 éléments et B un ordre linéaire & 4 éléments. Combien de tours
faut-il a I pour battre II?

Proposition 38 Chaque jeu EF, (A, B) est déterminé, i.e., un des deuz joueurs posséde une stratégie gagnante.
Il en est de méme pour EFy (A, B).
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Preuve Supposons que I n’a pas de stratégie gagnante dans E'F,, (A, B). Donc quelque soit son premier choix,
IT a une réponse pour atteindre une position dans laquelle I n’a pas de stratégie gagnante dans le jeu résultant
an — 1 tours. Et le méme argument s’applique a ce dernier jeu.

Ainsi IT a une stratégie pour maintenir 'invariant “I n’a pas de stratégie gagnante dans le jeu partant de la
position courante”, c’est a dire que IT a une stratégie qui garantie de ne pas perdre. De ppart les conditions de
victoire du jeu EF, (A, B), cette stratégie de IT est gagnante.

On peut mener le méme raisonnement pour le jeu EFy (A, B). O

On remarquera que les jeux EF, (A, B) et EF, (B, A) (resp. EF (A, B) et EF.(B,.A)) sont “équivalents”
au sens ot Duplicator a une stratégie gagnante dans le premier si, et seulement si, il a une stratégie gagnante
dans le deuxieme. On note A ~gp, B (resp. A =gp_ B ) lorsque Duplicator a une stratégie gagnante dans
EF,(A,B) (resp. EF(A,B)). On remarquera que, d’apreés la Proposition [38] A #gr, B signifie que le joueur
I a une stratégie gagnante dans EF,, (A, B).

Lemme 39 ~gp, et ~gp_ sont des relations d’équivalence entre structures.
Preuve O

On peut établir de nombreuses propriétés sur les relations d’équivalences ~gr, .
Proposition 40 Pour toutes S-structures A et B, et tout entier n :
o A=pp B (correspondant a lisomorphisme partiel de domaine vide);
o Axpp A, et plus généralement, A= B implique A ~gp, B;
o Si Axgp B etm <n, alors Axgp, B; de sorte que si A#gp, B et m >n, alors A#&gp, B;

m

o si|A| <n et Axgr,,, B, alors A= B;

Preuve U

Exercice 19 Montrer que A =~gpr_ B implique A =~gr, B, pour tout n. Montrer que la réciproque est fausse
(On pourra remarquer que (IN, <) #gr._ (IN+ Q,<)).

10.3.3 Exemples de jeux d’Ehrenfeucht-Fraissé

Jeux EF sur les ensembles

Proposition 41 Pour tout n € IN, si |A|,|B| > n alors A =g, B.

Preuve La stratégie pour le joueur II est la suivante : supposons qu’on a déja joué ¢ tours et que la position
est {(a1,01),...,(ai,b;)}, et supposons que I choisisse un élément a; 41 dans A. Si a;41 = a; pour un j < g,
alors II choisit b;+1 = b;, sinon II choisit b;+1 € B\ {b1,...,b;} qui existe puisque |B| > n. O

Jeux EF sur les ordres linéaires On pourra jouer avec https://trkern.itch.io/efglo|et voir que pour
toute paire d’ordres linéaires finis distincts, et tout entier n, il faut garantir un nombre d’éléments dans les
domaines des structures pour que IT ait une stratégie gagnante.

Théoréme 42 Soitn € IN, et deux ordres linéaires A = (A, <) et B=(B,<). Si|A|,|B| > 2" alors A ~gp, B.
Preuve ]


https://trkern.itch.io/efglo
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10.3.4 Théoréme d’Ehrenfeucht-Fraissé
On admettra le théoréme fondamental suivant.

Théoréme 43 (Ehrenfeucht-Fraissé) Soient deuz S-structures A et B ot S est purement relationnelle (i.e.,

pas de symbole de fonction). Alors,
AEnB SSZ'.A%EF” B (10.1)

A=B SSiA%EFOQ B (10.2)

Exercice 20 Ezpliquer pourquoi I’Equation (10.2) n’a pas grand intérét si l'une au moins des structure est
finie.

On exploite le Théoreme pour établir que certaines propriétés sur les structures finis ne sont pas ex-
primables en logique du premier ordre.

10.4 Application des jeux d’Ehrenfeucht-Fraissé

10.4.1 Meéthode de preuve pour l'inexprimabilité de propriétés sur les structures
finies

En ce qui concerne les structures finies, on ne peut pas comme, pour les cas des structures arbitraires, établir
I'inexprimabilité d’une propriété en exhibant deux structures A et B élémentairement équivalentes mais qui pour-
tant sont distinquées par cette propriété. En effet, par le Corollaire deux structures finies élémentairement
équivalentes sont forcément isomorphes, et de fait satisfont les mémes propriétés.

L’approche classique pour prouver l'inexprimabilité d’une propriété dans les structures finies est néanmoins
tres proche de cette idée : Au lieu d’exhiber deux structures A et B, on exhibe deux familles de structures
{Ak |k € IN} et {Bj | k € IN} telles que

o A, = By, i.e., (Théoréme d’Ehrencfeucht-Fraissé) Ay, ~gp, Bk, et
e A; a la propriété P mais By ne 'a pas.
De telles familles montrent que P n’est pas exprimable en logique du premier ordre :

Corollaire 44 Soit S une signature. Une propriété P sur les S-structures n’est pas exprimable dans E}g St pour
tout k € IN, il existe deux S-structures finies Ay, et By telles que Ay, ~gr, By, et Ar a la propriété P mais By
ne l’a pas.

Preuve Si P était exprimable en £} alors il existerait une formule ¢p, et soit k& = rq(¢p). Mais alors les
structures Ay et By seraient telles que Ay ~gp, Bk, de sorte que lorsque Ay a la propriété P, By I'a aussi.
Contradiction. O

Remarque 21 La méthode basée sur deux familles de structures peut s’appliquer a d’autres logiques dés lors
qu’on dispose d’une partition infinie des formules de la logique (ici c’est la partition L§,L1,... selon le rang
de quantificateurs) et d’une une technique pour justifier que deuz structures s’accordent sur les formules d’une
méme classe de la partition (ici ce sont les jeur d’Ehrenfeucht-Fraissé).

Le Corollaire [44] s’étend en le Corollaire 45| qui concernent des propriétés “non-closes” appelées requétes.

On introduit d’abord quelques notations : étant donnée une S-structure A, et a € A on note (A;a) la
structure sur la signature qui étend S avec le symbole de constante a interprété dans (A; a) comme a lui-méme,
i.e., a’%%) = qa. On étend cette notation & un tuple @ d’élements de A.
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Définition 39 (Requéte) Une requéte d’arité ¢ sur les S-structures est une application, notée R, qui d
chaque S-structure A associe un sous-ensemble R(A) de A%, et qui est close par isomorphisme : si A = B
par lisomorphime h : A — B, alors R(B) = h(R(A)).

Une requéte R d’arité ¢ est exprimable dans L} s’il existe une formule pr € L} a au plus ¢ variables libres
telle que R(A) = {a@ € A*| (A;a@) = pr(@)}, pour toute S-structure A.

Formellement, une propriété est une requéte d’arité 0.

Exemple 42 Dans les graphes, avec un unique symbole E de relation binaire, on peut considérer la propriété
Connexe qui caractérise les graphes connexes, ou encore la requéte Reach d’arité 2 dite d’atteignabilité, qui
décrit l’ensemble des paires de sommets d’un graphe reliés par un chemin.

Exemple 43 Dans la classe des ()-structures, i.e., les ensembles, on peut considérer la propriété Fin qui car-
actérise les ensemble finis, ou encore dans la classe des ()-structures finies, la propriété Pair pour les ensembles
finis de cardinal pair.

Corollaire 45 Une requéte R d’arité £ n’est pas exprimable dans LY (x1,...,2¢) si pour tout k € IN, il existe
deuz S-structures finies Ay, et By, et deux (-tuples @ et b tels que

o (A;@) ~pp, (B;b), et
o GER(AL) et b & R(By).

10.4.2 Quelques exemples d’inexprimabilité en logique du premier ordre

On a utilisé le Théoreme de Compacité pour établir que la propriété Pair n’est pas exprimable dans la classe
des ensembles finies, et on a justifier qu’on ne pouvait rien conclure pour les ordres linéaires. On peut a présent
utiliser une preuve basée sur le Théoreme d’Ehrenfeucht-Fraissé.

Théoréme 46 La propriété Pair pour des ordres linéaires finis n’est pas exprimable en logique du premier
ordre.

Preuve On prend les ordres linéaires Ay et By, de cardinaux respectifs 2% et 2% + 1 qui sont satisfont les
hypotheses du Corollaire [44] O

Si le Théoreme de Compacité permet d’établir que la propriété Connexe n’est pas exprimable en logique
du premier ordre sur la classe de tous les graphes, le Théoreme d’Ehrenfeucht-Fraissé permet d’établir qu’elle
ne ’est pas non plus pour les graphes finis :

Théoréme 47 La propriété Connexe dans les graphes finis n’est pas exprimable en logique du premier ordre.

Preuve On tranforme chaque ordre linéaire fini en un graphe fini de sorte que cet ordre linéaire fini est de
cardinal pair si, et seulement si, le graphe associé n’est pas connexe. On conclut en utilisant le Théoreme [46]
d’inexprimabilité de la propriété Pair pour des ordres linéaires finis. (|
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