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Avant-propos

Dans ce rapport, nous discutons des méthodes de modélisation, des techniques d’éva-
luation quantitative des performances et de la sûreté de fonctionnement de systèmes, prin-
cipalement orientées autour des méthodes de simulation. Ledomaine privilégié d’appli-
cation est l’étude des réseaux de communication. Un sujet plus récent que nous abordons
également est la détermination des paramètres optimisant les performances des systèmes,
principalement dans le cas de la tarification des réseaux de communication où il s’agit de
déterminer le schéma de tarification ainsi que les prix maximisant le revenu du fournisseur
d’accès ou le bien-être social.

Une partie non négligeable des résultats décrits dans ce travail doit être attribuée à des
collaborations actives avec des collègues que je me dois d’associer à ce rapport. Chronolo-
giquement, tout d’abord Gerardo Rubino, mon directeur de thèse et depuis chef du projet
INRIA ARMOR au sein duquel je développe mes recherches, avecqui j’ai pu travailler sur
les méthodes de simulation d’événement rare de type Monte Carlo. Ces travaux, toujours en
cours de développement, ont également été obtenu en collaboration avec Hector Cancela,
ancien thésard de l’équipe, et maintenant Professeur à l’Université de Montevideo, colla-
boration se poursuivant toujours. Juste après ma thèse, j’ai pu apprécié les collaborations
avec Louis-Marie Le Ny sur les méthodes quasi-Monte Carlo etavec Bruno Sericola sur
l’analyse des files fluides. Mon séjour à Duke University en 1999 m’a permis de travailler
sur la modélisation par réseaux de Petri avec Kishor Trivediet son équipe (Dong Chen,
Christophe Hirel étant mes autres co-auteurs), ainsi que sur leur simulation de type Monte
Carlo, employant des techniques de réduction de la variance, et l’extension d’un logiciel
largement diffusé dans l’industrie et le monde académique,SPNP. A mon retour, j’ai mis
à profit ces connaissances pour modéliser et analyser les files à seuils avec hystérésis avec
Louis-Marie Le Ny. De plus, suite à des contacts initiés lorsde conférences, j’ai eu de-
puis de nombreuses collaborations sur les méthodes de quasi-Monte Carlo, avec Christian
Lécot (Université de Savoie), Giray Ökten (Ball State University puis Florida State Univer-
sity) et Pierre L’Ecuyer (Université de Montréal), ces collaborations étant toujours actives
et constituant une part non négligeable de mon travail actuel. Une activité initiée depuis
mon retour de Duke University (Janvier 2000) et relativement dissociée de mes travaux
précédents est la mise au point de méthodes de tarification des réseaux de communication.
Tous ces travaux sont réalisés au sein d’un sous groupe de l’équipe ARMOR, avec David
Ros, Yezekael Hayel, Patrick Maillé et Ricardo Orozco ; nousy analysons les méthodes de
tarification tant sur le plan théorique (via des outils tels que la théorie des jeux, les tech-
niques d’optimisation...) que sur le plan pratique. Par l’intermédiaire de l’ARC (Action de
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Recherche Coopérative) PRIXNET, j’ai aussi pu obtenir quelques résultats avec Eitan Alt-
man et Rachid El Azouzi de l’INRIA Sophia-Antipolis ; cette collaboration nous a aussi
conduits à travailler au sein de l’ARC TCP sur l’analyse de flux TCP/IP en compétition, en
collaboration également avec Milan Vojnović de Microsoft Research. Parallèlement, nous
continuons à travailler sur la simulation d’événements rares pour l’analyse de la fiabilité,
dans le cadre de l’ACI sécurité Sure-Paths.

Pour clore cet avant-propos, c’est avec sincérité que je remercie les membres de mon
jury : Pierre L’Ecuyer, qui s’est donné la peine de venir de Montréal pour présider la sou-
tenance, Eitan Altman, Jean-Yves Le Boudec et Jean Walrand qui ont pris sur leur emploi
du temps pourtant chargé pour rédiger un rapport, et François Le Gland et Gerardo Rubino
pour leur participation.



Chapitre 1

Introduction

Les concepteurs de systèmes informatiques et de télécommunication –cadre dans lequel
notre travail s’est situé, mais pouvant être étendu à bien d’autres domaines– ont besoin de
méthodes de modélisation et de quantification de certains paramètres tels que la perfor-
mance ou la fiabilité. En effet, les systèmes informatiques sont de plus en plus complexes,
évoluent de plus en plus rapidement et sont de plus en plus essentiels dans la vie de tous
les jours. Il y a donc un besoin de plus en plus important d’outils pour comprendre leur
comportement afin de répondre aux questions de coût et de performances qui se posent au
cours de la vie de ces systèmes :

– Au cours de leur création, implémentation et de leur dimensionnement : il faut déter-
miner les « bonnes » architectures et les « bons » protocoles permettant d’obtenir les
performances souhaitées, ceci sous des contraintes de coût.

– Durant l’évolution de la configuration et de la charge de travail : une installation pour
l’Internet par exemple doit être réalisée de manière à satisfaire la demande accrue et
prévisible de ressources (un surdimensionnement de la capacité des câbles est par
exemple moins coûteux qu’une modification des installations) ainsi qu’à répondre
aux exigences de la future génération de l’Internet.

Dans ces conditions, représenter le système par un modèle abstrait qui sera analysé
mathématiquement par la suite est une solution judicieuse.

1.1 Modélisation

La modélisation consiste donc en une représentation abstraite d’un système réel, dans
le but de l’analyser mathématiquement. Le processus de modélisation doit être basé sur des
hypothèses motivées par deux considérations contradictoires :

– Simplicité : il faut veiller à éliminer les détails « sans intérêt ». L’expression « sans
intérêt » reste volontairement vague car tout détail a son importance. Une simpli-
cité accrue permet d’utiliser des méthodes d’analyse beaucoup plus simples et plus
rapides.

– Adéquation des résultats avec le système réel : les valeursréelles doivent être très
proches des résultats obtenus avec le modèle utilisé.
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6 B. Tuffin

L’objectif d’un modélisateur est d’obtenir un compromis entre ces deux notions. Les mo-
dèles mathématiques de base qui sont utilisés sont des systèmes à événements discrets, des
processus stochastiques, et bien souvent des chaînes de Markov en raison de leurs bonnes
propriétés (exploitables).

Nous avons travaillé sur ces abstractions. Cependant, il est souhaitable pour certains uti-
lisateurs de disposer d’une description de plus haut niveaudes systèmes, à partir de laquelle
le modèle mathématique peut être algorithmiquement construit. Ainsi, pour certaines per-
sonnes méconnaîssant les outils mathématiques, une traduction automatique et transparente
peut néanmoins leur permettre de les utiliser. De même, le niveau de complexité de certains
systèmes est tel qu’une construction « manuelle » du modèle est extrêmement difficile et
une description de plus haut niveau, traduite ensuite algorithmiquement, peut s’avérer ex-
trêmement utile. Les files d’attente sont un exemple très utilisé, mais nous nous sommes
aussi particulièrement intéressés aux réseaux de Petri, qui sont des graphes formels bien
adaptés à la représentation des systèmes comprenant des problèmes de concurrence et de
synchronisation.

1.2 Méthodes d’évaluation de performance et de sûreté de
fonctionnement

Le modèle mathématique étant obtenu, se pose alors la question de son évaluation. Les
mesures qui nous intéressent sont typiquement la fiabilité d’un système, sa disponibilité
(dans le cas de la sûreté de fonctionnement), le taux de perte, le temps de réponse, ou le
débit moyen dans le cadre de l’évaluation de performance.

Dans le cas idéal, l’évaluation peut être réaliséeanalytiquement, c’est à dire résolue
exactement. Cependant ceci ne peut être obtenu que dans le cas de modèles relativement
simples, avec des contraintes fortes (Markov...). De plus,il est important de noter que même
quand ces hypothèses sont respectées, l’évaluation n’est pas toujours possible. C’est par
exemple le cas des chaînes de Markov pour lesquelles la détermination de la mesure in-
variante nécessite la résolution d’un système d’équationslinéaires de taille donnée par le
nombre d’états, en général très grand, demandant un temps decalcul extrêmement impor-
tant. Aussi, les mesures d’intérêt peuvent parfois s’exprimer sous forme d’une intégrale
calculable directement.

Les techniques d’analyse numérique sont alors une alternative exploitable, comme l’uti-
lisation de règles de quadratures pour le calcul d’intégrales, ou, encore à titre d’exemple
la méthode de Gauss-Seidel dans le cas de la résolution de systèmes linéaires. Dans ces
cas cependant, des hypothèses et contraintes fortes, bien que réduites par rapport au cas
analytique, restent en général nécessaires.

La technique nécessitant le moins d’hypothèses est lasimulation. Simulation est un mot
utilisé, probablement excessivement, dans beaucoup de domaines. Nous la définissons ici
en tant que technique d’évaluation utilisant des nombres aléatoires (souvent définie alors
parsimulation Monte Carlo). Cette technique d’évaluation a constitué un élément moteur
de mon travail et sera donc mise en évidence dans ce document.
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1.3 Une méthode d’évaluation particulière : la simulation

La simulation de type Monte Carlo est utilisée dans deux cadres différents :
– la simulation statique où on simule un modèle à un instant donné ;
– la simulation dynamique où il est nécessaire de simuler l’évolution du système au

cours du temps.
Dans la plupart des cas, la simulation dynamique est dite à événements discrets, c’est

à dire que seuls les instants de changements d’états sont simulés, le système restant non
modifié entre ces instants. Il est à noter que la simulation demodèles fluides peut elle aussi
être souvent réalisée par une simulation à événements discrets [187].

L’analyse des résultats de la simulation, correspondant à la donnée d’un intervalle de
confiance pour les quantités à estimer, est basée sur le théorème de la limite centrale et ses
dérivés. L’efficacité d’un estimateur est alors fonction dedeux paramètres : la variance de
l’estimateur, et le temps de calcul. Réduire ces paramètrespermet d’améliorer l’efficacité
de l’estimateur, et doncd’accélérer la simulation.

Jouer sur l’efficacité n’est pas seulement un confort, mais peut représenter une néces-
sité comme dans le cas de la simulation d’événements rares. En effet, si on cherche par
exemple à valider une probabilité de perte de10−9 pour un système, il faudra un échan-
tillon de taille109 pour obtenir en moyenne une fois l’événement, et bien plus pour obtenir
un intervalle de confiance. Plusieurs méthodes d’accélération existent dans la littérature.
Nous avons principalement travaillé sur les techniques d’échantillonnage préférentiel (im-
portance sampling) qui modifient la loi de probabilité de l’échantillon, introduisant un biais
qui doit être contrebalancé par le calcul de la fonction de vraisemblance, et sur les tech-
niques de ramification de trajectoires (importance splitting) qui, d’une certaine manière,
décomposent l’événement rare en une succession d’événements non rares : dès qu’un évé-
nement intermédiaire est atteint, la trajectoire est scindée en plusieurs nouvelles trajectoires
tentant d’atteindre les événements suivants.

Une autre technique permettant d’aller plus vite que la méthode de Monte Carlo est
celle dite de quasi-Monte Carlo. Cette technique ne consiste pas à utiliser des nombres
aléatoires mais à utiliser une suite de points se répartissant « au mieux » sur l’espace d’états
considéré et, grâce à ce meilleur balayage des possibilités, permettre une meilleure estima-
tion des quantités recherchées. Très attractive a priori, cette technique se heurte à quelques
difficultés : la détermination pratique de l’erreur et un champ d’application plus limité (car
nécessitant quelques hypothèses non présentes dans les méthodes de Monte Carlo). Nous
avons travaillé sur ces deux limitations afin d’en réduire laportée.

1.4 Tarification pour contrôler les systèmes de communi-
cation

Modéliser et évaluer les systèmes sont des problèmes cruciaux. Les contrôler apparaît
tout aussi vital. Une manière de contrôler les services rendus par un système est de gérer
la demande par notamment l’introduction d’un mécanisme de tarification. Considérons par
exemple le cadre des réseaux de communication, comme le réseau Internet. Il est fort pro-
bable que la future génération de l’Internet sera encore plus consommatrice en ressources
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que l’actuelle, conséquence entre autres de l’intégrationdes réseaux télévisés et télépho-
niques. Dès lors, le système de tarification actuel basé sur un abonnement fixe, indépendant
de l’utilisation, est une stimulation de la consommation qui, bien qu’ayant été très utile au
démarrage du réseau, devient ingérable en cas de congestionsi l’on souhaite faire de ce
dernier un réseau multiservice efficace. De nombreuses théories mathématiques de tarifi-
cation basées sur l’utilisation ont été récemment développées afin de satisfaire différents
critères de qualité de service et de répondre à des règles d’utilisation équitables, elles aussi
mathématiquement définies. Les outils mathématiques que nous utilisons pour développer
nos modèles sont les techniques d’optimisation (pour déterminer les prix maximisant le
revenu du vendeur ou le bien-être social), la théorie des files d’attente (pour déterminer les
mesures de qualité de service perçues par les utilisateurs,régissant la demande) et la théorie
des jeux non coopératifs (pour modéliser le comportement individualiste des utilisateurs, et
dont les qualités de service sont interdépendantes, conduisant ainsi à unéquilibre de Nash,
s’il existe).

1.5 Logiciels/implémentations

Développer des méthodes théoriques n’a de sens réel que si elles sont implémentables
et utilisables par nos pairs. Pour cela, nous avons implémenté les méthodes de modélisation
et de simulation dans des logiciels et bibliothèques. Nous avons tout d’abord créé une bi-
bliothèque C (QMCLIB) pour l’utilisation des suites à discrépance faible qui se retrouvent
dans les méthodes de quasi-Monte Carlo. Nous avons aussi participé au développement
du logiciel SPNP (pourStochastic Petri Net Package) permettant la modélisation et l’éva-
luation de systèmes à l’aide de réseaux de Petri. Ce logicielest distribué à la fois dans le
monde académique et le monde industriel.

Il est aussi à noter que, dans notre activité sur la tarification des réseaux, nous commen-
çons à étudier l’implémentation des mécanismes théoriquesque nous avons développés et
continuons de développer, via l’élaboration de protocoleset leur test sur une plate-forme
dédiée à la tarification.

1.6 Structure du document

Le document est organisé de la manière suivante. Le chapitre2 concerne nos travaux
liés à la modélisation, principalement la modélisation parréseaux de Petri (suite aux tra-
vaux réalisés à Duke University) et à leur application, entre autres pour l’analyse des files
à seuils. Nous discuterons aussi de la modélisation du protocole TCP/IP, et l’étude de l’in-
fluence de la stratégie de perte sur le débit moyen, sur sa variabilité et sur l’équité du
mécanisme. D’autres travaux annexes seront brièvement décrits en note. Le chapitre 3 trai-
tera d’une technique particulière d’analyse, la simulation, celle-ci ayant constitué le sujet
principal de ma thèse [215] et étant toujours un de mes domaines privilégiés de recherche.
Différents cas seront étudiés : tout d’abord nous verrons les différents types de techniques
d’accélération ; ensuite nous nous intéresserons au cas particulier de la simulation d’évé-
nements rares ; enfin nous étudierons la simulation de type quasi-Monte Carlo. Dans le
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chapitre 4, nous nous intéressons à la tarification comme moyen de contrôle dans les ré-
seaux de communication. Différentes approches sont abordées : celle où plusieurs classes
de services sont disponibles de manière à ce que les utilisateurs demandant une qualité plus
importante payent plus cher, et celle où aucune classe n’estimposée mais où la différen-
ciation se fait naturellement par l’intermédiaire d’un jeu. Le chapitre 5 traite des logiciels,
bibliothèques et implémentations de nos résultats. Enfin, le chapitre 6 résume mes contri-
butions et discute des voies de recherche futures qu’il me semble intéressant d’explorer.
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Chapitre 2

Contributions à la modélisation
pour l’évaluation de
performances

La modélisation d’un système constitue la phase initiale, et essentielle, de son éva-
luation. Nous nous concentrons dans ce chapitre principalement sur la modélisation par
réseau de Petri, description à partir de laquelle un modèle mathématique peut être automa-
tiquement construit. Cependant, nous décrirons en fin de chapitre quelques travaux pour
lesquels le modèle mathématique a été directement construit, avec une attention spéciale
pour la modélisation du protocole TCP/IP, permettant d’évaluer l’influence de différentes
stratégies de perte.

2.1 Réseaux de Petri : outil de modélisation

2.1.1 Définition et dynamique

Les réseaux de Petri stochastiques de différents types sontun paradigme puissant pour
analyser les performances et la sûreté de fonctionnement desystèmes complexes (voir par
exemple [3, 179]), notamment dans le cas de systèmes comportant des problèmes de syn-
chronisation. Plus récemment, les réseaux de Petri stochastiques fluides [50] ont généralisé
les réseaux de Petri stochastiques pour contourner le problème de l’explosion d’états, mais
aussi pour gérer plus facilement des systèmes où un grand nombre d’événements intervient
au cours de périodes très courtes (comme par exemple à un routeur d’un réseau).

Un réseau de Petri stochastique fluide est défini par un 13-uplet

(P, T , a, f, g,>, d, r, F, ω, b,m0, x0)

où
– P, l’ensemble des places, est partitionné enPD, l’ensemble deD places discrètes,

etPC , l’ensemble deC places continues (ou fluides). Soit(x,m) désignant le mar-
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quage du réseau de Petri, avec le vecteurx (resp. vecteurm) donnant le contenu
des places fluides (resp. discrètes, qui seront dites contenir des jetons). SoitS l’en-
semble des états possibles du réseau de Petri. Nous supposerons que le nombre total
de jetons dans les places discrètes est borné.

– T est l’ensemble des transitions qui peut être partitionné endeux sous ensembles :
TT , l’ensemble des transitions temporisées etTI , l’ensemble des transitions immé-
diates.

– a décrit la cardinalité (dépendante du marquage) ou l’impulsion fluide des arcs d’en-
trée et de sortie connectant les arcs et les places. La fonctiona est définie de((PD ×
T )∪(T ×PD))×S dansIN pour les places discrètes et de((PC×T )∪(T ×PC))×S
dansIR+ pour les places fluides.

– f : ((PC ×T )∪ (T ×PC))×S → IR+ est le taux fluide (dépendant du marquage)
pour les arcs connectant les transitions aux places fluides.

– g : T × S → {0, 1} est la fonction de garde de chaque transition (mise par défaut à
1).

– > définit la priorité pour le déclenchement des transitions.
– d définit la distribution du temps avant déclenchement de chaque transition. Elle

peut dépendre du marquage. En pratique, chaque transition asa propre horlogec(t)
activée quand la transition devient elle-même activée, et son temps de déclenchement
est déterminé par la distribution donnée pard.

– r est la politique de ré-échantillonage statique pour chaquetransition quand elle est
désactivée par le déclenchement d’une transition concurrente et redevient activée
plus tard : cela peut être par exemple PRI (répétition identique préemptive, où le
temps de déclenchement est réinitialisé mais reste identique) PRD (répétition diffé-
rente préemptive, où le temps est ré-échantillonné) ou PRS (reprise en cours, où le
temps passé est pris en compte).

– F définit la politique de ré-échantillonage de chaque transition quand une autre tran-
sition se déclenche mais la transition considérée reste activée. PRI, RPS et PRD sont
encore trois possibilités.

– ω : T × S → IR+
∗ = IR+ − {0} est la fonction de poids sur les transitions.

– b : PC × S → IR+
∗ est une borne pour chaque place continue.

– (x0,m0) est le marquage initial.
Une transitiont ∈ T est active quand le marquage est(x,m) si

∀p ∈ PD, ap,t(x,m) ≤ mp etgt(x,m) = 1.

Décrivons maintenant la dynamique d’un réseau de Petri stochastique fluide quand le
marquage est(x,m). Toutes les transitions actives ont un temps de déclenchement échan-
tillonné selon la distributiond quand elles sont activées.

Du fluide coule de manière continue à travers les arcs des transitions actives dans ou
à partir des places fluides. Le tauxpotentielde changement de niveau dans le marquage
(x,m) pour la placei est donné par

δpot
i (x,m) =

∑

t∈E(x,m)

ft,i(m,x) − fi,t(x,m),

ft,i donnant le flux d’entrée (de la transition vers la place), etfi,t le taux de sortie. Cepen-
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dant le taux de remplissage/vidage peut être différent si laplace est pleine/vide ; le taux
réelest alors

dxi

dt
=





0 si (xi = 0 et δpot
i (x,m) ≤ 0) ou

(xi = bi(m) et δpot
i (x,m) ≥ 0)

δpot
i (x,m) sinon,

où bi(m) est la borne fluide pour laième place continue quand le marquage discret estm.
Après un temps donné par le minimum des temps de déclenchements des transitions

actives, et selon le niveau de priorité> si plusieurs sont déclenchables en même temps,
la transition correspondantet ∈ E(x,m) est déclenchée, menant à un nouveau marquage
(x′,m′) donné par

∀p ∈ PD, m
′
p = mp + at,p(x,m) − ap,t(x,m)

∀i ∈ PC , x
′
i = min(bi(m

′),max(0, xi + at,i(x,m) − ai,t(x,m))). (2.1)

Immédiatement après avoir atteint ce nouveau marquage, l’ensemble des transitions ac-
tives et les temps de déclenchements sont remis à jour selon>, d, r etF . Les transitions
immédiates actives sont alors déclenchées. Quand au moins deux transitions immédiates
sont actives en même temps (ou si deux transitions sont supposées se déclencher en même
temps et ont même priorité), la transitionu est déclenchée en premier avec la probabilité

ωu(x,m)∑
u′ ωu′(x,m)

.

Alors, le processus recommence : du fluide coule dans les places fluides, jusqu’au prochain
déclenchement...

Dans le cas de transitions exponentielles et immédiates, lemodèle sous-jacent est alors
une chaîne de Markov. L’avantage est que la transformation de la représentation sous forme
de réseau de Petri à celle de chaîne de Markov, peut être facilement réalisée automatique-
ment, alors qu’une détermination directe de la chaîne de Markov peut s’avérer très difficile.
Une utilisation de tous les outils standards de résolution des chaînes de Markov est alors
possible. Dans le cas où le système ne peut être représenté par une chaîne de Markov, des
outils d’analyse existent encore dans certains cas particuliers, mais il faut la plupart du
temps avoir recours aux méthodes de simulation. Nous décrirons en section 5.2 un logiciel
d’analyse des réseaux de Petri, SPNP (Stochastic Petri Net Package) au développement
duquel nous avons participé.

Un autre formalisme couramment utilisé est celui des système dits hybrides (voir par
exemple [12, 13, 102, 181, 233]), aussi appelés automates hybrides, qui sont des modèles
constitués d’«objets» digitaux ou continus interagissantentre eux, tels que les variables
continues d’un objet sont contrôlées par un contrôleur digital. Ces modèles ont reçu beau-
coup d’intérêt pour, notamment, le contrôle aérien, les réseaux de communication, les sys-
tèmes intelligents... Les questions auxquelles s’adressent habituellement ces modèles sont
la stabilité, la contrôlabilité et l’observabilité. Par définition, un FSPN est un système hy-
bride, puiqu’il intègre leur formalisme. Dès lors, on peut se demander quels types de sys-
tèmes hybrides peuvent être représentés par des FSPNs. Les réseaux de Petri ont certains
avantages par rapport aux systèmes hybrides usuels de la théorie du contrôle, comme sa
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disposition à gérer la concurrence, à réduire la complexitédu modèle, et à générer automa-
tiquement le processus stochastique sous-jacent à partir de la description concise de haut
niveau. Comparer les deux types de modèles, comme réalisé dans [226], peut permettre
d’utiliser les méthodes d’analyse d’un formalisme sur l’autre, avec les outils associés. La
complémentarité des deux notions est mise en évidence. On peut noter que l’idée de compa-
rer les réseaux de Petri et modèles d’automates d’états (nontemporisés) a été étudiée dans
[45, page 104] ; la conclusion était là aussi que le meilleur modèle dépend de l’application
particulière considérée, et que les deux approches sont complémentaires.

2.1.2 Méthodes de résolution

Dans ce cadre des réseaux de Petri, il nous est apparu intéressant, afin d’aider un uti-
lisateur dans le choix de la méthode de résolution, de comparer les différentes méthodes
possibles. Dans [227], nous avons considéré l’exemple d’unsystème client/serveur, c’est
à dire un système où un serveur reçoit des requêtes de stations clientes, sert les requêtes,
et répond aux stations clientes [106]. Nous avons comparé les méthodes en faisant varier
le nombre de stations connectées au serveur. Nous avons doncconsidéré un système dis-
tribué constitué deN stations de travail et d’un serveur de fichiers interconnectés par un
réseau local. Nous avons comparé les méthodes analytiques-numériques avec les méthodes
de simulation pour l’analyse stationnaire, ainsi que dans le cas transitoire (cumulé ou à un
instant donné). Nous avons ainsi étudié la précision des résultats, mis en balance avec le
temps de calcul nécessaire pour les obtenir. Ceci nous a permis d’illustrer les limites de
chaque méthode. Afin, pour un utilisateur, de choisir entre les méthodes de simulation et
les méthodes analytiques-numériques, nous avons proposé les recommandations suivantes :

– Quand le système n’est pas Markovien (particulièrement s’il n’a pas de structure ré-
générative), très peu de méthodes analytiques-numériquessont disponibles (on peut
néanmoins citer [47, 48] par exemple où si pas plus d’une transition non exponen-
tielle n’est possible dans chaque marquage, on obtient alors un processus de Markov
régénératif pour lequel des outils d’analyse existent). Lasimulation est alors souvent
la seule possibilité.

– Quand le système est Markovien
– si l’espace d’états est grand (et qu’aucun modèle approchéréduisant l’espace

d’état n’est disponible), le graphe d’accessibilité ne peut être généré. La simu-
lation est alors encore la seule possibilité (dans nos exemples, sur une station de
travail Sun SparcStation Ultra 60 avec 640Mb de mémoire réelle et 982Mb de mé-
moire swap, nous sommes allés jusqu’à 6 millions d’états et 17 millions d’entrées
non nulles dans le générateur infinitésimal).

– Dans les autres cas, le choix dépend des spécifications de l’application. Néan-
moins, de notre expérience et de l’exemple traité dans [227], nous pouvons mon-
trer que pour de « petits » espaces d’états, les méthodes analytiques-numériques
sont performantes. Quand l’espace d’états devient plus grand, il existe toujours un
seuil à partir duquel le temps de simulation devient bien plus efficace (le cas ex-
trême est celui où le graphe d’accessibilité est trop grand pour être généré). Nous
pouvons souligné que le seuil naturel entre méthodes analytiques-numériques et si-
mulation est plus rapide pour l’étude du comportement stationnaire, puis le com-
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portement transitoire cumulatif, et enfin le comportement transitoire instantané
(excepté pour des horizons petits). Habituellement, la simulation requiert un temps
très long pour obtenir de bons résultats dans le cas d’horizons éloignés.
Notons que même si le temps de calcul pour les méthodes analytiques-numériques
est un peu plus grand que celui de la simulation, il est toujours pertinent de les
utiliser car elles donnent un résultats précis au lieu d’un intervalle de confiance.
La différence pour passer de l’une à l’autre est subjective et dépend de l’utilisateur.
De plus, il est important de noter que l’utilisation de modèles approchés s’avère
très intéressante même quand on utilise la simulation, ce qui est pourtant rarement
fait en pratique. En effet, même si l’espace d’états n’est pas généré comme dans
les méthodes analytiques-numériques, un modèle approché peut considérablement
réduire le temps de calcul par itération en réduisant le nombre d’événements à
traiter.

2.2 Modélisation des files à seuils

Nous présentons dans cette section des résultats obtenus dans [120, 119, 229] et qui
traitent de files d’attente dont le comportement est régulé grâce à l’introduction de seuils
avec hystérésis.

2.2.1 Files monoclasses à seuils et hystérésis

Dans [120], nous avons étudié une file d’attente àK serveurs (K ≥ 2) permettant de
contrôler la congestion à l’aide de seuils avec hystérésis.Un ensemble deK − 1 seuils as-
cendants(n1, n2, .., nK−1) et un autre ensemble de seuils descendants(m1,m2, ..,mK−1)
sont définis comme suit : pouri = 1, ...,K − 1, quand le nombre de clients du système
dépasse un seuil ascendantni, un serveur supplémentaire est immédiatement ajouté. De
même, quand le nombre de clients devient inférieur au seuil descendantmi (mi < ni), un
serveur est aussitôt enlevé. Ce type de file d’attente a des applications potentielles dans les
problèmes de routages dynamiques dans les réseaux de communication pour le contrôle de
congestion. Notre modèle suppose des arrivées Poissonniennes et des serveurs hétérogènes
dont les temps de service sont exponentiels. Pour indication la figure 2.1 présente l’espace
d’états où(n, i) signifie quen clients sont présents dans la file, eti serveurs sont actifs.
Nous avons proposé dans [120] une méthode basée sur la notionde coupe pour le calcul
sous forme close des probabilités stationnaires d’état. Laformule obtenue avait déjà été
trouvée dans le cas de serveurs homogènes mais seulement pour 2 serveurs dans le cas
hétérogène [107]. De plus, la méthode proposée présente l’avantage de demander peu de
développements mathématiques par rapport à [107].

Dans [229] nous avons considéré une extension de ces travauxen considérant des lois
générales pour les inter-arrivées et les services. De même les temps d’attente d’un nouveau
serveur ainsi que de sa libération ont des lois de probabilité non nécessairement exponen-
tielles. Nous avons choisi de modéliser et d’analyser ce système par les réseaux de Petri
stochastiques (SPNs) précédemment décrits, qui donnent une représentation fidèle et néan-
moins performante des systèmes complexes. Nous avons montré que la représentation est
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FIG. 2.1 – File à seuil et hystéresis pourK = 3 seuils

alors très simple et permet d’étudier et de configurer la file afin de la conformer à des spé-
cifications données. De plus, les réseaux de Petri stochastiques fluides (FSPNs) constituent
une approximation efficace pour l’analyse des réseaux haut débit. Plusieurs illustrations nu-
mériques sont données, attestant de l’intérêt des files à seuils avec hystérésis et de l’utilité
de leur représentation par des SPNs et FSPNs.

2.2.2 Files multiclasses à seuils et hystérésis

Dans [119] nous avons généralisé l’étude précédente au cas multiclasse. Ce cadre a
suscité beaucoup d’intérêt dans la litérature. Ainsi, dans[128], différentes politiques d’or-
donnancement dans un commutateur ATM sont étudiées. Dans [15], des politiques à seuils
sont utilisées dans des réseaux de files d’attente à un serveur dans le but d’implémenter
différentes disciplines de service. Les paquets temps réeltels que la voix ont une priorité
supérieure aux autres tels que les données. Des politiques de pure priorité étant très pénali-
santes en terme de qualité de service pour les paquets de priorité inférieure, l’introduction
de seuils permet de satisfaire les exigences du trafic prioritaire tout en assurant des perfor-
mances acceptables aux trafics non prioritaires. Le même type de processus peut aussi mo-
déliser le protocole de signalisation SSno7 en incluant une politique de priorité fournissant
une meilleure qualité de service à certaines classes [46]. Une étude quantitative similaire
pour des services différenciés dans l’Internet (DiffServ)est proposée dans [191]. Tous ces
travaux montrent que les méthodes analytiques deviennent rapidement complexes ; nous
avons donc choisi dans [119] une autre voie consistant à utiliser les réseaux de Petri sto-
chastiques. Ici encore, la description du modèle est particulièrement simple et la traduction
mathématique automatisée. Les conclusions sont prometteuses quant à l’utilisation de cette
technique, puisque nous avons pu analyser les cas markovien, non markovien, avec dé-
lai pour l’activation des serveurs, et fluide pour différentes politiques de service entre les
classes (priorités strictes, différents types de seuils...). Grâce à l’utilisation d’une fonction
coût, il a été possible de sélectionner les meilleures politiques en fonction de différents
paramètres tels que le débit la proportion des clients de chaque classe, l’intensité du trafic,
etc...
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2.3 Modélisation des flux TCP/IP par des processus AIMD

Un domaine d’étude important dans les télécommunications est la modélisation, l’ana-
lyse, voire l’amélioration du protocole de transmission TCP/IP qui dirige la majeure partie
du trafic Internet. En résumé, toute session envoie les paquets de plus en plus rapidement
(selon une augmentation linéraire) tant qu’aucune perte n’est perçue ; dès qu’une perte est
détectée, le débit est diminué par un facteur multiplicatif. Certains modèles s’intéressent à
une session soumise à un processus de perte exogène [174], mais cette approche suppose
une grande quantité de trafic. Une autre approche étudie plusieurs connections partageant
un goulot d’étranglement mais suppose l’hypothèse simplificatrice que toutes les connec-
tions réduisent simultanément leur fenêtre quand il y a congestion [2, 35, 115], cependant
cette hypothèse n’est pas valide pour des connections asymétriques.

Nous avons étudié dans [9, 10] pour deux connections, et généralisé dans [8] pourN
connections l’influence de différentes stratégies de perteà un goulot d’étranglement sur
des connections TCP modélisées par un processus AIMD (Additive Increase Multiplicative
Decrease). Notre modèle, basé sur celui présenté dans [21], est le suivant. On considère
N sessions TCP en compétition pour la bande passante à un routeur de capacitéC. On
noteη(i) le taux de croissance additif pour la sessioni et β(i) son taux de décroissance
multiplicatif. Habituellement,β(i) = 1/2 ∀i et pour TCPη(i) est l’inverse du carré du
temps d’aller-retour (RTT) pour la sessioni. SoientY (i)(t) etY (i)

n les débits de la session
i à l’instantt et aun-ème instant de congestionTn respectivement, etp(i)

n la probabilité
qu’elle expérimente une perte aun-ème instant de congestion, de sorte que

Y (i)(t) = Y (i)
n + η(i)(t− Tn)

pourTn ≤ t < Tn+1. Nous supposons de plus qu’une perte est observée dès que la capacité
du routeur est atteinte (c’est à dire qu’on suppose que le routeur n’a pas de tampon).

Nous avons montré le résultat surprenant suivant dans le casde connections symétriques
(η(i) = η etβ(i) = β ∀i) :

Théorème 1 PourN connections symétriques en compétition telles que exactement une
connection expérimente une perte aux instants de connection, le débit moyen des sessions
est indépendant de la stratégie de perte adoptée (c’est à dire desp(i)

n ) :

∀i Ȳ (i) =
1 + β

(N + 1) + (N − 1)β
C,

de sorte que l’utilisation moyenne du routeur estN 1+β
(N+1)+(N−1)βC.

Ce résultat est démontré dans [8] pourN connections et dans [9, 10] pour deux connections.
De plus, alors que la preuve dans [9, 10] est pour le cas où les probabilités de pertes dé-
pendent des flux aux instants de congestion uniquement, aucune hypothèse similaire n’est
faite pour la généralisation obtenue dans [8].

Cependant nous avons pu montrer que les stratégies de perte ont une influence sur la
variabilité du débit (le moment d’ordre 2). Avoir un débit stable permet une constance dans
le service. Nous nous sommes intéressés à quatre stratégiesde perte particulières :
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– sbd: un flux précis est systématiquement sélectionné jusqu’à ceque les autres flux
occupent toute la capacité ; un de ces autres flux est ensuite systématiquement sélec-
tionné, et ainsi de suite ;

– cst : le cas où la probabilité de perte est fixe pour chaque session(indépendante du
débit de la session aux instants de congestion) ;

– prop : le cas où la probabilité de perte est proportionnelle au débit aux instants de
congestion (p(i)

n = Y
(i)
n /C) ;

– ltl : le cas où la session ayant le plus grand débit aux instants decongestion expéri-
mente nécessairement la perte.

Nous avons alors calculé la variabilité du débit comme l’espérance de la somme cumulée
du carré du débit entre deux instants de congestionIE[S2] divisée par le temps moyen entre
deux instants de congestionIE[τ ], et obtenu le résultat suivant, dans le cas de deux sessions
symétriques en compétition :

Proposition 1 Considérons 2 sessions symétriques en compétition et la valeur standard
β = 1/2. Si on utilise la stratégie qui sélectionne un flux jusqu’à ceque l’autre atteigne la
totalité de la capacité, alors

Qsbd =
IE[S2]

IE[τ ]
=

1

3
C2 ≈ 0.3333C2;

si on utilise la stratégie de probabilité de perte constante, alors

Qcst =
IE[S2]

IE[τ ]
=

5

24
C2 ≈ 0.20833C2;

si on utilise la stratégie proportionnelle

Qpro =
IE[S2]

IE[τ ]
=

679

3396
C2 ≈ 0.19994C2;

alors que si on utilise la stratégie de perte au plus grand débit

Qltl =
IE[S2]

IE[τ ]
=

4

21
C2 ≈ 0.1905C2.

Pour ces exemples, la stratégieltl donne donc ici les résultats les plus probants, et la straté-
giesbdles plus mauvais. Ces résultats vérifient l’intuition car plus les politiques cherchent
à équilibrer les flux (en pénalisant les plus gros), plus la variance est petite.

Nous avons aussi pu mettre en évidence que, sous l’hypothèsequ’exactement une
connection subit une perte aux instants de congestion, le débit moyen aggrégé converge
rapidement vers 1 (comme en témoigne la formule du théorème précédent). Ainsi, l’option
de décomposer le trafic d’un utilisateur en plusieurs flux TCPparallèles est valide, mais il
est ici possible de déterminer un seuil pour le nombre de flux àutiliser au delà duquel le
gain sera dérisoire (voir [8]). Implémenter une telle stratégie d’unique perte semble raison-
nable dans de nombreux contextes, comme en home-networkingpar exemple.

Nous nous sommes aussi intéressés au cas assymétrique plus courant en pratique. Nous
avons ainsi pu obtenir une forme close du débit moyen dans le cas de la stratégie de pro-
babilité de perte constante (avec une probabilité différente par flux) dans le cas de deux
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FIG. 2.2 – Quotient des débits moyensȲ (1)/Ȳ (2) en fonction du quotient des temps d’aller
retourR(2)/R(1)

sessions [10]. Etudier ce cas était initialement motivé parl’idée de fixer les probabilités
de perte différente par session en fonction d’une méthode detarification. Nous avons aussi
étudié l’équité entre deux sessions hétérogènes caractérisées par des temps d’aller-retour
différentsRTT (1) et RTT (2) (mesure de distance entre origine et destination) donnant
des taux additifsη(1) etη(2) différents. Les figures 2.2(a) et 2.2(b) donnent le quotientdes
débits pour deux connections en fonctions du quotient des temps d’aller-retour pour les
stratégiescstet ltl . Conserver ce quotient le plus proche possible de 1 est souhaitable/juste.
On peut ainsi observer que le partage du débit est bien plus équitable pour la stratégieltl
que la stratégiecst, car bien moins sensible aux différences en termes de RTT (noter la
différence d’échelle entre les deux courbes). Par exemple,une connection avec un RTT 3
fois plus petit aura seulement 1,21 fois plus de débit sous lastratégieltl alors qu’il en aura
6 fois plus avec la stratégiecst. Le cas de la stratégiepropavait été étudié dans [5] : pour le
même exemple la connection avec un RTT 3 fois plus petit obtient un débit 2,75 fois plus
grand. La stratégieltl s’avère donc aussi la plus efficace en terme d’équité. Nous avons
aussi pu prouver que si le quotient de RTTs tend vers l’infini,le quotient des débits tend
vers 5/4, d’où une grande efficacité.

En conclusion, même si le débit moyen (dans le cas symétrique) est indépendant de
la stratégie de perte adoptée, la variabilité de ce débit, ainsi que l’équité, en dépendent.
La stratégieltl est prouvée être la plus efficace sur ces deux métriques. L’implémentation
de cette stratégie en pratique (plus complexe que la stratégie proportionnelle) est donc à
étudier.

2.4 Notes sur la modélisation

Soulignons que nous avons également travaillé sur la modélisation et l’analyse de files
d’attentes fluides dans [199], où nous avons développé un algorithme approché, contrôlable
à une erreur spécifiable à l’avance, de calcul de la distribution stationnaire d’un tampon
fluide dirigé par une chaîne de Markov.

Enfin, nous avons, au cours de travaux de valorisation industrielle, collaboré avec le
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CELAR (direction générale de l’armement) sur la modélisation de briques de sécurité pour
les réseaux haut débit (gigabit ou térabit), ainsi qu’avec Cril Telecom Software sur l’ana-
lyse de la couverture et le positionnement des stations de base dans les réseaux UMTS.
Nous avons également décrit dans [54] un formalisme qui, étant à la fois basé sur l’ana-
lyse fonctionnelle et sur un langage dynamique de type StateChart / State Flow, permet
d’obtenir un modèle très réaliste, reproduisant en tout point le comportement du système
réel et qui laisse à l’utilisateur la possibilité de paramétrer entièrement les transitions entres
les états (fonctionnels ou de pannes) des composants du système. Ceci permet de retrouver
au sein du même modèle des comportements statiques ou dynamiques, déterministes ou
aléatoires.



Chapitre 3

Contributions à la simulation de
systèmes

3.1 Généralités

Le chapitre précédent traitait de la modélisation de systèmes et de la recherche, via des
formules explicites voire via des méthodes d’analyse numérique déterministes, de mesures
de performance de ces systèmes. Le champ d’application de ces méthodes analytiques-
numériques est cependant relativement limité : ainsi, si lemodèle est représenté par un pro-
cessus stochastique (qui constitue d’ailleurs le cas général de nos études), des hypothèses
de processus Markovien, semi-Markovien ou au minimum de régénération sont la plupart
du temps nécessaires (c’est à dire des propriétés d’indépendance stochastique). Le cas où
les techniques sont les plus développées est celui des processus de Markov. L’argument le
plus fort pour leur utilisation est qu’ils peuvent approcher n’importe quel processus, en aug-
mentant l’espace d’états (via l’utilisation de lois de typePH). Ceci conduit à la deuxième
limitation majeure des méthodes précédemment citées : leurs performances sont limitées
par la taille de l’espace d’états étudié et/ou la dimension mathématique du problème. Par
exemple, les chaînes de Markov nécessitent de travailler sur des matrices dont l’ordre est
la taille de l’espace d’états, donc très rapidement irréalisable en un temps de calcul « rai-
sonnable ». Dans certains cas, la décomposition modulaire et la représentation tensorielle
compacte permettent cependant de repousser un peu plus les limites des méthodes.

Dès lors que l’une des limitations n’est plus vérifiée, les méthodes de simulation s’avè-
rent souvent les seules utilisables. La simulation standard est en général relativement simple
à utiliser, car elle consiste à mimer le comportement dynamique des systèmes. Par simu-
lation, nous voulons dire « simulation Monte Carlo », c’est àdire simulation utilisant des
nombres aléatoires. Cette définition est plus restrictive que le sens commun du terme si-
mulation qui est « action de faire paraître comme réelle une chose qui ne l’est pas » ou,
plus techniquement, « méthode de mesure et d’étude consistant à remplacer un système à
étudier par un modèle ayant un comportement analogue». En effet, la technique de mesure
utilise ici des nombres aléatoires. Notre travail a consisté à « accélérer » la simulation, c’est
à dire à obtenir une meilleure précision pour un même temps desimulation.

21
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On peut regrouper les modèles à simuler en différentes classes, pour lesquelles des mé-
thodes spécifiques existent. Tout d’abord, il faudra distinguer les modèles à événements
discrets, pour lesquels les dates de changement d’état forment une suite finie ou dénom-
brable, aux modèles continus, pour lesquels l’état peut évoluer de manière continue dans
le temps. De même, on peut opposer les modèles statiques, où le temps ne joue pas de
rôle, aux modèles dynamiques, où l’on considère explicitement une évolution au cours du
temps.

En règle générale, modèles statiques et dynamiques peuventêtre regroupés dans le
cadre général du calcul d’une intégrale de la forme

I =

∫

[0,1]s
f(x)dx.

Par exemple, toute espérance mathématique qui peut être estimée par simulation peut être
écrite sous cette forme,s étant potentiellement infini comme par exemple dans le cas de
simulation de chemins sur un processus stochastique jusqu’à un temps d’arrêt non borné.
L’intérêt de cette formulation est que la source (générateur) d’aléatoire est souvent une suite
de nombres visant à imiter des variables aléatoires indépendantes uniformément distribuées
sur [0, 1). Ces nombres sont alors transformés pour obtenir l’estimateur. La dimensions
est donc le nombre d’appels au générateur. Le choix d’un tel générateur est donc capital
et constitue une branche importante de la recherche en simulation (voir par exemple [71,
123]). Cependant notre travail a porté sur l’utilisation efficace, et non la création, de tels
générateurs.

La méthode de Monte Carlo standard est la suivante. Soit(X(i))1≤i≤I une suite finie
de I vecteurs aléatoires indépendants uniformément distribués sur[0, 1)s. On sait, par la
loi des grands nombres, qu’un estimateur sans biais deI est

f̄I =
1

I

I∑

i=1

f(X(i)).

La variance de l’estimateur̄fI est alorsσ2/I ; σ2 étant la variance def(X) avecX unifor-
mément distribué sur[0, 1)s. Le théorème de la limite centrale nous donne une idée de la
distribution de cet estimateur en fonction deI : on sait que

√
I
f̄I − I
σ

a approximativement pour distribution la loi normale centrée réduite. Ceci nous permet
d’obtenir un intervalle de confiance pourI :

I ∈
[

1

I

I∑

i=1

f(X(i)) − cασ√
I

,
1

I

I∑

i=1

f(X(i)) +
cασ√
I

]

au risqueα, où cα = Φ−1(1 − α
2 ) et Φ est la fonction de répartition de la loi normale

centrée réduite. La vitesse de convergence d’une telle méthode est donc, en moyenne, en
O(I−1/2), indépendamment de la dimensions du problème. L’efficacité de l’estimateur̄fI

est alorsI/(tσ2) où t est le temps de calcul pour obtenirf̄I .



Modélisation, conception, analyse et contrôle 23

3.2 Simulation Monte Carlo : réduction de la variance

Améliorer l’efficacité d’un estimateur signifie obtenir la même précision (i.e., largeur
de l’intervalle de confiance) en un temps plus court. Il y a deux possibilités pour cela.

– On peut tout d’abord chercher à diminuer le temps de calcul d’une réplication, de
manière à générer plus de variables en un temps donné.

– On peut aussi chercher à réduire la variance de l’estimateur.
Différentes techniques de réduction de la variance existent dans la littérature [71, 88]. Les
principales techniques sont :

– l’utilisation de variables de contrôle. La variance est lamoyenne du carré des écarts
de la variablef(X) par rapport à son espérance. Si on dispose d’une fonctiong
suffisamment simple pour être intégrée théoriquement et quireproduit et absorbe la
plupart des variations def , l’intégrale def peut être exprimée comme celle deg plus
celle de la différence entref etg, mais la variance devient alors celle, plus petite, de
(f − g)(X).

– L’utilisation de variables antithétiques. Ici il s’agit de chercher un second estimateur
ayant la même espérance mais ayant une forte corrélation négative avec l’estimateur
standard. En considérant la moyenne des deux estimateurs, on obtient ainsi une es-
timation non biaisée, et avec une très faible variance. Nousavons pu appliquer cette
technique dans [216] à la simulation des files d’attente multi classes à forme produit
et démontrer que son utilisation permet de systématiquement obtenir une réduction
de la variance.

– L’échantillonnage stratifié. Il s’agit de partitionner ledomaine d’intégration en sous
domaines, et d’appliquer un échantillonnage Monte Carlo standard à chacun des sous
domaines. Si la proportion de l’échantillonnage total réservé à chaque sous domaine
est égale à la proportion du volume de ce sous domaine par rapport au volume total,
nous sommes sûrs d’obtenir une réduction de la variance.

– L’échantillonnage préférentiel. Cette méthode consisteà modifier la loi des variables
aléatoires échantillonnées. Dès lors, il ne s’agit plus d’estimer la fonctionf de la
nouvelle variable, maisf multipliée par une fonction appelée quotient de vraisem-
blance introduite pour éliminer le biais (plus exactement la distorsion) résultant du
changement de variable. L’objectif de l’échantillonnage préférentiel est de concen-
trer la distribution de l’échantillon aux endroits « d’importance » pour l’évaluation
de l’intégrale plutôt qu’uniformément.
De manière générale, nous avons appliqué cette technique à la simulation des réseaux
de Petri [232].

D’autres méthodes, adaptées à des problèmes très spécifiques, sont difficiles à expliquer
dans un cadre général. La technique de ramification des trajectoires par exemple est spé-
cifiquement adaptée à l’estimation d’événements rares. Nous la présenterons dans la sec-
tion 3.3.3.

3.3 Simulation d’événements rares

Les événements rares interviennent dans de nombreux domaines. Si on considère par
exemple un réseau de communication, on peut être intéressé par l’estimation de la proba-
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bilité de perte à un routeur, ou la probabilité que deux sitesterminaux d’un réseau soient
connectés. Habituellement, ces probabilités sont très petites (souvent inférieures à10−9).
Dans ces situations, les méthodes de simulation directes rencontrent des difficultés majeurs,
puisque la faible probabilité de l’événement considéré rendent improbable son observation
en pratique, conduisant à une mauvaise précision de l’estimation. Le développement de
méthodes alternatives est donc un défi majeur. Cette sectionse décompose donc en trois
parties : dans la première, nous étudions les différentes propriétés qu’un tel estimateur
doit vérifier. La seconde se focalise sur un type de problème particulier : la simulation
des systèmes Markoviens hautement fiables par échantillonnage préférentiel. Enfin dans la
troisième, nous étudions les méthodes dites de ramificationdes trajectoires.

Rappelons qu’une fonctionf est diteo(εd) si f(ε)/εd → 0 quandε → 0. Similaire-
mentf(ε) = O(εd) si |f(ε)| ≤ c1ε

d pour une constantec1 > 0 et pour toutε suffisamment
petit. Elle est diteO(εd) si |f(ε)| ≥ c2ε

d pour une constantec2 > 0 et pour toutε suffi-
samment petit. Finalement,f(ε) = Θ(εd) si f(ε) = O(εd) etf(ε) = O(εd).

3.3.1 Propriétés des estimateurs d’événements rares

Considérons en toute généralité l’estimation de la probabilité γ d’un événement rare.
La rareté est charactérisée par l’introduction d’un paramètreε tel queγ → 0 quandε→ 0.
Pour les modèles de fiabilité par exemple,ε peut représenter le taux de panne maximum
d’un composant [200]. Pour les modèles de files d’attente, onpeut considérerε = 1/B où
B est la taille du tampon, de sorte que la probabilité de perteγ → 0 quandε→ 0 [99].

Considérons un estimateur sans biaisγ̂ de γ obtenu pour un échantillon de taillen.
L’erreur relative bornée (ErrRB) a été définie par P. Shahabuddin dans [200].

Définition 1 Soitσ2
n la variance dêγ pour un échantillon de taillen et soitzδ le quantile

d’ordre 1 − δ/2 de la loi normale centrée réduite. L’erreur relative ErrR est définie par

ErrR = zδ

√
σ2

n

γ
. (3.1)

On dit dit qu’il y a erreur relative bornée (ErrRB) si ErrB reste borné quandε→ 0.

Ce concept est important car il assure que, quelle que soit lafiabilité du système, la largeur
de l’intervalle de confiance restera de taille relative mesurée.

Une autre notion de robustesse, appeléeoptimalité asymptotique, a été très utilisée
pour l’échantillonnage préférentiel appliqué aux files d’attente. Rappelons que l’échan-
tillonnage préférentiel consiste à modifier la mesure de probabilité du système : siγ =
Ef [g(X)] =

∫
g(x)f(x)dx, alorsγ =

∫
g(x)L(x)f∗(x)dx = Ef∗ [g(X)L(X)] avec

L(x) = f(x)/f∗(x) quotient de vraisemblance (en supposantf∗ > 0 si fg > 0). Il s’agit
donc d’échantillonner selonf∗ et de moyenner les valeurs obtenues à la fonctiongL.

Définition 2 Un estimateur utilisant l’échantillonnage préférentielγ̂IS est dit asymptoti-
quement optimal si

lim
ε→0

lnEf∗ [g(X)2L(X)2]

ln γ
= 2.

On peut noter que cette quantité est toujours inférieure ou égale à 2.
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Les relations entre optimalité asymptotique et ErrRB ont été étudiées par Sandmann [193],
montrant que l’ErrRB est une notion plus forte que l’optimalité asymptotique. Elle est
malheureusement dans certains cas bien plus difficile à obtenir.

Cependant, ces mesures de robustesse ne s’intéressent qu’àla taille relative de l’inter-
valle de confiance, mais pas à la validité de ce même intervalle, via l’évolution de son ni-
veau de confiance quandε→ 0. Nous avons défini l’approximation normale bornée (ANB)
[218] qui assure que l’approximation de la loi normale, et donc le niveau de confiance ré-
sultant quand on applique le théorème central limite, restevalide quandε tend vers 0. Cette
définition se base sur la borne d’approximation de la loi normale :

Théorème 2 (Berry-Esseen)[24] Soit ρ = E(|X −E(X)|3), σ2 = E((X −E(X))2) et
N (x) la distribution normale standard (i.e., espérance 0 et variance 1). PourX1, · · · ,XI

I copies i.i.d. deX, posonsX̄I = I−1
∑I

i=1Xi, σ̂2
I = I−1

∑I
i=1(Xi − X̄I)

2 et FI la
distribution de la somme centrée et normalisée(X1 + · · ·+XI)/(σ̂I

√
I)−E(X)

√
I/σ̂I .

Alors il existe une constante absoluec > 0 telle que, pour toutx et I,

|FI(x) −N (x)| ≤ cρ

σ3
√
I
.

On définit alors l’approximation normale bornée comme suit.

Définition 3 On dit queγ̂ vérifie l’approximation normale bornée (ANB) si%/σ3 reste
borné quandε→ 0.

Cette propriété garantit que l’approximation de la loi normale, et donc la validité de l’in-
tervalle de confiance, reste bornée quand la fiabilité augmente. Il faut cependant noter que
cette condition estsuffisantemais pas nécessaire (d’autant que la distance est toujours bor-
née par 1). Dans [218], nous avons discuté à partir du développement d’Edgeworth de
l’aspect nécessaire de la condition.

Dans [42], nous avons mis en évidence que l’ErrRB et l’ANB pouvaient s’avérer insuf-
fisantes pour caractériser la robustesse d’un estimateur. En effet, ces propriétés s’intéressent
à des tailles d’échantillon fixées, mais il existe des estimateurs pour lesquels ce n’est pas la
variance qui diminue avecε, mais le temps moyen d’exécution pour une réplication. C’est
pourquoi nous avons généralisé les propriétés d’erreur relative bornée et approximation
normale bornée comme suit.

L’efficacité relative bornée (EffRB) généralise l’ErrRB enétudiant la variance moyenne
pour un temps de simulation donné plutôt que pour un numbre deréplications donné.

Définition 4 Soit γ̂ un estimateur deγ, σ2
n sa variance pourn réplications (pouvant être

dépendantes). Soittn le temps moyen pour obtenir cesn réplications. L’efficacité relative
de γ̂ est

EffR=
γ2

σ2
ntn

.

On dit queγ̂ vérifie l’efficacité relative bornée (EffRB) s’il existed > 0 tel que EffR soit
minoré pard pour toutε.

De manière similaire à l’ErrRB, on peut généraliser l’ANB demanière à prendre en
compte le temps moyen de simulation par réplication [43] :
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Définition 5 Définissonsn(T ) comme le nombre moyen de réplications obtenus en un
temps de simulationT . On dit queγ̂ vérifie l’approximation normale bornée générali-
sée (ANBG) si%/(σ3

√
n(T )) reste borné quandε → 0, ou, de manière équivalente, si

%
√
t1/σ

3 reste borné quandε→ 0 puisqueT = n(T )t1.

En d’autres termes, si l’ANBG est vérifiée, le niveau de confiance de l’intervalle est robuste
quandε→ 0, en considérant un temps de simulation donné.

L’ANBG considèreune borne supérieurede la distance entre la loi empirique et la
loi normale (et donc une condition suffisante, mais non nécessaire, de couverture). Une
manière de contrôler la validité réelle de l’intervalle estd’utiliser la fonction de cou-
verture, introduite dans l’article de L.W. Schruben [196].Supposons en toute généralité
qu’on construit un intervalle de confianceR(η,X) ipour l’estimation deγ, au niveau de
confianceη et avec les données (aléatoires)X. Si l’intervalle est bien construit, on doit
avoirPr[γ ∈ R(η,X)] = η et si on définitη∗ = inf{η ∈ [0, 1] : γ ∈ R(η,X)}, η∗ devrait
être uniformément distribué sur [0,1] :Fη∗(η) = Pr[η∗ ≤ η] = η. Pour chaque niveau
de confiancesouhaitéη, notonsFη∗(η) la couverture (ou niveau de confiance)réelle. Une
évaluation pratique de cette fonction de couverture pourn(T ) replications peut être intéres-
sante. Ceci peut être obtenu en considérantI données indépendantesXi (1 ≤ i ≤ I) et en
calculant les valeurs correspondantesη∗i . À partir de ces valeurs, une estimation empirique
de la distribution deη∗ est construite.

Une discussion autour de ces différentes notions de robustesse a été réalisée dans [43]
sur un modèle statique pour l’évaluation de la fiabilité d’unréseau de communication.

3.3.2 Echantillonnage préférentiel pour la simulation des systèmes Mar-
koviens hautement fiables

Nous nous intéressons dans cette section à un type de problème particulier, la simu-
lation des systèmes Markoviens hautement fiables par échantillonnage préférentiel. Les
systèmes multi composants tolérant les fautes et hautementfiables apparaissent fréquem-
ment dans les technologies modernes comme, par exemple, lesréseaux de communication,
les systèmes informatiques ou la recherche spatiale. Il estdonc important de déterminer
des mesures telles que la fiabilité, le temps moyen d’atteinte d’un état de défaillance ou la
disponibilité pour ces systèmes. Pour cela on construit un modèle stochastique permettant
de les analyser. Nous modéliserons le système par une chaînede Markov à temps continu
(CMTC). Cependant, l’espace d’états s’avère bien souvent trop grand en pratique pour es-
pérer calculer les mesures directement [100]. De même, les techniques d’approximation
numériques [84, 160] demandent beaucoup de temps de calcul ou/et une trop grande ca-
pacité mémoire. On utilise donc des méthodes de simulation.Une simulation naïve étant
inefficace à cause de la rareté des défaillances, des méthodes d’échantillonnage préférentiel
ont été développées.

Modèle

On considère un système multi composants constitué deC différents types de com-
posants etni composants de typei, sujet à des défaillances et des réparations aléatoires,
suivant toutes des lois exponentielles. Le modèle est alorsdonné par une CMTC(Yt)t≥0
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définie sur l’espace fini d’étatsS où toutx ∈ S donne pour chaque typei de composants,
i = 1, . . . , C, le nombre de composants opérationnels de typei, noténi(x). Nous noterons
1 l’état ayant la totalité des composants opérationnels. L’espaceS est partitionné en deux
sous-ensemblesU etF oùU dénote l’ensemble des états opérationnels etF l’ensemble des
états de défaillance. Nous supposerons que six ∈ U et y ∈ S sont tels queni(y) ≥ ni(x)
pour tous les types de composantsi, alorsy ∈ U .

Sachant que nous souhaitons étudier des systèmes hautementfiables, on introduit un
paramètreε > 0, tel queε� 1, mettant en évidence la rareté des défaillances, de sorte que
le taux de défaillance d’un composant de typei quand on est dans l’étatx est de la forme
ai(x)ε

bi(x), tels queai(x) ≥ 0 etbi(x) ≥ 1 de dépendent pas deε. Les réparations à partir
de l’étatx ramène à l’étaty (où plusieurs composants pouvant être réparés simultanément)
avec un taux ne dépendant pas deε. La propagation des défaillances est autorisée. On note
p(y;x, i) (pouvant dépendre deε) la probabilité que, si le système est dans l’étatx et un
composant de typei tombe en panne, le système aille instantanément dans l’étaty par
propagation de la défaillance à d’autres composants. Généralement, une transition(x, y)
d’un étatx à un étaty sera dite une transition de défaillance si∀1 ≤ i ≤ C, ni(y) ≤ ni(x),
avec une inégalité stricte pour au moins un type de composants et est notéey � x. On
définit de même les transitions(x, y) de réparation pary ≺ x si ∀1 ≤ i ≤ C, ni(y) ≥
ni(x), avec une inégalité stricte pour au moins un type de composants. SoitΓ l’ensemble
de toutes les transitions possibles.

SoitX la chaîne de Markov à temps discret (CMTD) incluse etP sa matrice de tran-
sition. Les transitions de défaillance sont aussi rares (c’est à direO(ε)) pourX, contrai-
rement aux transition de réparation. On peut montrer (voir [162]) qu’il existe une fonction
entièreb(x, y) et un entierb0 = min1≤i≤C bi(1) tels que pour tout(x, y) ∈ Γ

P (x, y) =

{
Θ(εb(x,y)) si x 6= 1

Θ(εb(x,y)−b0) si x = 1.

Notons queb(x, y) ≥ 1 si y � x et b(x, y) = 0 sinon. Définissons aussiΦ comme la
mesure correspondante sur l’ensemble des chemins possibles de la CMTD.

Un type de système particulier auquel nous serons amenés à nous intéresser est celui
des systèmes dits équilibrés.

Définition 6 Nous dirons que le système est équilibré si toutes les transitions de défaillance
sont du même ordre de grandeur (i.e. pour chaque étatx, lesb(x, y) sont identiques).

Nous nous intéressons à partir de maintenant à une mesure de sûreté de fonctionnement
particulière, la MTTF (Mean Time To Failure) représentant le temps moyen d’atteinte de
la défaillance, mais nous pourrions considérer d’autres mesures (fiabilité, disponibilité...).
La MTTF peut être exprimée (en considérant les temps de séjour dans les états non pas
aléatoires, mais constants et égaux aux moyennes (1/q(i) des temps de séjour dans les
étatsi ∈ S)) par le quotient (voir [85])

MTTF =

EΦ

(∑min(τ
1

,τF )

k=0 1/q(Xk)

)

EΦ

(
1(τF <τ

1
)

) , (3.2)

τF étant le temps d’atteinte deF à partir de1 et τ1 le temps de retour en1.



28 B. Tuffin

Simulation et échantillonnage préférentiel

La MTTF est estimée par simulation régénérative, en utilisant des cycles(Ci)1≤i≤I

de la chaîne de MarkovX, oùCi décritX entre lesi − 1-ème eti-ème retour en1, et
en appliquant le théorème de la limite centrale à ces cycles.Un estimateur classique de la
MTTF est

̂MTTF =

∑I
i=1G(Ci)∑I
i=1H(Ci)

(3.3)

oùG(Ci) est la somme, pour tous les états parcourus pendant le cycleCi, des espérances
des temps de séjour dans ces états etH(Ci) = 1(τF <τ

1
)(Ci).

Les défaillances constituant des événements rares, une estimation standard de laMTTF

s’avérera inefficace à cause du dénominateur. En effet, l’événement1(τF <τ
1

) n’intervien-

dra en moyenne pour la première fois qu’au bout1/EΦ(1(τF <τ
1

)) itérations. Cette espé-
rance étant très petite, le nombre d’observations nécessaires est donc très important (et bien
souvent trop) pour obtenir un intervalle de confiance précis. On peut utiliser alors des tech-
niques de réduction de la variance de type échantillonnage préférentiel. Il est possible de
simuler de manière indépendante les numérateurs et dénominateurs de l’expression (3.2) de
la MTTF . Les fonctions étant différentes, on choisit deux mesures d’échantillonnage pré-
férentiel différentes pour le numérateur et le dénominateur, ce qui permet ainsi de simuler
chacune des fonctions de manière optimale. Sur lesI cycles régénératifs,ξI sont réservés
à l’estimation du numérateur et(1− ξ)I à celle du dénominateur. Ainsi le numérateur peut
efficacement être simulé par une simulation standard, et nous pouvons nous concentrer sur
l’estimation du dénominateur

γ = EΦ[1[τF <τ
1

]].

Pour estimerγ, nous utilisons l’échantillonnage préférentiel en choisissant une nouvelle
matriceP

′ conduisant à une nouvelle mesureΦ′ et telle que

γ = EΦ′ [1[τF <τ
1

]L]

oùL(x0, · · ·xn) =
Φ{(X0, · · · ,XτF

) = (x0, · · · , xn)}
Φ′{(X0, · · · ,XτF

) = (x0, · · · , xn)} est défini pour tout chemin de la

CMTD (x0, · · · , xn).
Différents choix ont étés proposés pourP

′ [39, 40, 41] :
– Failure Biasing (FB)[131] : l’idée est, pour chaque étatx d’affecter (de forcer) une

probabilitéα (en généralα sera pris entre 0,5 et 0,9) à l’ensemble des transitions de
défaillance, et1 − α aux réparations. Les probabilités individuelles des transitions
dans chaque sous-ensemble sont prises proportionnelles à celles d’origine.

– Selective Failure Biasing (SFB)[85] : on procède ici comme dans le cas précédent,
mais l’ensemble des transitions de défaillances est lui aussi partitionné en deux sous-
ensembles, celui des transitions provoquées par unepremièredéfaillance d’un type
de composant (probabilité totaleα(1−β)) et celui des transitions provoquées par des
types de composants ayant déjà subi des défaillances (probabilité totaleαβ). L’idée
est d’augmenter les défaillances des types de composants déjà atteints, pour aller
plus vite vers la panne.
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– Selective failure biasing for “series-like” systems (SFBS) [41] : ici encore on sépare
pour chaque état les transitions de défaillance en deux sous-groupes, celles qui pro-
voquent les défaillances des types de composants les plus critiques, c’est à dire pour
lesquels le nombre de composants devant tomber en pannes pour atteindreF est le
plus petit (probabilitéαβ) et les autres (probabilitéα(1 − β)). Pour les systèmes en
série, cette méthode doit être performante.

– Selective failure biasing for “parallel-like” systems (SFBP) [41] : L’idée, de la même
manière que précédemment, est d’accélérer les transitionscritiques d’abord, c’est à
dire ici ceux dont le nombre de composants restant à tomber enpanne est le plus
grand, puis les non critiques. Cette méthode doit être performante pour les systèmes
parallèles.

– Inverse Failure Biasing (IFB) [176]: inspirée par les techniques d’échantillonnage
préférentiel pour la file M/M/1, cette technique consiste à échanger les probabilités
des ensembles transition des défaillances et réparation (les probabilités individuelles
dans chaque sous groupe restant proportionnelles à celles d’origine).

– Distance-based selected failure biasing (DSFB) [44]: cette méthode calcule (via les
coupes minimales) la distance (en nombre minimal de composants restant à tomber
en panne) de chaque état à la défaillance. À partir de tout état x, l’ensemble des
transitions de défaillance(x, y) est partitionné en sous-ensembles selon la distance à
la panne dey, auxquels on associe une probabilité donnée.

– Méthodes équilibrées[41, 162] : la méthode equilibréé de base, construite à partir
de FB, consiste non plus à prendre les probabilités individuelles des transitions dans
chaque sous-ensemble proportionnelles à celles d’origine, mais selon une répartition
uniforme. Les méthodes sont dites équilibrées car toutes les transitions sont alors
Θ(1), ce qui n’était pas nécessairement le cas, puisque deux transitions d’ordre dif-
férent (pourΦ) dans un même sous-ensemble restaient d’ordre différent. Dans [41],
nous l’avons généralisée à toutes les autres methodes précédemment citées.

Une comparaison de ces propositions de mesures a été réalisée [41] sur différents mo-
dèles, pour déterminer leurs mérites respectifs.

Propriétés des estimateurs

Les temps de simulation moyens par cycle étant iciΘ(1), nous n’avons pas ici à nous
intéresser à l’efficacité bornée où l’approximation normale bornéegénéralisée. Le critère
de robustesse habituellement utilisé pour la simulation des systèmes markoviens est celui
d’erreur relative bornée, que l’on peut spécifiquement redéfinir comme suit :

Définition 7 [200] Définissonsσ2
Φ′ comme la variance de la variable aléatoire1[τF <τ

1
]L

sous la mesureΦ′ (qui a pour espéranceγ) et zδ comme le1 − δ/2 quantile de la loi
normale centrée réduite. Alors l’erreur relative pour un échantillon de tailleI est définie
par

RE = zδ

√
σ2

Φ′/I

γ
.

On dit qu’il y a erreur relative bornée siRE reste bornée quandε→ 0.
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Une condition nécessaire et suffisante sur la mesure d’échantillonnageΦ′ a été obtenue
dans [162] pour vérifier cette propriété.

Nous avons introduit dans [218, 224] le concept d’approximation normale bornéebasé
sur la définition 3 :

Définition 8 SiρΦ′ dénote le moment absolu d’ordre trois etσΦ′ la déviation standard de
la variable aléatoire1[τF <τ

1
]L sous la mesure de probabilitéΦ′, on dit qu’il y a approxi-

mation normale bornée siρΦ′/σ3
Φ′ est borné quandε→ 0.

Nous avons obtenu une condition nécessaire et suffisante surla mesure d’échantillon-
nage préférentiel afin de vérifier cette propriété. Soitr et s les entiers tels queγ = Θ(εr)
etσ2

Φ = Θ(εs). Soit

∆m = {(x0, · · · , xn) : n ≥ 1, x0 = 1, xn ∈ F, xi 6∈ {1, F} ∀1 ≤ i ≤ n−1, (xi, xi+1) ∈ Γ

etΦ{(X0, · · · ,XτF
) = (x0, · · · , xn)} = Θ(εm)}.

∆ =

∞⋃

m=r

∆m,

et

∆m,k = { (x0, · · · , xn) ∈ ∆ :

Φ{(X0, · · · ,XτF
) = (x0, · · · , xn)} = Θ(εm) et

Φ′{(X0, · · · ,XτF
) = (x0, · · · , xn)} = Θ(εk)},

∆′
t =

⋃

m,k : m−k=t

∆m,k.

Théorème 3 SoitI la classes de mesuresΦ′ correspondants aux matricesP ′ telles que :
pour tout(ω, y) ∈ Γ, ω 6= 1 ety � ω,

si P (ω, y) = Θ(εd), alorsP
′(ω, y) = O(εd−1)

et pour tout(ω, y) avec soity ≺ ω ouy � ω etω = 1,

si P (ω, y) = Θ(εd), alorsP
′(ω, y) = O(εd).

L’approximation normale est bornée pour un nombre fixé d’observations et une mesure
Φ′ ∈ I si et seulement si∀k,m tels quem− k < r, (x0, · · · , xn) ∈ ∆m,k,

Φ′{(X0, · · · ,XτF
) = (x0, · · · , xn)} = O(ε3m/2−3s/4)

(i.e.k ≤ 3m/2 − 3s/4).

Nous pouvons dès lors établir les relations entre les propriétés d’erreur relative et d’ap-
proximation normale bornées avec les «bonnes estimations»asymptotiques deγ et de la
variance. Définissons plus formellement cette notion de bonne estimation.
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Définition 9 Soitf une fonction définie sur∆ (etf = 0 sinon) et soitt ≥ 0 tel que

EΦ[f(X0, · · · ,XτF
)] = Θ(εt).

On dira queEΦ[f(X0, · · · ,XτF
)] est bien estimé asymptotiquement quandε→ 0 sousΦ′

si pour tout(x0, · · ·xn) ∈ ∆ tel quef(x0, · · ·xn)Φ{(X0, · · · ,XτF
) = (x0, · · · , xn)} =

Θ(εt), alors
Φ′{(X0, · · · ,XτF

) = (x0, · · · , xn)} = Θ(1).

Autrement dit tout chemin contribuant au premier terme du développement de Taylor de
EΦ[f(X0, · · · ,XτF

)] est non rare sousΦ′, permettant de correctement l’estimer lorsque
ε→ 0.

Nous avons alors la chaîne suivante de propriétés (voir [224]), mettant en évidence
l’importance de l’approximation normale bornée.

Proposition 2 SoitΦ′ ∈ I (comme défini dans le théorème 3). L’approximation normale
bornée implique queσ2

Φ′ est bien estimé asymptotiquement.
Par contre, la réciproque est fausse en général.

Proposition 3 Siσ2
Φ′ est bien estimé asymptotiquement en utilisant une mesure deproba-

bilité Φ′, on a alors erreur relative bornée.
Par contre, la réciproque est fausse en général.

Proposition 4 Si on a erreur relative bornée,γ est bien estimé asymptotiquement.
Par contre, la réciproque est fausse en général.

Il est intéressant de noter que toutes les méthode équilibrées, par exemple, vérifient la
propriété d’approximation normale bornée.

3.3.3 Réplication des trajectoires pour la simulation d’événements rares

Il existe une autre grande famille pour la simulation des événements rares : les tech-
niques basées sur la réplication (ou ramification) des trajectoires. Ces techniques ont été
employées depuis les années 50 en physique mais n’ont été querécemment appliquées à
des problèmes de télécommunication et de fiabilité. Il existe deux « écoles » pour l’appli-
cation de ces méthodes : la première chronologiquement a étédéveloppée dans [235, 236,
237, 238] et a été appelée RESTART ; la deuxième dans [80, 81, 82, 83] où elle est appelée
« splitting ». D’autres travaux peuvent être encore cités, comme [75, 89, 110, 195].

Supposons qu’on souhaite estimer la probabilité d’un événement rareA. La simulation
standard étant inefficace on l’améliore en définissant des seuils où chaque trajectoire sera
séparée en sous trajectoires. Considéronsk+1 ensemblesBi tels quetA = Bk+1 ⊂ · · · ⊂
B1 et utilisons [195]

P (A) = P (A|Bk)P (Bk|Bk−1) · · ·P (B2|B1)P (B1) (3.4)

tel que chaque événement conditionnel n’est plus rare. L’idée est d’échantillonner selon une
loi de Bernoulli pour regarder si l’événement (non rare)B1 est atteint. Dans ce cas l’essai
est ramifié/séparé enR1 essais et on regarde alors (toujours par des loi de Bernoulli) pour
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chaque essai siB2 est atteint, et ainsi de suite. Si un seuil n’est pas atteint,A ne l’est pas
non plus, donc on arrête l’essai en cours. On a ainsi considéréR1 · · ·Rk essais dépendants.
En utilisantR0 réplications de la procédure, un estimateur deP (A) est

p̂ =
1

R0 · · ·Rk

R0∑

i0=1

· · ·
Rk∑

ik=1

1i01i0i1 · · ·1i0i1···ik
(3.5)

où1i0i1···ij
est le résultat dui-ème essai de Bernoulli à l’étapej. Il est démontré dans [238]

qu’il est optimal de choisir un nombre de seuilsk = −1/2 ln(P (A))− 1, et de prendre les
seuils tels queP (Bi|Bi−1) = e−2 etRi ≈ 1/P (Bi|Bi−1) = e2.

Le cas de l’estimation d’un événement rare pour un processusstochastique est cepen-
dant plus complexe car la distribution stationnaire pour atteindre le seuil suivant est en
général inconnue. Dans ce cas, on utilise des chemins, et nous ne sommes donc pas en
stationnaire. Nous avons implémenté ces techniques pour lasimulation des réseaux de Pe-
tri dans le logiciel SPNP, voir le chapitre 5 et [231]. Une combinaison avec les méthodes
quasi-Monte Carlo de la section suivante est aussi depuis très récemment en cours d’étude
[61].

3.4 Méthode quasi-Monte Carlo

3.4.1 Résultats généraux

Les méthodes de Monte Carlo ont comme grand avantage, par rapport aux méthodes
d’analyse numérique classiques, d’avoir une vitesse de convergence enO(1/

√
N) (pour un

échantillon deN points), donc indépendante de la dimension du problème. Néanmoins, il
doit exister des suites de nombres telles que la convergencesoit plus rapide, en supprimant
l’aspect aléatoire. Ceci conduit à s’intéresser aux méthodes dites de Quasi Monte Carlo.

Ces méthodes approchent
∫
[0,1]s

f(x)dx par 1
N

∑N
n=1 f(ξ(n)) où (ξ(n))nεIN est une

suite déterministe. Comme nous voulons qu’il y ait asymptotiquement convergence quand
N → +∞, la suite(ξ(n))n∈IN doit être équirépartie, d’où la notion de discrépance [163,
65] :

Définition 10 Soit P = (ξ(n))n∈IN, AN (B,P) le nombre d’éléments appartenant àB

parmi lesN premiers de la suiteP, c’est-à-direAN (B,P) =
∑N

n=1 1B(ξ(n)), et soit
B une famille de sous-ensembles des boréliens de[0, 1]s. La discrépance desN premiers
termes deP est alors définie parDN (B,P) = supBεB |AN (B,P)

N − λs(B)| où λs est la
mesure uniforme sur[0, 1)s.

Le type de discrépance la plus utilisée est la discrépance étoile :

D∗
N (P) = DN (I∗,P) oùI∗ =

{
s∏

i=1

[0, ui) : ui ∈ [0, 1]

}
.

Un autre type de discrépance facilement manipulable est la discrépance moyenne carré

T
(2)∗
N (P) =

(∫

[0,1]s

(
AN ([0, x),P)

N
− λs([0, x))

)2

dx

)1/2

.
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Une suiteP est équirépartie si et seulement siD∗
N (P) → 0 quandN → ∞. Il est possible

de borner l’erreur d’approximation à l’aide de la discrépance. SoitV (f) la variation au
sens de Hardy et Krause de la fonctionf . On a alors la borne de Koksma-Hlawka [163]

∣∣∣∣∣
1

N

N∑

n=1

f(ξ(n)) −
∫

[0,1]s
f(u)du

∣∣∣∣∣ ≤ V (f)D∗
N (P).

Pour une suite infinieS, il a été montré qu’on ne peut avoir mieux queD∗
N (S) =

O(N−1 logN) pours = 1, etO(N−1(logN)α(s)) pours quelconque (voir [163, pages 23-
25], [31, page 10]). La fonctionα(s) est encore indéterminée. On sait ques/2 ≤ α(s) ≤ s
[31] et on conjecture queα(s) = s.

Définition 11 Une suiteS de[0, 1]s vérifiantD∗
N (S) = O(N−1(logN)s) est appelée une

suite à discrépance faible et les méthodes d’approximationutilisant ces suites sont appelées
les méthodes de quasi-Monte Carlo.

Asymptotiquement, la convergence est donc plus rapide que pour la méthode de Monte
Carlo standard qui, on le rappelle, est enO(1/

√
N).

Dans [214], nous nous sommes intéressés à des techniques dites de réduction de la
variation analogues à celles de réduction de la variance dans Monte Carlo, où, par transfor-
mation de l’intégrale, il est possible de réduire la variation. ceci nécessite une reformulation
des différentes bornes. Cependant, comme nous le verrons plus tard, ceci n’a qu’un intérêt
limité, car les bornes de l’erreur du type Koksma-Hlawka n’ont pas de réelle utilisation
pratique.

3.4.2 Exemples de suites à discrépance faible

Présentons certaines suites à discrépance faible que nous utiliserons par la suite. Pour
une description plus précise, voir [163, chapitre 3] ou [32,chapitre 2].

Suites de Halton

Ces suites forment une généralisation multi dimensionnelle des suites en dimension 1
de Van der Corput. Soitn ∈ IN et

∑∞
j=0 aj(n)bj son développement en baseb. On définit la

fonction radicale inverse en baseb parφb(n) =
∑∞

j=0 aj(n)b−j−1 ∈ [0, 1). On considère

s entierspi (i = 1, · · · , s) premiers deux à deux et on poseP = (ξ(n))n∈IN la suite de
Halton avec

ξ(n) = (φp1
(n), · · · , φps

(n)) ∈ [0, 1)s.

Alors

D∗
N (P) <

s

N
+

1

N

s∏

i=1

(
pi − 1

2 log pi
logN +

pi + 1

2

)
= O(N−1(logN)s). (3.6)

En pratique, on considère habituellementpi le ieme nombre premier. Malgré la discré-
pance de ces suites très faible asymptotiquement, on peut observer que, en grande dimen-
sion, la propriété de bonne distribution peut n’apparaîtrequ’au bout d’un très grand nombre
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d’itérations (i.e. on obtient une mauvaise répartition pour un petit nombre d’itérations). Par
exemple, considérantp15 = 47 etp16 = 53, les15eme et16eme coordonnées seront consti-
tuées de sous suites croissantes de longueur respectives 47et 53. Si on regroupe par paire
ces coordonnées successives, on obtient pour un nombre modéré de points, comme illustré
figure 3.1, des problèmes de régularité créés par les cycles monotones.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIG. 3.1 – Projection de la suite de Halton sur les15eme et16eme coordonnées.

Un grand effort de recherche a eu lieu ces dernières années pour améliorer ce phéno-
mène. Morokoff et Caflish [159] permutent aléatoirement (suivant une loi uniforme) les
suites sur chaque coordonnée : pour less suites que l’on considère alors, lesN points sont
rangés du plus petit au plus grand et sont alors permutés aléatoirement. On peut facilement
montrer que cette opération ne change pas la borne de la discrépance donnée par (3.6).
Cette technique est cependant moins élaborée que celle qui suit. Braaten et Weller [33]
ont amélioré la distribution uniforme de la suite par l’introduction, pour chaque nombre
premierpi (1 ≤ i ≤ s), d’une permutationπpi

sur{0, · · · , pi − 1} telle queπpi
(0) = 0,

laissant apparaître un comportement plus chaotique. Ainsi, à partir du développement den
en basepi, on pose

Spi
(n) = πpi

(a0)/pi + πpi
(a1)/p

2
i + · · · + πpi

(aj)/p
j+1
i

et la nouvelle suite de Halton estP = (ξ(n))n∈IN avecξ(n) = (Sp1
(n), · · · , Sps

(n)).
Quelles que soient les permutationsπpi

, avec la restrictionπpi
(0) = 0, la borne de la

discrépance deP donnée par (3.6) reste inchangée (i.e.P est toujours une suite à discré-
pance faible). Le problème est alors de choisir les bonnes permutations. Braaten et Wel-
ler [33] ont construit les permutationsπpi

unidimensionnellement telles que si on connaît
πpi

(1), · · · , πpi
(j), on choisitπpi

(j + 1) comme l’élément minimisant la discrépance

moyenne carréeT (2)∗
j+1 desj + 1 points{πpi

(1)/pi, · · · , πpi
(j)/pi, πpi

(j + 1)/pi} . Ces
suites sont connues parmi les plus efficaces en pratique, et même les plus efficaces pour
certaines dimensions et certaines applications [175]. Récemment, Faure [70] a amélioré ce
choix, de manière lui-aussi uni-dimensionnelle. Bien que le choix de toutes ces permuta-
tions donne de bons résultats, on peut se demander pourquoi une concaténation de suites
uni-dimensionnelles conduit à une bonne suite multi-dimensionnelle. C’est pourquoi nous
avons construit de nouveaux algorithmes dans [210, 213].
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Une première méthode de choix de permutations donne une table unique, disponible
pour toute dimension. L’algorithme crée la table ligne par ligne. Il est différent de celui
de Braaten et Weller qui génère la table élément par élément.Une fois les permutations
πp1

, · · · , πpj
1 ≤ j < s déterminées, la permutationπpj+1

pour la(j + 1)eme coordonnée
est choisie parmi toutes les permutations de{0, · · · , pj+1 − 1} telles queπpj+1

(0) = 0,

et πpj+1
minimise la discrépance à l’origine moyenne carréeT

(2)∗
pj+1−1(P) de la suite en

dimensionj + 1 définie parP = (Sp1
(n), · · · , Spj+1

(n))1≤n≤pj+1−1. Pour unj fixé, le
nombre de permutations possible pour laj + 1eme coordonnée est(pj+1 − 1)!. Pour éviter
cette explosion combinatoire, on choisit les permutationsau moyen d’une simulation de
type Monte Carlo.

De la même manière, on peut trouver un algorithme créant une table entière pour chaque
dimension : pour une dimensions fixée, on cherche une table(πp1

, · · · , πps
), avecπpi

permutation de{0, · · · , pi − 1} telle queπpi
(0) = 0 etπpi

minimiseT (2)∗
ps−1(Pp1,··· ,ps

) où
Pp1,··· ,ps

est la suite en dimensions associée aux permutations(πp1
, · · · , πps

). Comme le
nombre de permutations possibles est plus grand que celui pour l’algorithme créant la table
ligne par ligne, on utilise encore une approche de type MonteCarlo.

Les permutations obtenues sont décrites dans [213]. En dimension 16 par exemple, elles
permettent une réduction de la discrépance d’un facteur104 par rapport à la suite de Halton
standard, et d’un facteur 10 par rapport aux permutations proposées par Braaten et Weller.

(t, s)-suites

Définition 12 Soit s fixé etb nombre premier tel queb ≥ s. Un intervalle

E =

s∏

i=1

[aib
−di , (ai + 1)b−di ], ai, bi ∈ ZZ,di ≥ 0, 0 ≤ ai < b

est appelé un intervalle élémentaire en base b.

Définition 13 Soient t,m entiers tels quet ≤ m. Un (t,m,s)-treillis en base b est un en-
sembleP = (ξ(n))1≤n≤bm comprenantbm points de[0, 1)s tel que pour tout intervalle élé-
mentaire E en base b vérifiantλs(E) = bt−m on aitA(E,P) =

∑
ξ(n)∈P 1E(ξ(n)) = bt.

Définition 14 Soitt ≥ 0. La suiteP = (ξ(n))n∈IN est une (t,s)-suite de[0, 1)s en base b si
∀k ≥ 0 etm > t, {ξ(n) : kbm ≤ n < (k + 1)bm} est un (t,m,s)-treillis en base b.

Les(t, s)-suites sont donc très bien réparties sur tout l’intervalle[0, 1)s et prouvées être
à discrépance faible.

Pour construire une (t,s)-suite, on choisit
– (S1) un anneauR commutatif tel quecard(R) = b ;
– (S2) des bijectionsψr etηij : ZZ/bZZ → ZZ/bZZ pourr ≥ 0, 1 ≤ i ≤ s et j ≥ 1 ;

– (S3) des élémentsc(i)jr ∈ R pour1 ≤ i ≤ s, r ≥ 0 et j ≥ 1.
Soitn ∈ IN et

∑∞
r=0 ar(n)br son développement en baseb. On pose

ξ
(n)
i =

∑∞
j=1 y

(n)
ij b−j pourn ≥ 0 , 1 ≤ i ≤ s avecy(n)

ij = ηij(
∑∞

r=0 c
(i)
jr ψr(ar(n))) ∈

ZZ/bZZ, puis
ξ(n) = (ξ

(n)
1 , · · · , ξ(n)

s ). (3.7)
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Nb. de points 10
3

10
4

10
6

10
9

10
12

10
16

Borne 1.50 3.34 10
−1

2.14 10
−2

1.21 10
−4

5.83 10
−7

1.92 10
−10

TAB . 3.1 – Bornes de la discrépance en dimension 5

Pour garantir queξ(n) appartienne à[0, 1)s, et non à[0, 1]s, nous prenons la condition
suffisante : pour1 ≤ i ≤ s, r ≥ 0 et toutj suffisamment grand,ηij(0) = 0 et c(i)jr = 0.

Pour une construction précise, voir [163].

Règles de quadrillage

Les règles de quadrillage construisent des suites finies. Elles consistent à utiliser un
vecteurg ∈ ZZs et considèrentP = (ξ(n))1≤n≤N avecξ(n) = { n

N g} où {·} rend les
parties fractionnaires de chaque coordonnée du vecteur. Unbon choix de couple(g,N) a
été un thème actif de recherche [130, 163, 203].

3.4.3 Inconvénients de quasi-Monte Carlo

Un des principaux avantages des méthodes Monte Carlo est qu’elles peuvent être faci-
lement appliquées à des problèmes très généraux. Quasi-Monte Carlo au contraire, même
si asymptotiquement plus rapide, exige un « échantillon » deplus en plus grand pour être
performant quand la dimension augmente. Ceci limite fortement son efficacité pour des
problèmes de grande dimension.

Un deuxième point concerne l’estimation de l’erreur : MonteCarlo d’un côté donne
aisément un intervalle de confiance par application du théorème de la limite centrale. De
l’autre côté quasi-Monte Carlo, par l’intermédiaire de la borne de Koksma-Hlawka par
exemple est supposé fournir une borne plus forte (car non probabiliste) pour majorer l’er-
reur. Malheureusement cette borne, composée de la variation de la fonction et de la discré-
pance de la suite, est la plupart du temps inutile en pratique. En effet, il existe des fonctions
à variation infinie comme par exemple en dimensions = 3

f(x1, x2, x3) = min(x1 + x2 + x3, 1)

pour lesquelles quasi-Monte Carlo converge (rapidement) [32]. De plus, même si la varia-
tion est finie, elle est composée de2s − 1 variations au sens de Vitali, chacune au moins
aussi difficile à estimer que l’intégrale de départ elle-même, leur somme devenant (exces-
sivement) grande quands augmente. De même, les bornes de la discrépance sont elles
aussi inutiles en pratique car, bien que ce soient elles qui donnent l’ordre de convergence
asymptotique connuO(N−1(lnN)s), la valeur deN pour obtenir cet ordre est souvent
irréalisable en pratique. Les Tables 3.1 et 3.2 donnent par exemple les bornes pour des
(0, 5)- suite de Niederreiter en baseb = 5 et (0, 25)-suite de Niederreiter en baseb = 27
et différentes valeurs deN . Les nombres de points nécessaires pour obtenir des valeurs
modérées sont irréalisables en dimension 25. Pourtant, lesméthodes de quasi-Monte Carlo
ont montré leur vitesse en pratique dans ces cas.

Les deux sous-sections suivantes montrent comment ces problèmes peuvent être con-
tournés.
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Nombre de points 10
3

10
9

10
15

10
21

10
35

Borne 2.88 10
5

1.11 10
6

2.46 10
5

5.22 10
3

1.62 10
−3

TAB . 3.2 – Bornes de la discrépance en dimension 25

3.4.4 Quasi-Monte Carlo randomisé

Méthodes et ordre de convergence

Les techniques de randomisation permettent d’utiliser le théorème de la limite cen-
trale pour déterminer/estimer l’erreur dans les méthodes QMC. Elles peuvent être aussi
vues comme une technique de réduction de la variance dans lesméthodes Monte Carlo, en
tant que généralisation des variables antithétiques. Parmi les méthodes de randomisation
possibles, nous nous intéresserons plus particulièrementaux méthodes dites shiftées sur
lesquelles nous avons apporté plusieurs contributions.

Suites à discrépance faible shiftées (aussi dites translatées).
Soit (ξ(n))n∈IN une suite à discrépance faible. La technique de randomisation [57]

consiste à ajouter une même variable aléatoireX uniformément distribuée sur[0, 1)s à
chaque élément de la suite afin de conserver la bonne répartition de la suite. Si on s’inté-
resse à

Z =
1

N

N∑

n=1

f({X + ξ(n)}) (3.8)

au lieu de1
N

∑N
n=1 f(ξ(n)) dans QMC, où{x} est le vecteur des parties fractionnaires des

coordonnées dex, l’idée est de calculer la valeur moyenne obtenue surI copies indépen-
dantesZi deZ,

1

I

I∑

i=1

Zi (3.9)

et d’obtenir un intervalle de confiance en utilisant le théorème de la limite centrale sur ces
I variables. La bonne répartition de la suite à dicrépance faible doit permettre de réduire la
variance de l’estimateur (sans biais).

Pour appeler la fonctionf le même nombre de fois pour chaque méthode, nous devons
comparer la variance de l’estimateur (3.9) avec celle de l’estimateur Monte Carlo standard
pourNI variables aléatoires. Nous obtiendrons une réduction de lavariance si et seulement
si

σ2

(
1

N

N∑

n=1

f({X + ξ(n)})
)
<

1

N
σ2(f(X)). (3.10)

Dans [215, 216, 223], nous avons montré qu’il est possible d’obtenir une réduction consé-
quente de la variance par comparaison avec celle de la somme deN variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuéesf(X). Citons certains résultats de [215, 216,
223] :
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Théorème 4 SoitP = (ξn)n∈IN une suite à discrépance faible sur[0, 1)s. Si f est une
fonction à variation finie etX une v.a. uniformément répartie sur[0, 1)s, on a

σ2

(
1

N

N∑

n=1

f({X + ξn})
)

= O(N−2(lnN)2s). (3.11)

Une parallélisation de la méthode a été proposée dans [228].
De plus, on peut montrer que cette vitesse de convergence estaussi valable pour d’autres

fonctions que celles à variation finie. En effet, considérons l’ensembleF des fonctions
continues, muni de la mesure de Wiener qui est concentrée surdes fonctions à variation in-
finie [159]. Rappelons que la mesure de WienerµW est une mesure gaussienne d’espérance
nulle et de noyau de covariance

R(x, y) =

∫

F

f(x)f(y)dµW (f) =

s∏

i=1

min(xi, yi).

On peut alors obtenir le théorème suivant :

Théorème 5 SiP = (ξn)n∈IN est suite à discrépance faible sur[0, 1)s, la variance moyen-

neσ2
N,avg de la variable aléatoire

1

N

N∑

n=1

f({ξn +X}), moyenne prise sur l’ensembleF

des fonctionsf continues sur[0, 1]s que l’on munit de la mesure de WienerµW , est en
O(N−2(lnN)2s).

La vitesse de convergence peut même être plus rapide pour certaines classes de fonc-
tions [217]. Soitα > 1, C > 0 et∀h ∈ ZZs, r(h) =

∏s
i=1 max(1, |hi|). SoitEs

α(C) l’en-
semble des fonctions périodiquesf : IRs → IR, de période 1 sur chaque coordonnée, telles
que le coefficient de Fourier de rangh de la fonctionf , f̂(h) =

∫
[0,1]s

f(x)e(−h.x)dx (x.y
étant le produit scalaire standard dex, y ∈ IRs), vérifie

|f̂(h)| ≤ Cr(h)−α pour touth ∈ ZZs.

On considère comme suite à discrépance faible les règles de quadrillage({ng/N})1≤n≤N

avecg vecteur judicieusement choisi.

Théorème 6 SoitX variable uniforme sur[0, 1]s. Alors, pour toutα > 1, C > 0 et
N ≥ 1, il existe ung ∈ ZZs tel que

max
f∈Es

α(C)
σ2

(
1

N

N−1∑

n=0

f
({
X +

n

N
g
}))

= O(N−2α(lnN)2αs).

Ce travail sur les règles de quadrillage a été étendu dans [127, 129], où le choix d’un bong
est cherché.

Autres randomisations : pour chaque type de randomisation, l’idée est d’utiliserI
copies indépendantes et d’appliquer le théorème de la limite centrale à cesI copies.
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– (t, s)-suites brouillées. Les(t, s)-suites brouillées ont été introduites par A. Owen
dans [169, 170]. L’idée est de perturber les digits des (t, s)-suites en baseb en uti-
lisant des permutation aléatoires de digits, tout en préservant la propriété de discré-
pance faible. Toute permutation est choisie parmi lesb! permutations possibles de
{0, . . . , b − 1}. Pour un pointξ =

∑∞
k=1 akb

−k en baseb, la permutation utilisée
poura1 estπ·, la permutation utilisée poura2 estπ·,a1

(dépendante dea1 mais in-
dépendante deπ·), et généralement la permutation utilisée pourak estπ·,ak−1,...,a1

.
D’autres choix de permutation, moins coûteux en termes de stockage et en temps de
génération, ont plus récemment été développées. Pour certaines classes de fonction, il
est montré que la variance peut décroître aussi rapidement queO

(
N−3(logN)s−1

)

[171].
– Départ aléatoire des suites de Halton. Cette méthode [209, 241] voit les suites

de Halton comme une application multidimensionnelle de la transformation de von
Neuman-Kakutani [116] avec vecteur orbite(0, · · · , 0). En choisissant un vecteur
d’orbite aléatoire, on obtient une suite de Halton randomisée.

Des comparaisons numériques des différentes techniques derandomisation et des dif-
férentes suites ont été réalisées. Dans [211] notamment, nous incitons à l’utilisation pour
la méthode du shift des suite de Sobol (des(t, s)-suites) utilisant le code de Gray [16].

Nous avons appliqué efficacement ces techniques à la simulation de divers systèmes im-
portants dans le domaine de l’évaluation des performances et des télécommunication. Dans
[216], nous avons ainsi amélioré la simulation des files d’attente multi-classes à forme pro-
duit et obtenu sur certains exemples une amélioration de l’efficacité de 626 pourN = 104

par rapport à la meilleure méthode Monte Carlo connue (sachant que cette amélioration
grandira avecN en raison de la vitesse de convergence plus rapide). Dans [212], nous
l’avons appliqué à l’évaluation d’un système cellulaire avec partage dynamique des res-
sources, et dans [219] aux réseaux à perte.

3.4.5 Quasi-Monte Carlo pour les problèmes de grande dimension

Comme nous l’avons dit, les méthodes de quasi-Monte Carlo sont souvent peu effi-
caces pour un nombre de points modéré en grande dimension (plus exactement quand la
dimensioneffectiveest importante, c’est à dire quand il n’est pas possible de concentrer
la majorité des variations de la fonction sur un petit nombrede composantes). Or les pro-
blèmes de grande dimension sont très présents en pratique (comme par exemple pour la
simulation de chaînes de Markov). Il existe différentes manières d’adapter les méthodes de
quasi-Monte Carlo au cas de problème à grande dimension. Nous nous concentrons ici sur
celles où nous avons contribué. D’autres peuvent être trouvées en [173, 207].

Méthode mixte

La méthode dite mixte a été initialement développée par G. Ökten et J. Spanier [166,
207, 206], puis renommée « padding » par A. Owen. Elle consiste, quand on cherche à
intégrer (ou simuler un problème) en dimensions très grande, à considérer une suite à
discrépance faible en dimensiond < s de sorte que lesd premières coordonnées des points
de l’échantillon seront générées via la suite à discrépancefaible, et les suivantes en utilisant
des variables aléatoires uniformes.
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Formellement, on approche l’intégraleI =
∫
[0,1]s

f(x)dx, par 1
N

∑N
k=1 f(x(k)), où

x(k) = (ξ(k),X(k))

est une suites-dimensionnelle, avec(ξ(k))k≥1, suite à discrépance faibled-dimensionnelle,
etX(k), k ≥ 1, variables aléatoires uniformes sur(0, 1)s−d indépendantes. Il est espéré que
la bonne répartition de la suite à discrépance faible va améliorer la convergence, particuliè-
rement pour les problèmes à dimension effective faible, où la variance se concentre sur les
premières coordonnées.

Posons les variables aléatoires

Yk = f
(
ξ
(k)
1 , · · · , ξ(k)

d ,X
(k)
d+1, · · · , ,X(k)

s

)
,

d’espérencesµk = E[Yk] et variancesσ2
k = V ar(Yk). Posons aussis2N = σ2

1 + ...+ σ2
N .

Nous avons obtenu des bornes de la discrépance pour cette méthode [167, 168]. Nous avons
aussi obtenu les résultats suivants :

Théorème 7 Supposonsf bornée sur[0, 1]s et que les fonctions

g(x1, ..., xd) =

∫

[0,1]s−d

f(x1, ..., xd,Xd+1, ...,Xs)
2dXd+1...dXs

h(x1, ..., xd) =

(∫

[0,1]s−d

f(x1, ..., xd,Xd+1, ...,Xs)
2dXd+1...dXs

)2

sont à variation au sens de Hardy et Krause bornée (conditionsuffisante de convergence,
mais les convergences

1

N

N∑

k=1

g(ξ
(k)
1 , · · · , ξ(k)

d ) →
∫

[0,1]d
f(x)2dx

et

1

N

N∑

k=1

h(ξ
(k)
1 , · · · , ξ(k)

d ) →
∫

[0,1]d
h(y)dy =

∫

[0,1]d

(∫

[0,1]s−d

f(y, x)dx

)2

dy

suffisent). Alors

1. La somme normalisée ∑N
k=1 Yk −∑N

k=1 µk

sN

converge en loi vers une loi normale centrée réduite.

2. On a

s2N/N → L =

∫

[0,1]s
f(x)2dx−

∫

[0,1]d

(∫

[0,1]s−d

f(y, x)dx

)2

dy;
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3. La méthode mixte donne asymptotiquement une réduction dela variance par rapport
à Monte Carlo, avec un facteur de réduction

∫
[0,1]s

f(x)2dx−
∫
[0,1]d

(∫
[0,1]s−d f(y, x)dx

)2

dy

∫
[0,1]s

f(x)2dx−
(∫

[0,1]s
f(x)dx

)2 ≤ 1. (3.12)

Il est important de noter que l’utilisation de suites à discrépance faible n’est pas requise
dans ce théorème, l’hypothèse clé étant la convergence versla distribution uniforme de la
suite déterministe. Cependant les suites à discrépance faible sont utiles pour deux raisons :

– elles réduisent autant que possible le biais de l’estimateur ;
– La variance de l’estimateur converge plus rapidement verssa valeur asymptotique.
La méthode présente cependant deux problèmes : l’estimateur est biaisé comme nous

venons de le dire et la variance est difficile à estimer. Cependant, en utilisant les techniques
de randomisations précédemment citées, l’estimateur devient sans biais et la variance est
facilement estimable. On utilise donc un estimateur

1

I

I∑

i=1

(
1

N

N∑

k=1

f(u(k,i))

)

où les suites randomisées que nous considérons sont en fait des suites de quasi-Monte
Carlo randomisées des section précédentes pour lesd premières coordonnées, alors que les
coordonnées restantesu(k,i)

n (n = d+ 1, . . . , s, 1 ≤ k ≤ N , 1 ≤ i ≤ I) sont des variables
aléatoires uniformes sur[0, 1). L’efficacité de la méthode (ainsi que sa version randomisée)
a été démontrée dans [168], et le gain par rapport à Monte Carlo (3.12) vérifié.

Quasi-Monte Carlo et simulation des chaînes de Markov

Un type de problème où les méthodes de quasi-Monte Carlo peuvent s’avèrer ineffi-
caces en raison de la grande dimension des suites nécessaires est la simulation des chaînes
de Markov. Nous avons proposé dans [122] une adaptation particulière des méthodes QMC
à la simulation transitoire des chaînes de Markov à temps discret. Nous avons proposé d’uti-
liser une suite à discrépance faible en dimension 2 et de simuler les chaînes en parallèle,
mais de les réordonner à chaque étape.

Le problème général est modélisé comme suit. SoitE un ensemble fini ou dénombrable
(E = IN ouE = ZZ) représentant l’espace d’états. Considérons une chaînede Markov à
temps discret(Yn)n∈IN de loi initialeµ = (µ{i} : i ∈ E) et matrice de transitionP =
(p(i, j) : i, j ∈ E). Nous cherchons à approcher la loi de probabilité aprèsn étapes de la
chaîne de Markov. Noter que dans cette section,n désigne le nombre d’étapes considérées
de la chaîne, etL est le nombre de chaînes.

L’algorithme est le suivant. SoitX = {xp}p∈IN une(t, 2)-suite en baseb etXn l’en-
semble de points{xp = (xp,1, xp,2) : nL ≤ p < (n + 1)L} avecL = bq. Si proj1 et
proj2 dénotent les projections définies parproji(x1, x2) = xi, pouri = 1, 2, on suppose
que∀n ≥ 0

proj1X
n is a(0, q, 1)-net in baseb, (3.13)
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et que, siE = ZZ,
0 /∈ proj2X. (3.14)

ConsidéronsL chaînes distinctesY (i) = {Y (i)
n }n∈IN, 0 ≤ i ≤ L− 1.

1. A partir de l’ensemble de pointsX0, on échantillonne l’état initial (au tempsj = 0)
de chaque chaîne selonµ : l’état initial ibLxp,1c

0 de la chaînebLxp,1c est échan-
tillonné en utilisantxp,2 (comme avec un nombre pseudo aléatoire). Notons que
grâce à (3.13), chaque chaîne sera échantillonnée une unique fois.

2. On réordonne les chaînes selon leur état :i0j ≤ i1j ≤ · · · ≤ iL−1
j .

3. j = j + 1. ConsidéronsXj . On échantillone le nouvel état de chaque chaîne selon
la matriceSP : le nouvel état de la chaînebLxp,1c est choisi en utilisantxp,2, selon
la distribution discrèteP

i
bLxp,1c

j−1 ,·
.

4. sij = n stop sinon retourner en 2)

5. Considérer la moyenne de la fonction de récompensef sur lesL chaînes :

1

L

L−1∑

l=0

f(ilN ).

Pour prouver la convergence de la méthode, il est nécessairede reformuler les diverse
notions pour les adapter au contexte (comme réalisé dans [214]). La λ-discrépance étoile
d’un ensemble de pointsI pour une distributionλ est (re)définie par

D?(I, λ) := sup
k∈E

∣∣∣∣∣∣
1

L

∑

0≤`<L

1Fk
(i`) −

∑

i∈Fk

λ{i}

∣∣∣∣∣∣
,

où
Fk := {i ∈ E : i < k}.

Définissons lavariationd’une suiteu comme

V (u) :=
∑

i∈E′

|u(i+ 1) − u(i)|,

avecE′ := {i ∈ E : i+ 1 ∈ E}. Le théorème de Koksma-Hlawka peut être reformulé :

Lemme 1 Soitλ une distribution surE. Siu est une suite à variation bornée et siI est un
ensemble de pointsi0, . . . , iL−1 ∈ E, alors

∣∣∣∣
1

L

∑

0≤`<L

u(i`) −
∑

i∈E

λ{i}u(i)
∣∣∣∣ ≤ V (u)D?(I, λ).

Soit In = {i0j , i1j , · · · , iL−1
j } l’ensemble d’états échantillonné à partir deIn−1 en uti-

lisant l’ensemble de pointsXn. La proposition suivante est prouvée dans [122].
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Proposition 5 Si la matriceP vérifie

∀k ∈ E
∑

i∈E′

∣∣∣
∑

j<k

p(i+ 1, j) −
∑

j<k

p(i, j)
∣∣∣ ≤ 1,

alors, pourq ≥ t,

D?(In, µPn) ≤ D?(I0, µ) + 2nb−b q−t

2 c. (3.15)

Corollaire 1 Si on cherche à estimer la moyenneIE(u(Yn)) d’une suiteu telle queV (u) <
∞ à la n-ème étape d’une chaîne de Markov à temps discret(Yn)n∈IN, l’estimation précé-
dente converge quandL→ ∞.

De même, si on estime la récompense cumulée
∑n

m=1 IE(u(Ym))/n jusqu’à l’instant
n, la méthode converge sous les mêmes hypothèses.

La borne (3.15) prouve la convergence, mais est relativement pessimiste , car elle donne
une convergence d’ordreO(L−1/2) comme Monte Carlo (notons quand même qu’il s’agit
d’une borne au pire cas et non en moyenne comme pour Monte Carlo). Cependant, dans
[121], nous avons comparé numériquement sur plusieurs exemples les ordres de conver-
gence pour cette méthode avec ceux de Monte Carlo et de diverses variantes de quasi-Monte
Carlo. L’efficacité de la méthode y est vérifiée.

En collaboration avec l’Université de Savoie et l’Université de Montréal, nous avons
travaillé sur une version randomisée de cette méthode (afin d’estimer l’erreur), avec une
extension aux chaînes de Markov dont le temps de simulation est aléatoire et peut être non
borné, au cas de n’importe quelle suite à discrépance faible, ainsi qu’au cas oùd variables
aléatoires uniformes sont nécessaires pour simuler une transition. Nous utilisons aussi ici
le fait qu’un même ensemble de points à discrépance faible peut être utilisé à chaque étape
[124, 126, 125]. L’algorithme est similaire à celui déterministe aux point suivants près :

– à chaque étape, on utilise une randomisation différente del’ensemble de points uti-
lisé, de manière à obtenir un estimateur sans biais ;

– seules les chaînes pour lesquelles le temps d’arrêt n’est pas atteint sont rééchatillon-
nées, les autres étant considérées dans l’état+∞.

Nous avons pu ici aussi obtenir des résultats de convergencedans le pire cas, similaires à
ceux pour la méthode déterministe. Nous avons aussi obtenu des résultats sur la variance
dans certaines situations [124, 126] : une borne au pire cas enO(L−1/2) est encore prouvée,
ainsi qu’une borne en moyenneO(L−3/2) sous certaines (fortes) conditions.

Du fait des majorations fortes des bornes obtenues, il parait intéressant d’insister sur
une illustration numérique de l’efficacité réelle en pratique. La table 3.4.5 donne l’ordre
de réduction de variance obtenu sur la simulation du temps moyen d’attente des 100 pre-
miers clients d’une file M/M/1 initiallement vide en utilisant les équations de Lindsley et
différentes valeurs d’intensité du traficρ. Les différentes méthodes utilisées ici sont les
méthodes QMC randomisées classiques (en dimension 100) avec différentes suites, et la
méthode présentée ci-dessus (dénotée par Array) avec ces même suites. Le gain observé
est important, par rapport aux méthodes QMC randomisées classiques, et plus encore par
rapport à Monte Carlo. Ce gain relatif augmente avec le nombre de points utilisés.
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ρ k = 10 k = 12 k = 14 k = 16 k = 18 k = 20

0.2 Classique-Korobov-Baker 5 8 15 16 59 117
Classique-Sobol 1 1 3 1 13 28
Array-Korobov 18 55 49 292 850 2169
Array-Sobol 87 282 836 3705 10640 47850
Array-Sobol-NoGray 46 112 276 874 2914 7429

0.5 Classique-Korobov-Baker 10 7 13 6 14 14
Classique-Sobol 2 1 4 5 9 10
Array-Korobov 14 46 33 231 686 2034
Array-Sobol 123 504 1083 5651 13830 55160
Array-Sobol-NoGray 55 130 302 1188 3507 11260

0.8 Classique-Korobov-Baker 11 2 15 17 21 26
Classique-Sobol 3 2 4 6 10 11
Array-Korobov 15 85 33 337 727 5119
Array-Sobol 370 1281 3240 19730 57290 233100
Array-Sobol-NoGray 117 288 996 4580 13210 48660

TAB . 3.3 – Facteurs de réduction de variance pour les méthodes randomisées par rapport à
Monte Carlo pour l’estimation du temps moyen d’attente de 100 clients en utilisantL ≈ 2k

points. Classique est pour la méthode QMC randomisée classique. On utilise les suites de
Sobol, avec ou sans code de Gray [16], un cas particulier des(t, s)-suites, celles de Korobov
[163], un cas particulier des règles de quadrillage. Dans certains cas, une transformation
dite de baker (boulanger) est utilisée [103].

3.5 Notes

Nous travaillons actuellement sur l’étude du niveau de confiance de l’intervalle obtenu
par les méthodes QMC randomisées. Nous cherchons à déterminer si garder une taille
d’échatillon fixe et augmenter la taille de la suite à discrépance faible ne détériore pas la
qualité de l’intervalle de confiance [225]. De même, nous souhaitons appliquer la méthode
pour les chaînes de Markov à des contextes spécifiques, tels que MCMC (Markov Chain
Monte Carlo) ou la simulation parfaite. Une combinaison de la méthode avec la technique
de ramification des trajectoires pour la simulation d’événements rares est aussi en cours
d’élaboration [61].



Chapitre 4

Contributions à la tarification des
réseaux de communication

Ce chapitre traite d’un sujet ayant récemment pris de l’importance dans la communauté
scientifique, et auquel nous avons accordé beaucoup d’attention depuis quelques années :
la tarification des réseaux pour contrôler la congestion et mieux partager les ressources.

4.1 Généralités

Le développement très rapide des réseaux de communication en général et de l’Inter-
net en particulier nécessite une grande attention de la communauté scientifique, tant sur
le plan qualitatif (pour le développement d’architectures, de protocoles, de procédures de
contrôle et de test) que sur le plan quantitatif (indispensable pour dimensionner correc-
tement ces architectures et ces services : l’évaluation desperformances, de la sûreté de
fonctionnement, de la qualité de service). L’un des problèmes majeurs est la difficulté à
gérer convenablement la « qualité de service » (QoS) pour desapplications comme le
multimédia ou la téléphonie sur IP en raison du phénomène de congestion. Le protocole
TCP avec ses mécanismes de contrôle de flux n’est pas adapté à ces nouvelles utilisations.
Si la modification du comportement de TCP est délicate et ne pourra se faire que lente-
ment, différentes approches pour améliorer le comportement du réseau sont suivies par de
nombreux groupes de recherche. Ces tentatives passent par la modification de la gestion
des files d’attente dans les équipements d’interconnexion.Même si certains pensent actuel-
lement qu’il sera toujours possible de sur-dimensionner leréseau, cette approche semble
dangereuse car le sur-dimensionnement incite à l’emploi d’applications de plus en plus
consommatrices, et, surtout, il semble peu probable que certains réseaux d’accès puissent
être suffisamment dimensionnés. Il faut noter que même en casde surdimensionnement,
les fournisseurs d’accès semblent désireux de différencier les services (quitte à réduire vo-
lontairement la qualité des classes non prioritaires dans le but d’offrir un meilleur service à
ceux qui peuvent payer le plus). L’approche d’architectureprivilégiée actuellement dans le
monde de l’Internet est celle de la différenciation de services (DiffServ) définie par l’IETF.

45
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Elle vise à offrir à certaines classes de trafic une proportion importante de la bande passante
pour leur fournir une meilleure QoS. Un cadre où la pénurie deressources est et restera in-
contestable est celui des réseaux sans fils. La troisième génération de réseaux cellulaires,
l’UMTS en Europe, utilise la technologie CDMA (pourCode Division Multiple Access),
où la congestion se traduit non pas en terme de délais accrus et de pertes de paquets, mais
en termes d’interférences et de puissance d’émission à augmenter.

Parmi les domaines jusqu’à présent sans grand intérêt pour la communauté scienti-
fique, celui des procédures de tarification des services réseaux fait maintenant l’objet de
recherches intenses, conséquence du fait qu’un meilleur contrôle d’un réseau tel que l’In-
ternet peut, en principe, être obtenu via des mécanismes de tarification sophistiqués. Le
système de tarification actuel basé sur un abonnement fixe, indépendant de l’utilisation,
est une stimulation à la consommation qui, bien qu’ayant ététrès utile au démarrage du
réseau, devient donc impossible à gérer si l’on souhaite faire de ce dernier un réseau multi-
service efficace. Ainsi, toute méthode de différenciation de services doit nécessairement
être accompagnée d’une méthode de tarification spécifique sans quoi l’utilisateur deman-
dera toujours la « classe de service prioritaire ». De nombreux modèles de tarification basés
sur l’utilisation ont été récemment développés afin de satisfaire différents critères de qualité
de service et de répondre à des règles d’utilisation équitable.

Les modèles utilisés sont issus de l’économie. L’une des principales notions est celle
d’utilité qui permet de quantifier les préférences des utilisateurs vis à vis du service proposé.
Un utilisateur acceptera un service si et seulement si son utilité est supérieure au prix à
payer. La différence entre ces deux quantités est appeléesurpluset représente le gain de
l’utilisateur, et lesurplus socialou bien-être socialest la somme des surplus pour tous les
utilisateurs. Dans la suite nous confondrons parfois (abusivement) utilité et surplus. Dans
la littérature, les prix sont déterminés de manière à maximiser soit le revenu du réseau,
soit le surplus social. Une propriété importante à vérifier est la compatibilité d’incitation
qui incite les utilisateurs à déclarer au préalable leur vrais besoins, sans quoi leur surplus
pourrait diminuer.

Pour des articles introductifs ou généraux sur la tarification, se référer à [56, 59, 63, 67,
101, 186, 208, 91, 222, 220]. Les différents types de tarification proposés dans la littérature
sont les suivants.

1. Un premier groupe de chercheurs (voir par exemple [14, 165]) estime que même si le
nombre d’utilisateurs (et leur demande) augmente rapidement, la capacité du réseau
s’adaptera à la demande, et que si le réseau a survécu jusqu’ici, avec le succès qu’on
a connu, pourquoi devrait-on introduire un modèle de tarification coûteux à mettre
en place ?

2. Pour un second groupe de personnes, un modèle de tarification incitatif sera néces-
saire pour réguler les différentes qualité de service requises, et certains services de-
vront êtregarantis. Comme dans les réseaux ATM, les modèles de tarification pour
la garantie de service devront se baser sur le contrôle d’admission [68, 77, 78, 112,
205], et la réservation de ressources. Dans l’Internet, la réservation de ressources peut
être réalisée par RSVP [242]. Dans [240] et [79], la réservation est utilisée et seule-
ment les services non garantis utilisent le best effort, adaptée à la volonté de payer
des utilisateurs. Dans [178], le contrôle d’admission et laréservation de ressources
sont appliqués aux réseaux à pertes ; la programmation dynamique est utilisée pour
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calculer les prix optimaux et il est montré que la tarification par créneaux horaires
approche efficacement la tarification dynamique optimale (voir aussi les extensions
dans [132, 177]).

3. Une autre alternative a été suggérée par A. Odlyzko dans [164]. La proposition appe-
léeParis Metro Pricing(PMP) s’inspire de système de tarification du métro parisien
il y a une vingtaine d’années. Le réseau est décomposé en plusieurs réseaux séparés
et chaque réseau fonctionne comme l’Internet actuel, mais avec un coût différent, de
sorte que les plus chers devraient être moins congestionnés. Il n’y a pas de garantie
de qualité de service mais le modèle présente l’avantage de pouvoir être implémenté
très facilement et à moindre côut.

4. La méthode de tarification dite du Cumulus (CPS) [183, 184]est aussi une possibilité
relativement simple. Un contrat est négocié entre un ISP et l’utilisateur. L’utilisation
est mesurée sur des intervalles de temps et des points cumulus (positifs ou néga-
tifs) sont donnés selon le respect ou non du contrat. En fonction des points, un coût
supplémentaire peut être imposé et le contrat peut être renégocié.

5. Un autre groupe suggère d’utiliser la tarification basée sur le niveau de priorité, sans
réservation de ressource [29, 52, 53, 86, 105, 155]. Chaque classe est servie selon
cette priorité à chaque nœud du réseau. La tarification baséesur la priorité peut se
décomposer en deux sous-classes :

(a) la tarification prioritaire statique où le prix par classe est fixé à l’avance. Dans
[29], à chaque client est alloué un quota de paquets de haute priorité (selon
un contrat), et en cas de sur-consommation, une pénalité estappliquée le mois
suivant. Dans [52], un marquage de priorité de traitement est assigné à tout pa-
quet selon le type de service, mais aussi un marquage de priorité de rejet pour
les services pouvant supporter des pertes. Dans [148, 147, 146], un modèle à
événement discret est décrit où le temps est discrétisé par petits intervalles. Les
prix optimisant le bénéfice du réseau sont calculés. Dans [87, 155], une tarifi-
cation optimale possédant la propriété de compatibilité d’incitation est mise en
place pour la file M/M/1 multi-classe.

(b) La deuxième sous-classe est la tarification prioritairedynamique où la prix par
paquet dépend du niveau de trafic dans le réseau [86].

6. Les enchères pour la priorité ont été proposées dans [153,154]. Les utilisateurs font
une offre pour chaque paquet et seulement les plus élevées sont acceptées. Dans [118,
197, 198], les enchères par paquet sont remplacées par des enchères pour la bande
passante afin de réduire la complexité de la méthode. Les propriétés d’efficacité (en
terme de surplus social), de stabilité et de compatibilité d’incitation sont démontrées
dans le cas d’un nœud, mais aussi de réseaux interconnectés.

7. Un dernier groupe propose la tarification pour le trafic élastique basée sur le taux de
transfert. Dans le travail de Kelly et al. [111, 113], les utilisateurs décident du prix
qu’ils souhaitent payer et recoivent alors un taux de transmission (équitable) calculé
de manière distribuée par le réseau. Dans le travail de Low etal., [19, 18, 135, 134,
136], le problème est inversé : les utilisateurs demandent un taux de transmission et
le réseau calcule le prix à payer.
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Une vaste littérature s’est développée ces dernières années sur la future évolution de
l’Internet et l’intégration de différents services ainsi que sur les problèmes d’équité dans la
partage des ressources [30, 150, 151, 157]. Dire quel groupede méthode sera effectivement
implanté est pour le moment un pari. Cependant, comme dans [86], nous pensons que
les arguments en faveur d’un simple sur-dimensionnement dela capacité sont dangereux
(surtout dans un contexte sans fils). De plus la réservation de ressources et la garantie de
qualité de service est difficile à mettre en place. Nous sommes donc enclins à penser que la
future tarification sera un schéma de tarification sans réservation de ressources.

Nous pouvons classifier nos contributions dans le domaine dela tarification en deux
classes principales : la tarification multi-classes, avec différents types de politique d’or-
donnancement possibles, ou la tarification basée sur la théorie des jeux, avec comme sous-
thème moteur les enchères pour la bande passante.

On peut cependant aussi noter que nous avons porté une attention particulière au modèle
dit du cumulus, qui est un modèle intermédiaire entre le modèle au forfait et le modèle basé
sur le volume de consommation. Dans [96, 95], nos contributions on été les suivantes :

– nous avons étudié le modèle économique, tant du point de vueutilisateur que du
point de vue réseau, en nous focalisant sur l’influence des seuils de consommation
pour l’attribution des points de cumulus sur les bénéfices respectifs des protagonistes.
Dans notre modèle, à chaque point cumulus est associé une valeur financière, de
même qu’un coût est associé aux mesures de la consommation des utilisateurs pour
le réseau. Toutes ces fonctions de coût interviennent dans les fonction d’utilité des
utilisateurs et le bénéfice du réseau.

– Par une analyse mathématique, nous montrons que le modèle original du cumulus
n’a pas la propriété de compatibilité d’incitation, dans lesens où les utilisateurs sont
incités à mentir sur la quantité de ressources qu’ils pensent consommer.

– Par une modification mineure du modèle, nous donnons une condition suffisante sur
les valeurs des seuils pour l’attribution des points de cumulus afin que la propriété de
compatibilité d’incitation soit vérifiée (ce qui permet de mieux gérer le réseau). De
manière très intéressante, cette condition est indépendante de la forme des fonctions
d’utilité des utilisateurs (dont la forme est difficile à connaître en pratique).

– Sous cette contrainte, nous établissons comment les valeurs optimales (pour maxi-
miser le revenu) peuvent être déterminées. De manière générale, obtenir des résultats
théoriques a été impossible ; nous utilisons alors un algorithme de type recuit simulé.
Néanmoins, dans des cas particuliers, tels que des seuils symétriques ou linéaires,
nous avons été capable d’obtenir des valeurs explicites.

4.2 Tarification multi-classes et politiques d’ordonnance-
ment

Une des manières de réaliser une différenciation réside dans la séparation des services
en plusieurs classes, traitées et tarifées différemment. Différentes politiques d’ordonnance-
ment sont envisageables, et certaines ont déjà fait l’objetd’attention (comme nous avons
pu le voir dans la section précédente). Nous avons traité la politique de séparation totale
entre classes, la politique de priorité stricte, et celles du processeur partagé généralisé ou
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discriminatoire.

4.2.1 Traitement par séparation logique des classes (PMP)

Ce modèle, basé sur le principe (révolu) de tarification du métro parisien, sépare le
réseau en sous réseaux logiquement indépendants [164]. La propositon initiale du PMP
[164] consiste à partitionner le réseau en sous réseaux logiquement séparés, chacun ayant
une fraction fixe du réseaux d’origine. Chaque sous réseau serait géré avec les protocoles
de l’actuel Internet. Il n’y a pas de garantie formelle de QoS, mais on peut imaginer que
si les réseaux sont tarifés à différents prix, les moins chers seront moins congestionnés,
produisant donc une meilleure QoS. Le nom du modèle,Paris Metro Pricing, provient
des règles du métro parisien il y a une vingtaine d’années, oùles trains étaient composés
de wagons rigoureusement identiques, mais séparés en deux classes à l’accès différents, de
sorte que moins d’usagers étaient en première classe : il en résultait un meilleure perception
de QoS.

Nous avons étudié mathématiquement un modèle de PMP dans le but de déterminer les
prix optimisant le revenu d’un fournisseur [189, 188]. Ce problème de déterminer le « bon
» ensemble de prix pour une partition donnée peut être résuméainsi : pour être efficace,
un réseau PMP doit fixer les prix des meilleures classes suffisamment hauts pour qu’elles
soient peu chargées, mais pas trop haut, car sinon ces classes resteront vides. Dans notre
modèle, les sous réseaux sont représentés par un unique goulot d’étranglement et les clients
(des paquets de données) choisissent leur réseau selon le prix, mais aussi le délai moyen
qui est supposé avoir un impact économique. Formellement, il y aN classes/sous réseaux,
et le prix d’entrée pour un paquet à la classei estpi (1 ≤ i ≤ N ). Une utilité est associée
à chaque paquet, représentée par une variable aléatoire U. Le taux d’arrivée totalpotentiel
estλ̃, correspondant au cas où l’accès est gratuit. Pour l’accès àla classei, le coût total est
pi +γdi, oùdi est le délai moyen au sous réseaui etγ est une constante. Un paquet n’entre
au sous réseaui que sii = argminjpj + γdj et U ≥ pi + γdi (il choisit donc le moins
coûteux). Nous avons aussi considéré le cas de plusieurs types d’applications, telles que
U et γ soient indexés parj. Nous avons obtenu des conditions nécessaires et suffisantes
pour la stabilité du système et analysé le problème de la maximisation du revenu du réseau.
Nous avons comparé le revenu optimal avec celui qui serait obtenu dans le cas d’un unique
réseau et, de manière surprenante, nous avons pu voir que le revenu sera toujours supérieur
si le réseau ne partitionne pas son réseau en sous réseaux. Une première explication de ce
résultat proviendrait de la non utilisation des ressourcesquand une classe est vide et pas
l’autre car alors seulement une partie de la bande passante est utilisée (phénomène connu
en théorie des files d’attente). Nos travaux ont donc une conclusion négative similaire à
celle obtenue dans [76], où il a été montré que le modèle n’estpas viable dans un contexte
de concurrence entre fournisseurs.

4.2.2 Traitement par priorités strictes

Dans le cadre de le tarification par classes, l’ordonnancement par priorités strictes est
certainement le cas qui a reçu le plus d’attention dans la littérature. L’idée de base des mé-
thodes de tarification est d’allouer de manière efficace les ressources entre des utilisateurs
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égoïstes. L’utilisation de la ressource par un utilisateurimpose un coût aux autres, connu
sous le nom d’externalité négative, oucoût de congestion. En général, ce coût est basé sur
le délai qu’impose l’utilisateur à ceux déjà présents. La plupart des modèles utilisent le
coût ditmarginal, une des notions fondamentales en économie. Cependant ce coût margi-
nal présente le désavantage de ne pas partager « équitablement » les coûts entre utilisateurs.
Il nous a donc paru intéressant d’étudier/appliquer un modèle alternatif de partage de coûts,
connu en économie sous le nom de mécanisme de Aumann-Shapley[98].

Le modèle de base est une file d’attente multi-classes. Nous considéronsN classes.
Les clients de classei arrivent selon un processus de Poisson de tauxλi, 1 ≤ i ≤ N . Le
temps de service pour la classei suite une loi exponentielle de moyenneci. Nous supposons
tous les temps d’inter-arrivée et de service indépendants.Chaque classei est caractérisée
par un coût (unitaire) de délaivi. Nous considérons une règle de priorité non-préemptive
où les classes sont rangées de sorte quev1

c1
≥ v2

c2
≥ . . . ≥ vN

cN
, assignant les plus haute

priorité à la classe 1, puis la classe 2, et ainsi de suite. Soit Wi(λ) le délai moyen (temps
de réponse) pour un client/paquet de classei job quand le vecteur des taux d’arrivées est
λ = (λ1, . . . , λN ). Selon un résultat classique des files d’attente,

Wi(λ) =

∑N
j=1 c

2
jλj

(1 −∑i−1
j=1 cjλj)(1 −∑i

j=1 cjλj)
+ ci.

L’idée que nous avons cherché à développer est d’appliquer le mécanisme d’Aumann-
Shapley à la fonction de coût globale

L(λ) =

N∑

i=1

viλiWi(λ) (4.1)

représentant le coût global induit par les clients dans le système. Les coûts de Aumann-
ShapleyCi =

∫ 1

0
∂L
∂λi

(tλ)dt associés à chaque classei sont les seuls à vérifier simultané-
ment les cinq axiomes suivants :

– le coût total est partagé entre les utilisateurs
∑N

i=1 λiCi = L(λ) ;
– les coûts sont additifs ;
– les coûts sont positifs ou nuls ;
– les coûts sont « consistants » : séparer la ressource n’a pasd’effet sur la répartition

des coûts ;
– résistance au changement d’échelle : tout changement d’échelle dans la ressource

produit un changement équivalent dans le partage.
Notre objectif est ici de maximiser le surplus social. SoitVi(λi) la valuation agrégée des
clients de classei dans le système. SoitV (λ) =

∑N
i=1 Vi(λi). On cherche donc à maximi-

ser

max
λ

(V (λ) − L(λ)) . (4.2)

Soit le vecteur de prix pour l’accès à chaque classep = (p1, . . . , pN ). Demande et prix
sont liés par une relation de demande. Les prix sont choisis,ou plus exactement calculés,
par le mécanisme de Aumann-Shapley appliqué au surplus marginal :

pi =

∫ 1

0

(V ′
i (λit) − viWi(λt)) dt, (4.3)
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donnant la relation de demande pour la classei

1

λi

∫ λi

0

V ′
i (u)du =

Vi(λi)

λi
= pi + vi

∫ 1

0

Wi(λt)dt.

Ceci signifie que la valuation moyenneVi(λi)
λi

est égale au coût composé un prix direct et

du coût du délaivi

∫ 1

0
Wi(λt)dt ressenti par un client de classei. Connaissant lesVi et vi,

la demande est donc contrôlée par (4.3).
Les prix optimaux sont calculés dans [98], pour le cas de services homogènes et hé-

térogènes (c’est à dire des temps de service moyens différents) et possèdent la propriété
de partager le coût de congestion (4.1) selon le mécanisme deAumann-Shapley. Ces prix
sont donc obtenus par le calcul deλ maximisant le surplus social enλ, et utilisation de la
relation de demande (nous n’explicitons ici pas les prix, car la formule n’est pas très infor-
mative). Les propriétés de compatibilité d’incitation sont prouvées être vérifiées dans les
deux cas. Des extensions à la tarification dynamique et à toutun réseau sont aussi obtenues
[98].

4.2.3 Traitement par processeur partagé généralisé (GPS)

Les implémentations de l’architecture DiffServ telle qu’elle est définie, sont réalisées
en utilisant l’un des deux types d’ordonnancement suivants: les priorités strictes et le «
weighted fair queuing » qui peut être approché par un processeur généralisé par classe (et
une gestion FIFO au sein de chaque classe). Dans [94], nous avons repris un modèle pour
l’optimisation du revenu dans le cas des priorités strictes[145], et déterminé les prix maxi-
misant le revenu dans le cas d’un processeur partagé généralisé (ou plus exactement une
approximation de ce cas) afin de comparer les deux politiquesd’ordonnancement sur le
plan économique. Dans ce but, on considère deux types de trafic, que l’on appelle (abusive-
ment)voix, qui a les exigences les plus fortes en terme de délai, etdonnées. On indexe par
v (respectivementd) les notions relatives à trafic de type voix (respectivementdonnées).
L’utilité (ou plutôt ici surplus) par paquet dépend du délaimoyenIED d’attente au goulot
d’étranglement, mais aussi du prixp par paquet selon les relations quasi-linéaires

Ud(IED) =
1

(IED)αd
− p, (4.4)

Uv(IED) =
1

(IED)αv
− p, (4.5)

avec0 < αd < αv de sorte que le type de service indexé parv a une préférence plus
forte pour les petits délais. On suppose qu’une source envoie du trafic dès que son utilité
est positive ou quitte le système si son utilité est négative. Ainsi, le nombre de sources
de chaque type (supposé infiniment divisible) à l’équilibreest tel que l’utilité de ce type
de trafic est nulle. On considère que le goulot d’étranglement est représenté par une file
M/M/1 de taux de serviceµ et qu’une source de type-v envoie des paquets avec un tauxλv

alors qu’une source de type-d envoie des paquets avec un tauxλd.
On suppose que le réseau sépare le trafic en deux classes (appelées 1 et 2) traitées diffé-

remment. Le cas où le traitement se fait par priorités strictes a été étudié dans [145]. Nous
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considérons ici le cas d’une politique GPS où une proportionγ (0 ≤ γ ≤ 1) est réservée
à la file 2, et donc1 − γ est alloué à la file 1. Comme malheureusement il n’existe pas
de forme close connue pour exprimer le délai dans une telle file d’attente, nous l’appro-
chons par un modèle de deux files séparées pour chaque classe (de sorte que la capacité
d’une classe n’est pas allouée à l’autre quand elle est inutilisée), l’une avec un taux de
service(1 − γ)µ et l’autre avec un tauxγµ. Cette approximation est justifiée dans le cas
d’une intensité de trafic importante, constituant en fait lamotivation pour appliquer une
différenciation de service.

Soit pi le prix d’accès à la filei (i = 1, 2). Il y a trois variables à considérer pour
l’optimisation du revenup1N1(p1) + p2N2(p2) : p1, p2 et γ. Nous considérons deux cas
de gestion des files :

– celui des filesdédiées: la file 1 est allouée au trafic de type-v et la file 2 au trafic de
type-v. Le nombre de sources de chaque type (annulant les utilités (4.4) et (4.5)) est
donné par

N2(p2) = Nd(p2) =
γµ− αd

√
p2

λd
, (4.6)

pourp2 < (γµ)αd , 0 sinon, pour le trafic de type données et

N1(p1) = Nv(p1) =
(1 − γ)µ− αv

√
p1

λv
, (4.7)

pour p1 < ((1 − γ)µ)αv , 0 sinon. Les valeurs optimales dep1, p2 et γ sont alors
déterminées [94].

– Le cas des filesouvertes: les sources sont libres de choisir la file de leur choix. Nous
avons pu montrer que, sip1 < 1, seuls les paquets de type-d entrent dans la file 1. De
même, sip2 < 1, seuls les paquets de type-d entrent dans la file 2. Inversement, si
p1 > 1 (resp.p2 > 1), seuls les paquets de type-v entrent dans la file 1 (resp. la file
2). Le nombre de sources de chaque type dans chaque file peut alors être déterminé
en fonction des valeurs dep1 etp2 selon des règles équivalentes à (4.6) et (4.7), puis
les prixp1, p2 et la répartition de bande passanteγ permettant d’optimiser le revenu.

Le résultat le plus marquant que nous avons prouvé est cependant que, afin d’optimiser le
revenu, utiliser l’ordonnancement par priorités strictesproduira toujours un revenu (opti-
mal) supérieur au cas GPS (ou tout du moins l’approximation en classes séparées) avec une
répartition0 < γ < 1 pour une des deux classes. Ce résultat est vérifié à la fois pour le cas
dédié et pour le cas ouvert.

4.2.4 Traitement par processeur partagé discriminatoire (DPS)

La politique de traitement par processeur partagé discriminatoire consiste à assigner
un poidsγi à chaque client de classe de servicei, et à lui assigner une proportion du
serveur γi�

j
Njγj

avecNj le nombre de clients de classej. Cette politique est intéressante à

plusieurs égards. Tout d’abord, il existe contrairement à GPS une forme explicite du délai
moyen. Ensuite, cette politique est réputée modéliser fidèlement le comportement des flux
TCP à un routeur [11, 36], résolvant la limitation de la modélisation au niveau paquet par
une file M/M/1 d’un réseau tel que l’Internet.
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Dans [97], nous nous sommes limités au cas de files dédiées. Nous avons encore consi-
déré le cas de deux classes de trafic appelées voix et données avec fonctions d’utilitéUd

etUv données par les équations (4.4) et (4.5). Les files sont pour simplifier indexées par
v et d (au lieu de 1 et 2). L’analyse au niveau flux pour la modélisation de TCP au lieu
du niveau paquet pour la sous section précédente nécessite une légère modification du mo-
dèle. Les sessions de chaque type s’ouvrent ici selon des processus de Poisson.Nd etNv

représentent les nombres moyens de sessions données et voixdans le réseau en stationnaire
(au lieu du nombre exact précédemment). De plus,λd et λv sont ici les tailles moyennes
des flux données et voix (suivants des lois aléatoires indépendantes). On suppose que les
connections ont le même RTT (Round Trip Time). Les autres paramètres sont identiques
au cas GPS. Soitγ le poids du serveur assigné à une connection de type données et 1 − γ
celui assigné aux connections de type voix (nous avons sans perte de généralité normalisé
les poids de manière à n’avoir qu’un paramètre). Une forme close du délai pour une telle
file est donnée dans [90, page 86] par

IEDv =

(
1 + λdNd(2γ−1)

µ−(1−γ)λvNv−γλdNd

)

µ− λvNv − λdNd
, (4.8)

et

IEDd =

(
1 − λvNv(2γ−1)

µ−(1−γ)λvNv−γλdNd

)

µ− λvNv − λdNd
. (4.9)

L’analyse du nombre (moyen) d’utilisateurs de chaque type est ici bien plus complexe que
dans le cas priorité ou l’approximation de GPS par files séparées en raison de la forte
interaction entre les classes (car le délai de chaque classedépend du nombre de sessions
dans l’autre classe). Pour des prix fixés, nous avons donc un jeu (voir la section suivante)
entre les types de trafic pour déterminer le nombre (moyen) desources, annulant l’utilité.
Nous avons pu prouver l’existence et la convergence vers un équilibre unique entre les
types de trafic, dont la valeur dépend des paramètres. Ce point d’équilibre (N∗

d , N
∗
v ) est

spécifié Figure 4.1 et est facilement exprimable sous forme close [97]. On peut observer
Figure 4.1 que si les courbesUd = 0 etUv = 0 ne se coupent pas, il n’y a qu’un seul type
de trafic dans la file. Le cas désirable est donc le cas (c) de la figure, où les deux courbes se
croisent car les deux types de trafic sont présents. Appelonsce cas l’équilibre non trivial.
Nous avons pu donner une condition nécessaire et suffisante sur les prix pour obtenir cet
équilibre. Pour simplifier les notations, posonsqd = (pd)

1/αd etqv = (pv)1/αv . L’équilibre
sera non trivial si et seulement sipd etpv vérifient

0 < qv < µ, (4.10)√
µqv + (

µ− qv
2

1 − γ

γ
)2 − µ− qv

2

1 − γ

γ
< qd, (4.11)

µγqv + (1 − γ)q2v
γqv + µ(1 − γ)

> qd. (4.12)

L’objectif pour le réseau est de déterminerp∗d, p∗v etγ∗ maximisant le revenu

R∗ = max
pd,pv,γ

λdNd(pd, pv, γ)pd + λvNv(pd, pv, γ)pv
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FIG. 4.1 – CourbesUd = 0 etUv = 0 et point d’équilibre donnant les nombres de sessions
de chaque type en stationnaire. Le point d’équilibre est spécifié par le point épais.

sous contraintespv, pd ≥ 0 etγ ∈ [0, 1]. Nous avons pu réaliser cette optimisation numé-
riquement. Une importante conjecture est que, comme pour lecas de GPS, le revenu est
maximisé pourγ∗ = 0 ou 1, qui signifie qu’une priorité stricte est encore préférable.

4.3 Tarification et enchères

En toute généralité, la théorie des jeux se propose d’étudier toute situation dans laquelle
des agents rationnels interagissent. Son champ d’application est donc très vaste, englobant
en particulier toute la micro-économie traditionnelle. Dans les télécommunications, la théo-
rie des jeux est apparue récemment, en raison de la dérégulation des réseaux, mais surtout
en raison de l’apparition du mode datagram (gestion par paquet) qui réduit les coûts de ges-
tion, mais introduit des phénomènes forts de concurrence/compétition. La tarification des
réseaux est un cadre naturel d’application de la théorie desjeux où les décisions et service
obtenus de chacun sont déterminés par les prix et les choix des autres participants. Une no-
tion importante est celle d’équilibre de Nash, qui est un état dans lequel aucun joueur n’a
d’intérêt à unilatéralement changer de décision (sans quoison surplus diminuerait). C’est
donc un état dans lequel, étant donné les choix des autres participants, un joueur maximise
son surplus. Les sous-sections précédentes présentaient un équilibre de Nash particulier où
les joueurs entraient ou sortaient (le jeu se situait donc à leur niveau) mais où l’équilibre
se situait au niveau du nombre de sources de chaque type. Nousregardons ici des types de
jeux plus directs où les joueurs misent un prix et/ou une quantité de ressource, donc de de
type enchères.

4.3.1 Différenciation de services par tarification d’un routeur RED

Dans la littérature sur la gestion active des files d’attentepour contrôler la qualité de
service dans le réseau Internet, les tampons RED occupent une place prépondérante. Sché-
matiquement, ces tampons rejettent des paquets aléatoirement, selon une probabilité crois-
sante avec l’occupation moyenne du tampon de manière à prévenir au mieux l’engorge-
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ment. Plus formellement, il y a deux seuilsqmin et qmax tels que la probabilité de perte
est 0 si la longueur moyenne de la fileq est en dessous deqmin, 1 si elle est au-dessus de
qmax, etPmax(x − qmin)/(qmax − qmin) si c’estx avecqmin < x < qmax, Pmax étant la
probabilité de rejet au seuilqmax. Le mécanisme est illustré Figure 4.2.

dr
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bi
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y

1

q q
min max

average queue length

Pmax(i)

FIG. 4.2 – Probabilité de rejet en fonction de l’occupation moyenneq pour un tampon RED

L’idée de base que nous avons développé dans [6, 7] consiste àconsidérer des valeurs de
Pmax différentes par flux,0 < Pmax(i) ≤ 1 pour le fluxi, où la valeurPmax(i) dépendrait
du prix pour le fluxi : plus le prix est élevé, plusPmax(i) est petit, et donc moins les
paquets du flux sont rejetés.

Nous avons considéré un ensembleN deN flux TCP et un ensembleI deI flux temps
réel utilisants UDP. Tous ces flux utilisent un tampon RED, qui les traite donc différem-
ment. Nous supposonsqmin etqmax fixes, et par conséquent seulPmax(i) varie aveci. Soit
ti la pente de la partie linéaire in Figure 4.2 pour tout fluxi,

ti =
Pmax(i)

qmax − qmin

et t = (ti, i ∈ I ∪N ) le vecteur décrivant ces pentes pour tous les flux. Dénotons parµ le
taux de service du goulot d’étranglement (RED) du réseau. Ledébit des flux TCP est dirigé
par la formule classique

λi =
1

Ri

√
α

pi
, i ∈ N , (4.13)

oùRi etpi sont les temps d’aller-retour et probabilité de perte du fluxTCPi. En pratique,
α est3/2 ou 3/4. Les débits des flux temps réelsλi, pouri ∈ I, quant à eux, ne sont pas
contrôlés. En général, comme le goulot d’étranglement est vu comme un file fluide,

∑

j∈I∪N

λj(1 − pj) = µ.

Dans la partie linéaire de RED, on aboutit au système d’équations

{ ∑
j∈I∪N λj(1 − pj) = µ

pi = ti(q − qmin), ∀i ∈ I ∪ N
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avec (N + I + 1) inconnues :q (occupation moyenne de la file), etpi, i ∈ I ∪ N , avec
λi, i ∈ N donné par (4.13). Nous avons prouvé que ce système admet une unique solution.
De plus, dans le cas où il n’a pas que des flux TCP ou que des flux temps réel, nous avons
obtenu une forme explicite pour les inconnues (la solution peut être trouvée numériquement
sinon).

Tout utilisateuri doit décider du prix qu’il souhaite payer (et par conséquentla penteti
de la partie linéaire de RED). Il en résulte un jeu.t est le vecteur de stratégie pour tous les
flux et (ti, [t]−i), le vecteur où la stratégie du fluxi estti (mise en évidence) alors que les
stratégies des autres flux sont donnés par le vecteur[t]−i. L’utilité (ou surplus ici) pour le
flux i, Ui(ti, [t]−i) est donnée par

aiλi(1 − p(ti, [t]−i)) − bip(ti, [t]−i) − d(ti)

où le premier terme représente le débit réel obtenu, le deuxième la désutilité provenant
du taux de perte, et le dernier le prixd(ti) à payer. Pour les flux TCP, on prendbi = 0 car
l’impact des pertes est déjà pris en compte dans le débitλi. Nous avons alors pu obtenir des
conditions suffisantes afin d’être dans la région linéaire deRED et d’obtenir un équilibre
de Nash.

Un objectif pour le réseau est alors de déterminer la fonction de prixd qui maximisera
ses bénéfices :

c(t∗) = arg maxd

I∑

i=1

d(t∗i ),

où t
∗ est l’équilibre de Nash pour la fonctiond. Numériquement, pour certaines classes

de fonctions (comme par exempled(t) = δ/et), et distributions d’utilisateurs (avec para-
mètres aléatoiresai, bi...), il est possible de déterminer les paramètres (δ pour l’exemple
précédent) permettant d’optimiser le revenu.

4.3.2 Enchères pour la bande passante

Enchérir pour la bande passante est une alternative qui semble intéressante depuis la
proposition initiale de McKie Mason et Varian [154] où des enchères par paquet (définis-
sant la priorité de traitement) sont définies, mais sont coûteuses en terme de complexité.
Nous nous intéressons ici aux enchères pour la bande passante, moins complexes à mettre
en place. D’autres techniques d’enchères existent dans la littérature, mais ne seront pas
développées dans ce document (voir [55, 185, 201]).

Enchères progressives au second prix (PSP)

Les enchères progressives au second prix ont été initialement développées à l’Uni-
versité de Columbia [118, 197] et peuvent être résumées comme suit. Considérons une
ressource de capacitéQ. Supposons queI joueurs sont en compétition pour l’accès à la
ressource, et utilisent pour le partage un mécanisme d’enchères où ils soumettent leurs
enchères séquentiellement. Tout joueuri soumet une enchèresi = (qi, pi) où qi est la ca-
pacité que le joueuri demande etpi le prix unitairequ’il propose. Posonss = (s1, · · · , sI)
le profil des enchères ets−i = (s1, · · · , si−1, si+1, · · · , sI) le profil quand le joueuri est
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exclu du jeu. On écrit parfoiss = (si; s−i) pour mettre en valeur l’enchère du joueuri.
Poury ≥ 0, on définit

Q
i
(y; s−i) =


Q−

∑

k 6=i :pk≥y

qk




+

la quantité restante à un prix inférieur ày. Le mécanisme d’enchères progressives au second
prix alloue au joueuri une bande passante

ai(s) = min(qi, Qi
(pi; s−i)), (4.14)

de sorte que la ressource est allouée en priorité aux enchères les plus hautes et le coût
imposé au joueuri est calculé selon le principe du second prix, c’est à dire parles enchères
des joueurs exclus par la présence du joueuri, i.e.,

ci(s) =
∑

j 6=i

pj [aj(0; s−i) − aj(si; s−i)]. (4.15)

Il est supposé qu’un coûtε est imposé chaque fois qu’un joueur soumet une nouvelle en-
chère, et que chaque joueuri a une contrainte de budgetbi : ci(si, s−i) ≤ bi. SoitSi(s−i)
l’ensemble des enchères des joueurs vérifiant cette contrainte.

On suppose que le joueuri cherche à maximiser sa fonction d’utilitéui(s) = θi(ai(s))−
ci(s), oùθi est la valuation du joueuri pour son allocation, i.e.θi(ai(s)) est le prix que le
joueuri est prêt à payer pour obtenirai(s).

Enfin, une enchères0 = (Q, p0) est introduite, signifiant que le vendeur n’allouera pas
la bande passante en dessous d’un prix minimump0, appeléprix de réserve. Le vendeur
est donc vu comme un (nouveau) joueur avec fonction de valuation θi(q) = p0q.

Sous de hypothèses de régularité des fonctionsθi, les propriétés suivantes avaient été
démontrées :

– Compatibilité d’incitation . Définissons une enchèresi = (qi, pi) sincèrepar une
enchère vérifiantpi = θ′i(qi), c’est à dire la valuation marginale de la quantité de-
mandée. Soit

Qi(y; s−i) =


Q−

∑

k 6=i :pk>y

qk




+

etGi(s−i) = sup {z : z ≤ Qi(θ
′
i(z), s−i) et ci(z) ≤ bi} . ∀1 ≤ i ≤ I,∀s−i tel que

Qi(0, s−i) = 0, ∀ε > 0, il existe uneε-meilleure réponse sincère, c’est à dire une
enchère sincèreti = (vi, wi) qui garantit quei va àε près obtenir la meilleure utilité
possible :

ti(s−i) = (vi = [Gi(s−i) − ε/θ′i(0)]
+
, ωi = θ′i(vi))

– Convergence. Si tous les joueurs soumettent comme nous venons de décrireet de
manière séquentielle, le jeu converge vers unε-équilibre de Nash, où unε-équilibre
de Nash est un profil d’enchèress tel que∀i ∈ I,

{
si ∈ Si(s−i)
ui(si ; s−i) ≥ ui(s

′
i ; s−i) − ε,∀s′i ∈ Si(s−i)
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– Optimalité . Pour le ε-équilibre de Nash précédent, l’utilité totale résiduelledes
joueurs (vendeur inclus)

∑
i∈I∪{0} θi(ai) est maximisée.

Dans [118, 197], ce mécanisme est étendu à des fournisseurs en interaction (représentés
par un goulot d’étranglement), et en compétition pour l’achat de la bande passante à des
vendeurs de ressources.

Nos contributions sur les enchères au second prix ont été lessuivantes.
Dans [221], nous avons modifié la règle d’allocation (4.14) par

ai(s) = min

(
qi,

qi∑
k :pk=pi

qk
Qi(pi; s−i)

)
(4.16)

tout en gardant la fonction de coût (4.15). Cette modification a deux motivations :
– La règle d’allocation (4.14) n’allouait pas optimallement la bande passante quand des

joueurs misait le même prix unitaire. Ainsi, par exemple siQ = 100, I = 2, s1 =
(60, 4), s2 = (70, 4), l’allocation étaita1(s) = 30 eta2(s) = 40, conduisant donc à
une sous utilisation potentielle de la bande passante. Notre nouvel algorithme corrige
ce défaut, en allouant la bande passante proportionnellement entre les utilisateurs
ayant soumis le même prix unitaire.

– La règle d’allocation (4.14) entraîne une erreur dans les preuves des propriétés du
mécanisme. Nous avons pu montrer que, par notre modification, les propriétés s’avèrent
formellement vérifiées.

Dans [137, 139], nous avons montré que le PSP présente encoredeux problèmes ma-
jeurs. Tout d’abord, le premier joueur a tout intérêt à surestimer le prix unitaire de sa bande
passante (en déclarant vouloir toute la bande passante à un prix très élevé). Ainsi les joueurs
suivants ne chercherons pas à entrer dans le jeu, car le prix unitaire du premier joueur est
trop élevé, et au final, le premier joueur récupérera toute labande passante à un coût faible
car selon la règle du second prix, il paiera le prix de réserve. Deuxièmement, nous avons pu
observé que, selon l’ordre dans lequel les joueurs soumettent leurs enchères, l’équilibre de
Nash résultant peut être différent, ainsi que (par conséquent) le revenu du vendeur ; il serait
pourtant souhaitable de prédire ce revenu. Pour remédier à ces problèmes, nous avons pro-
posé dans [139] que les joueurs qui n’obtiennent pas du tout de bande passante soumettent,
sans frais, une enchère correspondant à ce qu’il auraient soumis s’ils étaient seuls de ma-
nière à maximiser leur utilité. En utilisant cette stratégie, le problème du premier joueur est
résolu. En effet, si le premier joueur a soumis(Q, pmax), le second, exclu du jeu, soumettra
(q2, θ

′
2(q2)), de sorte que le joueur 1 devra payerp0Q+ q2(θ

′
2(q2)− p0), qui peut être plus

grand queθ′1(q1), démontrant ainsi qu’il n’a pas d’intérêt à surestimer son enchère. De plus
l’unicité (àε près) de l’équilibre est alors aussi démontrée.

Dans [60], nous avons travaillé sur le seul degré de liberté restant pour le vendeur de la
ressource dans le mécanisme PSP : le prix de réservep0. Déterminer le bon prix de réserve
pour optimiser les bénéfices du vendeur est un problème de compromis : augmenter le
prix de réserve augmente le prix de vente, mais réduit aussi la probabilité que le ressource
soit vendue. Nous avons supposé qu’il y aT types de clients/joueurs possibles, et que le
nombre de clients suite un loi connue. En supposant sans perte de généralité queθ′(1)(0) ≥
θ′(2)(0) ≥ ... ≥ θ′(T )(0), oùθ′(i) est la fonction de valuation marginale pour tout joueur de
typei, et sous l’hypothèse que les fonctions de demandes résultant des fonction de valuation
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sont concaves, l’espérance du revenu est prouvée être concave enp0 sur chaque segment
[θ′(t+1)(0), θ′(t)(0)], 1 ≤ t ≤ T (avecθ′(T+1)(0) = 0). Optimiser le revenu est donc aisé.

Enfin dans [138], nous avons étudié le comportement du PSP dans un cadre aléatoire,
avec des joueurs entrant et quittant le jeu. Tout changementde conditions entraîne alors
une nouvelle phase de convergence du PSP, qui implique une perte d’efficacité du méca-
nisme en moyenne. Ceci nous a conduit à imaginer un mécanismed’enchères multiples
aux propriétés équivalentes à PSP, mais plus facilement adaptable aux variations du réseau,
et moins lourd en termes de complexité (d’autant qu’il ne nécessite pas de communiquer le
profil des enchères à tous les joueurs).

Enchères multiples

La définition du mécanisme d’enchères multiples [140] se base sur celle du PSP, en
utilisant les mêmes hypothèses sur les fonctions de valuation des joueurs. Le processus de
soumission est le suivant :

– Soit I l’ensemble des joueurs. Quand un joueuri entre dans le jeu, il soumet un
ensemble deMi enchères à deux dimensionssi = {s1i , ..., sMi

i }, où∀i m, 1 ≤ m ≤
Mi, s

m
i = (qm

i , p
m
i ) est défini comme pour le PSP :qm

i est la quantité de ressource
et pm

i le prix unitaire pour cette quantité. On suppose les enchères triées afin que
p1

i ≤ p2
i ≤ ... ≤ pMi

i . L’ensemble des enchères multiples possible est défini par

S =
⋃

M≥0

(
IR+ × IR+

)M
, avec

(
IR+ × IR+

)0
= ∅.

Le vendeur (noté 0) définit ici encore un prix de réserve, de sorte qu’il soumet une
enchère avecM0 = 1 ets10 = (Q, p0).

– Le vendeur rassemble alors le profil des enchèress = (si)i∈I . À partir de ce profil
des enchères, il peut calculer lafonction de pseudo demande agrégéeen fonction de
prix p :

d̄(p) =
∑

i∈I∪{0}

d̄i(p) (4.17)

avecd̄i pseudo fonction de demande agrégée pour le joueuri définie par

d̄i(p) =

{
0 si si = ∅ oupMi

i < p
max

1 ≤ m ≤ Mi

{qm
i : pm

i ≥ p} sinon. (4.18)

Le pseudo prix du marché (tel que pseudo demande égale capacité) est alors défini
par

ū = sup
{
p : d̄(p) > Q

}
. (4.19)

Afin de donner la règle d’allocation, notons pour toute fonction réellef , f(x+) =
limz→x,z>x f(z). Nous suggérons que soit alloué au joueuri

ai(si, s−i) = d̄i(ū
+) +

d̄i(ū) − d̄i(ū
+)

d̄(ū) − d̄(ū+)
(Q− d̄(ū+)). (4.20)
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En d’autres termes, chaque joueur obtient ce qu’il demande au plus petit prixū+ qui
excède la pseudo demande. Le surplus non allouéQ− d̄(ū+) est alors partagé entre
le joueurs qui ont soumis un prix̄u, proportionnellement aux sauts des fonctions
de pseudo demandēdi(ū) − d̄i(ū

+) pour conserver un allocation complète. Chaque
joueuri ∈ I doit payer le prix totalci(s), avec

ci(si, s−i) =
∑

j∈I∪{0},j 6=i

∫ aj(s−i)

aj(s)

θ̄′j(q)dq. (4.21)

Le coût total obéit donc au principe du second prix, mais en utilisant les fonctions de
pseudo valuation̄θ′i, définies par

θ̄′i(q) =

{
0 si si = ∅ ou q1i < q

max
1 ≤ m ≤ Mi

{pm
i : qm

i ≥ q} sinon,

au lieu des fonction réellesθ′i inconnues du vendeur.
Ce mécanisme possède des propriétés similaires au PSP. Définissons une enchère sin-

cère comme une enchère telle que

si = ∅ ou∀m, 1 ≤ m ≤Mi, p
m
i = θ′i(q

m
i ).

Nous avons pu démontrer dans [140] que, comme pour le PSP, la compatibilité d’incitation
(chaque joueuri a intérêt à soumettre une enchère sincère) et l’efficacité sont prouvées,
mais à une constante contrôlée près. Il est aussi suggéré que, pour être le plus efficace
possible, soumettre un ensemble d’enchères selon une répartition uniforme des quantiles
des enchères est préférable de manière à réduire la constante en question :(qm

i , p
m
i =

θ′ti
(qm

i )) ∀1 ≤ m ≤M tel que

∫ di(p
m
i )

di(p
m+1
i

)

(θ′ti
(q) − pm

i )dq = C ∀m, où

{
pM+1

i = θ′ti
(0)

p0
i = p0,

(4.22)

di étant la fonction de demande du joueuri.
Les enchères multiples présentent les avantages suivants par rapport au PSP :
– comme les enchères sont soumises une unique fois, aucune phase de convergence

n’est nécessaire où les joueurs re-soumettent des enchèresjusqu’à ce qu’un équilibre
soit atteint (situation d’autant plus intéressante dans lecas de joueurs entrant puis
quittant le jeu).

– Avec le PSP, chaque joueur doit connaître le profil avant de re-soumettre une enchère,
et donc le profil dot être communiqué à tous les joueurs. Ceci n’est pas utile pour les
enchères multiples, provoquant un gain important en signalisation.

Dans [141] nous avons illustré le gain obtenu par les enchères multiples par rapport au
PSP. À titre d’exemple, la figure 4.3 présente le gain obtenu quand le nombre de joueur est
fixé et jusqu’à l’équilibre pour le PSP pour deux types de joueurs, 3 de joueurs de type 1 et
2 de type 2 (avec fonction de valuation indiquée figure 4.3). La Figure 4.4 illustre quant à
elle l’évolution quand les joueurs entrent et quittent le jeu (avecMi = 3 ∀i). Dans les deux
cas, le gain sur le revenu et le surplus collectif moyen semble important.
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FIG. 4.3 – Comparaison de PSP et des enchères multiples pour un nombre fixé de joueurs,
jusqu’à convergence pour le PSP

Nous avons étendu le mécanisme des enchères multiples au casd’un type de réseau par-
ticulier, le réseau en forme d’arbre [143]. En effet, il est raisonnable de penser que le coeur
de réseau n’est pas engorgé, et que la congestion n’est obtenue qu’aux réseaux d’accès,
où changer de technologie pour surdimensionner les liens est trop coûteux [25]. De même,
il est raisonnable de modéliser les réseaux d’accès par un arbre [28] : les clients ne sont
pas connectés directement au réseau haut-débit, mais à des réseaux « locaux», eux-même
connectés à des réseaux régionaux... L’algorithme 1 décritl’adaptation du mécanisme à
un arbre, et procède des feuilles vers la racine (point d’entrée du coeur de réseau). Il rend
un vecteura = (a1, ..., a|I|) ∈ IRI

+ et se termine dès que l’allocation au lien directement
connecté à la racine est calculée. L’objectif de l’algorithme est de judicieusement modifier
les enchères multiples des joueurs, dans le but que la règle d’allocation garde les propriétés
obtenues sur un lien unique, en s’assurant que la demande (etdonc l’allocation) sur les liens
en amont n’excède pas l’allocation du lien courant. Ceci estréalisé à l’étape 2b de l’algo-
rithme en éliminant les enchères qui excède l’allocation actuelle. Nous avons prouvé que
toutes les propriétés (compatibilité d’incitation, efficacité) restent vérifiées comme dans le
cas d’un lien unique.

Enfin, nous avons étendu le mécanisme au cas de fonctions d’utilité ne dépendant pas
uniquement de l’allocation instantannée comme dans ce qui précède et la litérature, mais
de l’histoire de l’allocation jusqu’à l’instant présent [142]. Ici encore, les propriétés com-
patibilité d’incitation, efficacité et rationalité individuelle sont prouvées, tout du moins à
chaque instant, conditionellement au passé.
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FIG. 4.4 – Comportement de PSP et des enchères multiples avec joueurs entrant et quittant
le jeu

4.4 Notes

Nous travaillons (et finalisons) actuellement des extensions des travaux sur la tarifica-
tion des réseaux à priorités strictes, où nous incluons une composante liée à l’incertitude
sur la mesure du trafic. En effet, mesurer la consommation (ennombre de paquets) est un
problème difficile ; il faudra avoir recours à des outils de métrologie passive pour mesurer le
débit, et active pour mesurer le délai (si le prix par paquet en dépend). L’aversion au risque
lié à cette incertitude/erreur sur les mesures est inclue dans les modèles. Les paramètres
optimaux peuvent alors être déterminés. Nous avons obtenu des résultats préliminaires en
ce sens dans [92].

Une autre contribution, combine les travaux sur la tarification et l’étude quantitative
de la sûreté de fonctionnement : dans [230], nous avons étudié une tarification alternative,
pour un réseau sur-dimensionné, où la prix dépendra de la disponibilité des connections.
Par des algorithmes génétiques, nous avons alors déterminécomment étendre ou fiabiliser
de manière optimale le réseau en fonction de la demande.

Enfin, nous finalisons actuellement un travail sur une tarification multiclasse statique
dans le cadre des réseaux sans fil CDMA. L’analyse est similaire à celle de la file M/M/1
avec politique DPS de la section 4.2.4, mais utilise les spécificités liées à la technologie
CDMA [93].
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Alg. 1 Allocation sur un arbre
Entrées :
– L’arbre défini par l’ensembleL de liens, et les capacitésQl, l ∈ L
– l’ensembleI des joueurs et leurs routes{ri, i ∈ I} ; Il est alors l’ensemble des

joueurs dont la route passe le lienl.
– le profil des enchères multipless.

1. Pour tous les joueursi ∈ I, définissons l’enchère multiple réviséesi commesi =
si.

2. Choisir un lien feuille de l’arbrel ∈ L, et posonssIl = (si)i∈Il .

(a) Calculerūl = ū(sIl , Ql)) et al
i = ai(sIl , Ql) pour touti ∈ Il, en appli-

quant les formules des enchères multiples pour un lien aux enchères mul-
tiples réviséessIl .

(b) ∀i ∈ Il, modifier l’enchère révisée comme suit :
– Posonssi = si \ {sm

i : qm
i > al

i}.
– Si ūl > max{pm

i : (qm
i , p

m
i ) ∈ si} alors posonssi = si ∪ {(al

i, ū
l)}.

(c) PosonsL = L \ {l}, i.e. enlevons le lienl de l’arbre

3. siL 6= ∅ aller à 2

sinon retourner a =
(
alroot

1 , alroot

2 , ..., alroot

|I|

)
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Chapitre 5

Logiciels

La plupart de nos travaux ont nécessité des applications numériques pour lesquelles il a
fallu coder les méthodes. Il apparaît cependant intéressant de mettre en valeur deux implan-
tations : la première est une bibliothèque C pour la simulation générant des suites quasi-
aléatoires, ainsi que leurs versions randomisées créée au cours de ma thèse. La deuxième
est une participation active au code du logiciel SPNP distribué par Duke University.

5.1 Librairie Quasi-Monte Carlo

La création d’une bibliothèque C a été importante et permet de ne pas recoder pour
chaque application les suites utilisées. Cette bibliothèque contient la génération des suites
suivantes :

– suites de Halton classiques [163], ou avec permutations deBraaten et Weller [33], de
Faure [70] ou celles que nous avons proposés dans [213] ;

– suite SQRT [163] ;
– suite de Lapeyre-Pagès [117] ;
– suites de Niederrreiter [163] en basep supérieure à la dimension, ou en base 2, en

utilisant le code de Gray [73] ;
– Les suites de Faure [69] ;
– les suites de Sobol [16] ;
– Les randomisations des(t,m, s)-nets de Owen [172], Matousek [152] (la randomi-

sation par translation ne nécessite pas d’implémentation particulière car elle utilise
directement n’importe quelle suite).

Il faut noter que, depuis, de nombreuses bibliothèques mises à jour régulièrement sont
devenues disponibles sur Internet. On peut notamment recenser La bibliothèque Java SSJ de
P. L’Ecuyer à Montréal (voirttp://www.iro.umontreal.ca/~simardr/ssj/
indexf.tml), la bibliothèque C++ de A. Keller et I. Friedel (ttp://www.multires.
caltec.edu/software/libseq/index.html), ainsi que la bibliothèque C de C. Lemieux pour
les suites QMC randomisées (ttp://www.mat.ucalgary.ca/ lemieux/randqmc/).

65
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5.2 SPNP

SPNP (Stochastic Petri Net Package) [104] est un outil de modélisation et d’analyse
par réseau de Petri stochastique. Les modèles sont implantés dans un langage appelé CSPL
(C-based SPN Language), une extension du langage de programmation C. Une interface
graphique est aussi disponible. Ce logiciel permet de générer automatiquement et de ré-
soudre des modèles de récompense Markoviens à partir d’un réseau de Petri. Nous avons
contribué sur l’extension au cas de réseaux de Petri non-Markoviens et fluides, et sur l’im-
plantation des méthodes de simulation. Les modèles pouvantêtre décrits par le logiciel
son ceux présentés Section 2.1. La figure 5.1 montre les méthodes d’analyse actuellement
implantées dans SPNP. La notation SOR est pour la méthodeSuccessive Overrelaxation,

Generate all Markings

Markings
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Eliminate vanishing

Extended Reachability
Graph (ERG)

Markovian Nets

rates for tangible Markings
Generate Reward

Non-Markovian Nets FSPNs

Stochastic Reward Net (SRN) Models

Discrete Event Simulation (DES) 

Steady-state transient

Steady-state transient

SOR Gauss-
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Power

method

Std unifor-

mization
Fox and Glynn
uniformization

Independent

replications

SplittingRestartimportance

sampling

Regular
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Batch
means

Regenerative

simulation

Markov Reward Model (MRM)

analytic-numeric methods

Stiff

uniformization

FIG. 5.1 – Méthodes disponibles dans SPNP

en général la plus rapide pour l’étude du stationnaire, maisdont la convergence n’est pas
garantie. Dans ce cas, la méthode de Gauss-Seidel peut converger. En dernier ressort, la
méthodes des puissances est démontrée converger.

Dans le cas transitoire, les techniques sont basées sur l’uniformisation, une détection
de stationnaire pouvant être utilisée pour les modèles raides [144].

Dans le cas où les méthodes décrites ci-dessus ne peuvent être utilisées (en raison d’un
espace d’états trop grand où parce qu’il n’y a pas de restrictions assez forte sur le modèle),
on utilise la simulation. Les méthodes suivantes de simulation sont implantées :

– simulation utilisant des réplications indépendantes ;
– simulation utilisant des “batches” où une itération est considérée et coupée en blocs

pour obtenir un intervalle de confiance ;
– simulation par ramification des trajectoires pour l’évaluation d’événements rares

[231] ;
– simulation par échantillonnage préférentiel [232] ;
– simulation régénérative pour des estimations stationnaires non biaisées.
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5.3 Notes

Parmi les autres implantations notables, nos travaux sur les files d’attente à forme pro-
duit nous ont conduit à créer une version modifiée du logicielMonteQueue 2.0 de Keith
Ross [190]. Nos travaux sur les chaînes de Markov hautement fiables ont été quant à eux
implantés dansBB (Balls and Baskets) [38].
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Chapitre 6

Conclusions

6.1 Importance de la thématique

La modélisation et l’évaluation de performances constituent un enjeu majeur pour la
conception et le contrôle de systèmes, qui sont de plus en plus complexes et évoluent de
plus en plus rapidement. Il y a donc un besoin de plus en plus important d’outils pour
comprendre leur comportement, pour minimiser les coûts de déploiement et de gestion et
pour optimiser les performances, au cours de la vie de ces systèmes.

Pour répondre à ces questions, l’utilisation d’une démarche intuitive peut s’avérer très
dangereuse, et une évaluation expérimentale extrêmement coûteuse. Une méthode inter-
médiaire entre ces deux extrêmes est la modélisation abstraite et l’évaluation théorique. Le
processus de modélisation est basé sur des hypothèses qui doivent être motivées par deux
considérations contradictoires : simplicité suffisante dumodèle afin de pouvoir résoudre le
problème, et adéquation des résultats avec le système réel.

Le choix du modèle est donc intimement lié aux méthodes de résolution existantes. Le
développement de méthodes d’analyse est donc un point capital, car il permet d’utiliser un
modèle plus proche de la réalité. Contrôler un système, par un bon choix des paramètres
ajustables, est de la même manière très important afin de maximiser ses performances.

6.2 Contributions

Nous pouvons décomposer nos contributions en plusieurs sous domaines. La théma-
tique générale est la modélisation, l’analyse et le contrôle des performances et de la sûreté
de performance des réseaux de communications, avec une implication majeure dans deux
domaines particuliers : les méthodes de simulation et les modèles de tarification.

– Dans le cadre général de la modélisation et de l’analyse de la qualité de service et
de la sûreté de fonctionnement, nous avons travaillé sur la modélisation par réseau
de Petri. Nous avons notamment participé (et continuons de participer) au dévelop-
pement du logiciel SPNP distribué par Duke University. Nousavons principalement
travaillé sur l’implémentation de diverses techniques de simulation. Ce formalisme
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nous a aussi été utile pour nos études de files à seuils avec hystérésis dans les cas il n’a
pas été possible de déterminer une forme explicite pour les probabilités stationnaires.
Un autre cadre de modélisation mathématique important auquel nous nous sommes
intéressés (concernant le réseau Internet) est celui des processus AIMD, modélisant
bien le protocole TCP. Dans le but de mieux contrôler la qualité de service, nous
avons cherché si une politique de perte particulière aux instants de congestion de-
vait être privilégiée. De manière surprenante, nous avons montré que, dans le cas de
connections symétriques, le débit moyen est indépendant decette politique de perte.
Cependant, ceci n’est pas vrai pour la variabilité du débit,ainsi que pour le cas non
symétrique (en terme d’équité). Dans ces cas, une analyse dequatre politiques natu-
relles nous a permis de prouver qu’infliger la perte à la connection de plus haut débit
était préférable.

– Plus particulièrement, les techniques de simulation Monte Carlo et quasi-Monte
Carlo ont été un thème moteur de nos recherches. Ainsi, nous les avons développées
dans deux directions. Tout d’abord sur la simulation des systèmes Markoviens hau-
tement fiables qui constitue un domaine important de l’analyse de la sûreté de fonc-
tionnement. Nous avons proposé de nouvelles mesures d’échantillonnage, et surtout
défini la notion d’approximation normale bornée qui assure la validité de l’intervalle
de confiance quand la fiabilité augmente ; nous avons donné unecondition néces-
saire et suffisante pour obtenir cette propriété et donné lesrelations entre approxi-
mation normale bornée, erreur relative bornée et bonne approximation asymptotique
de la valeur cherchée et la variance de l’estimateur. La seconde contribution majeure
porte sur l’analogue déterministe des méthodes de Monte Carlo, les méthodes dite de
Quasi-Monte Carlo, convergeant asymptotiquement plus rapidement. Nos activités
principales ont porté sur les méthodes dites « randomisées »qui permettent d’obtenir
une estimation de l’erreur (ce qui n’était pas le cas en pratique pour les méthodes de
quasi-Monte Carlo). Nous avons aussi pu définir une méthode quasi-Monte Carlo (et
sa version randomisée) pour la simulation des chaînes de Markov. Nous avons ap-
pliqué avec succès ces méthodes à l’évaluation des performances de réseaux de files
d’attente à forme produit par exemple. Il est à noter le troisième type de méthode
de simulation auquel nous nous sommes intéressés : la technique de réplications des
trajectoires.

– Les modèles de tarification des réseaux ont constitué ces dernières années une part
importante de nos travaux. Ces modèles doivent permettre decontrôler le niveau
de congestion dans les réseaux, et par conséquent la qualitéde service. On peut
ici encore (non exhautivement) décomposer les contributions en trois sous classes.
La première porte sur la tarification multi classes : nous avons déterminé les prix
optimisant le revenu du fournisseur ou le surplus social pour différentes politiques
d’ordonnancement, et également comparé leur performancesrespectives. En outre,
nous avons travaillé sur les techniques d’enchères pour la bande passante et défini
une nouvelle technique basée sur des enchères multiples. Enfin, nous avons travaillé
sur une méthode de tarification où la probabilité de perte dans un routeur RED varie
selon la volonté de payer des utilisateurs.
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6.3 Futures directions de recherche

Citons maintenant, parmi les directions de recherche que nous envisageons, celles qui
nous paraissent les plus importantes. Sans être exhaustif,orientons cette section vers les
travaux qui peuvent découler de ce qui a été présenté dans le manuscrit.

Tout d’abord, nos travaux sur les files d’attente à seuils et hystérésis peuvent avoir des
applications et extensions dans différents domaines. Un premier axe est l’utilisation de ces
modèles dans le cadre de la tarification. On peut ainsi imaginer d’établir des seuils sur
l’occupation du tampon à partir desquels les prix augmenteraient, et donc la demande di-
minuerait, de manière à mieux contrôler la congestion. L’hystérésis permettrait d’éviter des
oscillations autour des seuils, et donc des oscillations trop fréquentes de prix. Les prix op-
timaux devraient être alors légèrement différents par rapport aux modèles précédemment
étudiés. Les files à seuils (avec ou sans hystérésis) semblent également être un outil privi-
légié pour modéliser les mécanismes de gestion active de files d’attente dans les résaeux,
comme les algorithmes RED (Random Early Detection) [72] ou par exemple RIO (RED In
and Out) [51], une version multi dimensionnelle avec plusieurs classes de trafic. Ceci pour-
rait permettre de déterminer les seuils à partir desquels les probabilités de perte deviennent
non nulles, ainsi que ceux à partir desquels tout paquet d’une classe donnée sera rejeté.

Les techniques de simulation ont elles aussi un potentiel deperfectionnement non négli-
geable. Un axe très prometteur est celui relativement récent de lasimulation parfaite[180]
où, par simulation inverse dans le temps, il est possible de simuler la loi stationnaireexacte
d’un processus de Markov. Cette technique, pour être efficace en pratique, nécessite des
propriétés telle que la monotonie [180, 239] ou encore des majorations/minorations [114]
de manière à ne pas devoir traiter tout l’espace d’états ; cespropriétés demandent à être
affaiblies. De plus, l’utilisation de suites à discrépancefaible au lieu de nombres pseudo
aléatoires devrait permettre une meilleure répartition del’échantillon sélectionné. Enfin,
l’application de cette méthode à des problèmes d’estimation d’événements rares reste un
problème ouvert, car il semble difficile de la combiner avec de l’échantillonnage préféren-
tiel par exemple.

Les méthodes de quasi-Monte Carlo randomisées ont connu depuis une dizaine d’an-
née un développement important en raison de leur efficacité et de leur grande simplicité
d’utilisation. Nous avons déjà appliqué ces méthodes à la simulation des réseaux de files
d’attente, mais souhaitons développer et démocratiser leur application dans le domaine des
télécommunications (par le calcul d’espérances mathématiques). Dans le cas des modèles
statiques, l’utilisation des méthodes RQMC et/ou mixte si la dimension mathématique du
problème est grande, devrait s’avérer efficace. Dans le cas dynamique, on s’intéressera
plus particulièrement à la méthode quasi-Monte Carlo et la version randomisée associée
que nous avons développé pour les chaînes de Markov. Elle s’avère très efficace si les
états peuvent être totalement ordonnés et sont représentésde manière unidimensionnelle.
Il existe cependant des applications pour lesquelles ces hypothèses ne sont pas adaptées
(comme dans le cas de la simulation de nos systèmes hautementfiables par exemple). Il
s’agira donc d’étendre la méthode à ces applications.

Nos travaux autour de la tarification ont été initiés en 2000,et n’ont connu un réel dé-
veloppement qu’à partir de 2002. De nombreux travaux restent encore à faire. Par exemple,
la détermination de nouveaux modèles est toujours d’actualité, surtout dans le cas de ré-
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seaux de topologie générale, avec des fournisseurs de service en compétition. Nous com-
mençons également à nous intéresser aux problèmes d’implémentation pratique (proto-
coles...). De même, nous cherchons à développer des méthodes spécifiques pour les tech-
nologies sans fils pour lesquels la ressource est et restera probablement limitée. Plus parti-
culièrement, nous souhaitons nous intéresser aux réseaux basés sur la technologie CDMA
(voir [4, 133, 149, 194, 202] pour quelques travaux de la littérature sur le sujet) que l’on
retrouvera dans les réseaux UMTS, où l’externalité est le niveau d’interférence induite
par une communication, les réseaux WiFi (voir [74, 161]) ou les réseaux ad hoc (voir
[192, 58, 108, 182]), où l’objectif est d’inciter les utilisateurs à collaborer pour transmettre
les paquets des autres utilisateurs, avec les questions de routage associés. La tarification
inter-domaines, afin que chaque fournisseur puisse acheminer son trafic jusqu’à destina-
tion, est aussi une thématique ayant pris de l’importance ces dernières années, et est le
sujet du projet AUCTIONS du réseau d’excellence européen EuroNGI dans lequel nous
sommes impliqués.

Tous les modèles de tarification de la littérature utilisentdes fonctions d’utilité pour
représenter la réaction des utilisateurs face aux prix. Lesfonctions utilisées l’ont été pour
leurs propriétés mathématiques intéressantes et/ou leur validité a priori pour certaines appli-
cations. Cependant, en comparaison avec la littérature surles méthodes de tarification, peu
d’effort ont porté sur la détermination ou la validation de ces fonctions d’utilité. Quelques
projets ont cependant été développés à travers le monde afin de mieux comprendre le com-
portement des utilisateurs face à la tarification : on peut citer le projet INDEX à Berkeley
[23, 22, 66, 234], le projet M3I [1]... L’un de nos objectifs est, par le biais de tests et selon
les applications, de déterminer la loi de la demande pour desparamètres de qualité de ser-
vice donnée et un prix donné. Nous pourrons pour cela utiliser les compétences du projet
ARMOR sur l’évaluation quantitative de la qualité [158]. Notons que, de manière anec-
dotique, les méthodes de simulation quasi-Monte Carlo peuvent être utiles aux modèles
de tarification des réseaux qui utilisent des modèles de Logit ou Probit (c’est à dire des
modèles de choix discrets) [27] qui nécessitent le calcul decoefficients représentés par des
intégrales. Ce problème a commencé à être étudié dans [26], mais pas pour notre domaine
d’application.

Le cas de la tarification pour les réseaux pair à pair est aussiun thème qui se développe
actuellement. Ce sujet, en fait très proche de notre problématique, mérite de l’attention.

La problématique de la tarification ne peut être dissociée dedeux autres thèmes aux-
quels nous nous sommes encore peu intéressés : la métrologieet la facturation. La métro-
logie doit être utilisée pour comptabiliser (probablementde manière statistique) le trafic
envoyé par chaque usager, mais aussi pour mesurer la qualitéde service fournie dans le
cas d’une tarification dynamique dépendant du délai ou du taux de perte par exemple. La
métrologie, utilisant des outils mathématiques puissants, a connu un essor très important
ces dernières années et a donné lieu à des implémentations disponibles sur le commerce
[34, 64, 109, 204]. De la même manière, établir les prix et mesurer sont inutiles s’il n’y a
pas de mode de facturation. La facturation des réseaux pose de nombreux problèmes ou-
verts auxquels il faut répondre. Ainsi on peut envisager qu’un usager changera de domaine
régulièrement (fixe, UMTS...) de sorte que la facturation globale devra être vue comme
une agrégation de factures. Il faudra donc chercher à définirune architecture de factura-
tion, distribuée, utilisant éventuellement des micro paiements. Pour quelques références
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sur la problématique de facturation, voir [17, 20, 37, 49].
Un dernier problème pour un opérateur, très lié à la tarification, est celui de la plani-

fication des capacités (dans un contexte concurrentiel). Ainsi un opérateur a t’il intérêt à
surdimensionner son réseau (de sorte que les clients ne paieraient plus d’externalité) ? De
même, le coût d’une installation diminuant avec le temps, à quel moment faut-il la chan-
ger ? Ces questions commencent à être abordées dans les télécommunications dans un cadre
général [62, 156], mais doivent être abordées plus précisément dans le cadre des modes de
tarification que nous avons étudiés.

Enfin, un de nos objectifs est de rendre disponibles sur le webles logiciels et solutions
développés ou en cours de développement, et d’améliorer leur convivialité.
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